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Kombinatorika



Kombinatorika

Fisher-egyenlotlenség



D Tekintsik a v-elemU P halmaz részhalmazainak egy halmazat. E
részhalmazokat blokkoknak nevezzik, mig P elemeit pontoknak.
Azt mondjuk, hogy e blokkok 2-strukttrat alkotnak, ha P barmely
két pontja pontosan A > 0 szamu blokkban van, és van legalabb
egy nem trivialis blokk a rendszerben, azaz amelynek legalabb 2
pontja van, de nem tartalmazza P 6sszes pontjat.

T Fisher-egyenlotlenség: Barmely 2-struktira blokkjainak szama
legalabb annyi, mint pontjaié, azaz b > v.



B Jeloljék a 2-struktira pontjait az 1-tol v-ig terjed6 egészek, a
j-edik blokkot B; (j =1,2,...,b). Illeszkedési matrixa M, ahol

1, haie Bj,
m,»,» = 3 |
0, egyebkent.

roA A
T Ao A .
A=MM = | S =MNv+diag(n— A=A ..., —A),
A A Loy

ahol J, a csupa 1-esbol allo v x v-es matrix, és r; az i pont foka.

- A}, pozitiv szemidefinit, ugyanis szimmetrikus és ha 0 # x € RV
tetszbleges, akkor XJyx = 33 XX = (32 x;)> > 0.

- diag(rr =X\, o = A,...,ry— A) pozdef, mert r; > \. (r; = X esetén
Vj # i pontra az i-t tartalmazo blokkok tartalmaznak j-t is, vagyis
nem létezne nem trivialis blokk.)

- Pozitiv definit + pozitiv szemidefinit = pozitiv definit ~ A
invertalhato, rangja v ~ M, rangja v ~» b > v.




Kombinatorika

Lampacskas jaték



m lampak egylttal kapcsolok is, megnyomasukra megvaltozik a
sajat és bizonyos ,szomszédaik” allapota is.

-, XL25" 1983, Méro Laszlo, ,Lights Out!” 90-es évek

-, Button Madness”, a szomszédsag a hataron atnyualik (torusz),

- ,Gamze”, ahol a lampak rombuszalakban vannak elhelyezve,

- Lights Out 2000", a lampaknak harom allapotuk van (kikapcsolt,
piros, zold),

- ,Lights Out Cube”, a lampak egy 3 x 3 x 3-as kocka oldalain
vannak,

- ,0rbix", ahol a lampak egy dodekaéder cslucsaira vannak helyezve,

-, Merlin”, 70-es évek 3 x 3-as tablan
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Illeszkedési matrix
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Egy gomb paros sokszori megnyomasa olyan, mintha egyszer sem
nyomtuk volna meg, mig paratlan sokszori megnyomasa egy
nyomassal ekvivalens. Eszerint a nyomasok szamat modulo 2
szamolhatjuk, vagyis F, elemeivel.

Masrészt a fenti matrix is tekinthetd I, folottinek, melynek i-edik
oszlopa azt adja meg, hogy az i jeld gomb megnyomasara mely
lampak allapota valtozik meg.

Jelolje x ]F%5 azt a vektort, melynek x; koordinataja 1, ha az i
gombot paratlan sokszor nyomtuk meg, és 0, ha paros sokszor. Ax
azt a vektort adja eredményil, melynek i-edik koordinataja akkor
1, ha az i gomb allapota az x vektor szerinti gombok megnyomasa
utan megvaltozik, és akkor 0, ha nem.

Ha kezdetben a lampak allapotat egy b vektor irja le (b; = 1, ha az
i lampa ég, b; = 0, ha nem), akkor e lampak pontosan akkor
kapcsolhatok le, ha van olyan x vektor, melyre Ax = b.



kkor az Ax = 1 egyenletet kell megoldani:

ampa ég, a
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R =rref(A) =

A nem invertalhato ~ Ax = b nem oldhato meg minden b

vektorra!

ktora: 0,

, négy ve

=20=20L=2

23, dim(A(A))
1101100000110110000011011, v = 1010110101000001010110101,

r(A)

u

0111010101110111010101110.

u-+v



- Ezek tehat azok a mintak, melyek gombjainak megnyomasa nem
valtoztatja meg a a lampak allapotat:

s
s

az u vektor a v vektor az u -+ v vektor

anant
SrIl

- Az Ax =1 megoldasai egyikéhez a nulltér fenti elemeit hozzaadva
megkapjuk az 0sszes megoldast:

A il

X+u+v



F Jellemezziik a meg nem oldhatd konfiguraciokat!

M A megoldhatok az A oszlopterében vannak, azon kivil a nem
megoldhatok.
A=ATw OA) = S(A) és N(A)*T = O(A) ~
beOA) <= b LN(A) < b-u=b-v=>b-(u+v)=0 (ahol
u, v s u+v a nulltér harom nemzérus vektora)b-u=b-v=0
b¢é O(A) <= b-u=1vagyb-v=1 <= haab minta
pontosan akkor nem kapcsolhato le, ha az u és v legalabb egyikét
paratlan sok pontban metszi.

- Példaul az alabbi zold minta lekapcsolhato, a piros nem:




Kombinatorika

Grafok



A Egy egyszerll G graf adjacencia (szomszédsagi) matrixat jelolje Ag.

Ekkor

1.
2.
3.

trace(Ag) =0

A; szimmetrikus 2 x 2-es minorainak 0sszege = —| E(G)|
As szimmetrikus 3 x 3-as minorainak 0sszege =

2 x haromszogek szama.

Ha d(i,j) = k (a két pont tavolsaga G-ben), akkor I, Ag,..., A
linearisan fluggetlenek.

1. A féatloban 0-k vannak.

Az i-edik és j-edik sorok kersztezédésében lévé ilyen minor
pontosan akkor nem a zérusmatrix, ha i ésj indexd pontok

0ssze vannak kotve G-ben, ekkor viszont a minor [[$ }]| = —1.

0 11
10

11 =2
1T 10
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T Ha G egyszerl, akkor Ag sajatértékeire
DN
i

a k-hosszu zart sétak szamat adja (k € N*).
B k= 1: nincs hurokél ~

>\ =trace(Ag) = 0.

!

k = 2: nincs tobbszoros él ~ AZ féatlojaban a pontok fokai
vannak, és minden élen két 2-hosszU zart séta teheto:

v
> AF =trace Az = > d; =2|E(G)],
i j=1

k > 2: hasonloan trace AL a zart k-hosszl sétak szama.

"



Paros grafok spektruma

T A G graf pontosan akkor paros, ha spektruma szimmetrikus az
origora.
B (G graf = szimmetrikus a spektrum): G paros graf ~ Ag

blokkmatrix alakja
O B
A =
5 o

~ ha (A, (u,v)) sajatpar, akkor (=\, (u, —v)) is, ui.

o ol ] =) - b ol (sl -

- (szimmetrikus a spektrum = G paros): szimmetrikus a spektrum
~ Y5 MR = 0+ a paratlan kdrok szama 0 ~ G paros.

12



Hatarozzuk meg az alabbi G graf spektrumat csak a graf alapjan,
az adjacenciamatrix felirasa nélkul:

Asx = Xx jelentése: minden csucsra irunk egy x; sulyt Ugy, hogy az
x; sulynak az i-edik csucs szomszédaira irt stlyok 6sszege épp a
A-szorosa legyen (X = (X1, X2, ...,Xp)).

Vegylk észre, hogy e graf paros, igy spektruma szimmetrikus.

Probalkozzunk a levelekre 1-et vagy —1-et irni, hisz a sajatvektor
egy konstanssal beszorozhato.

Lehet-e A a 0,1,2 szamok valamelyike?

13



A==

A= x2:



Hibajavito kodok




Hibajelzo és hibajavito kodok

D Hamming-tavolsag: du(X,y) = |{i: X; # V;}|
P dy(01001110,01101100) = 2

m ez metrika

15



Alappeéldak: egyszeri hibajelzo és hibajavito kodok

P

Ismeétlo kod: a kodabécé tetszbleges, és a kod alljon azokbol az
n-hosszu kodszavakbol, melyek minden koordinataja azonos. E
kod legfoljebb n — 1 hibat jelez, és L”T*“J hibat javit.
Paritasellendrzd kod: (n — 1)-hosszd b bitvektorhoz még egy bitet
csatolunk, melynek értéke 1, ha b-ben paratlan sok bit egyenlod
1-gyel, egyébként 0, akkor olyan n-hosszu vektort kapunk,
melyben paros sok 1-es van.

A paritasellendrzo kod 1-hibajelzd, de jelez minden olyan hibat,
melyben paratlan sok koordinata valtozik meg.

Nullosszegl kod: Z 0sszes olyan v = (vq, Vs, ..., V,) vektorabol
allo kod, melyekre vy + vy + -+ - + v, = 0, azaz melyekre 1-v = 0.



Hamming-kod

D Binaris [7,4,3], Hamming-kod (7-hosszl kddszavak, egy 4-hosszl
Uzenethez harom paritasbitet ad, és barmely két kodszo
tavolsaga > 3, bin(ris): A kodolando (izenet bsbsbgbs, a kod
b = bib,bsb,bsbgb, a by, by, by paritasbitekre fennallnak:

bi+b3+bs+b;=0
by+bs+bs+b;=0
by, + bs +be+b; =0




A Akod Fj 16 vektorabol all, 2-hibajelzd, és 1-hibajavito. F5 minden
vektora vagy kodvektor, vagy egyetlen koordinata
megvaltoztatasaval azza teheto!

A Afenti Hamming-kod perfekt, azaz a kodszavak koré emelt
(Hamming-tavolsaghban mérve) 1-sugari gombok hézagtalanul és
atfedés nélkil lefedik az F7 teret.

HF 7 halalraitélt korben ul, mindegyikik fején egy véletlendl

kivalasztott piros vagy fekete sapka. Mindenki latja a tobbiek

sapkajat, de a sajatjat senki. Semmi modon nem
kommunikalhatnak egymassal. Egy idé utan egyszerre
mindegyikiknek tippelnie kell a sajat sapkaja szinére. Harom
valasz lehetséges: ,nem tudom”, ,fekete”, ,piros”. Ha senki nem
talalja el, vagy csak egy is akad, aki téved, mind meghalnak,
egyebként mind megmenekilnek. Javasoljunk olyan eljarast,
amivel a legnagyobb eseéllyel menekilhetnek?



Titokmegosztas




Kiiszobséma interpolacios polinommal (Shamir)

n ember kozul barmely k fol tudja fedni a titkot: (n, R)
kiiszobséma.

Interpolacios polinommal: korabban vettik

19



Geometriai konstrukcio (Blakley)

K at-dimenzios ¥V = ]FE7 ter egy veletlen P = (ao, ..., a;—1) pontjanak
els6 koordinataja a titok. Publikalva van egy ezen a ponton
atmend g egyenes, mely nem meréleges az e; = (1,0,...,0)
vektorra, igy pontjainak elso koordinatai vegigfutnak Fq elemein.

- Arésztvevok megkapjak egy P-n atmeno, de e;-re nem merdéleges
és g-t nem tartalmazo H (affin) hipersik egy-egy altalanos
helyzet( pontjat. igy barmely t résztvevd egyértelmien ol tudja
irni H egyenletét, és a g-vel valo metszéspontjat.

20




Tetszdleges részhalmazokra (Brickel)

K titok: @ = (ao,ay,...,ar) € F5'' vektort elsd koordinatdja, az
aop € Iy
A p; résztvevohoz rendel egy v; € Iﬁ‘g“ vektort, publikalja.
résztitok: s; =v;-a € Fq

T Jelolje T C P a résztvevok egy halmazat. A T-be tartozo résztvevok
pontosan akkor tudjak meghatarozni ap-t, ha az e; = (1,0,...,0)
vektor benne van a T-beli résztvevok vektorai altal kifeszitett

altérben. Ha e nincs ebben az altérben, a T-beli résztvevok
semmit nem tudnak meg a titokrol.

21



B AV matrix sorai a T-beliek vektorai, és s koordinatai a T-beliek

résztitkai.

TFH e, € S(V) ~ létezik olyan w vektor, hogy w'V = e], igy

w'Va = ag. Mivel a konstrukcio szerint Va = s, ezért w's = ay, hisz
w a T-beli résztvevok altal meghatarozhato.

TFH e ¢ S(V). V = [ug|uq] ... |ug]. Ha ug ¢ span(us,...,us), akkor
van olyan d vektor, hogyd-u; =0,hai=1,2,...,t,ésd-ug=1.
~ d'V = ey, ellentmondas ~ ug € span(us, ..., Us), igy van olyan
w vektor, hogy Vw = 0, de wy # 0. Az ugyan igaz, hogy s = Va, de
tetszoleges c € Fy konstansra s = Va = V(a + cw) is teljesdl. lgy
barmely cp-hoz talalhato olyan ¢ = (co, 1. .., Ct) vektor, hogy

s = Vc. igy a T-beli résztvevék semmit nem tudhatnak ag-rol.

22



Differenciaegyenlet-rendszerek




Fibonacci-sorozat explicit alakja

P AFibonacci-sorozat Fp =0, Fy =1, Fay1 = Fn + Fn_1 (0,1, 1,2, 3, 5,
8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987....) explicit alakja:

(59 -(55)

M Keressunk a rekurziv képletre F, = A" alakd megoldast!
AT = A1 L A= s D2 X 1= 0~ Mgy = 58

1

. . 1
Az (1,X;, X2,...) sorozatok lin. ftlenek, ui. 15 15
2 2

£0

- Linearis kombinacioik mind megoldasok: ¢; (”T*/g)n + (%/g)n
- Akezdeti feltételek (Fo = 0, F; = 1) kielégitésehez megoldando

a+c6 =0
1+v56  1-45 = ==
Cq + &

-

=
2 2 23




Allando egyiitthatds homogén linearis differenciaegyenlet

D d-edrendu allandd egyltthatos homogén linearis
differenciaegyenlet (d-edrendl rekurziv sorozat):

Xn = Q1Xn_1 4+ 2Xp—2 + ... + AgXp—d, (DAE)
ahol ay,ay,...,ay és a kezdeti feltételul szolgalo xo, X1, . .., Xg_1
adott konstansok, Xg,Xg41, - .. ismeretlenek.

A Ha (X0, X1,X2,...) €s (Yo, V1, Y2, ... ) megoldasai egy (allandd
egyiitthatos) homogén linearis differenciaegyenletnek, akkor
tetszoleges ¢, d € R konstansokra (cxg + dyo, cxq + dy1,...) is.

D A DAE karakterisztikus polinomja
x(t) = t9 — aqt9=" — apt9=2 — ... — aq, gyokei a sajatértékek.

- E definicio eredetét hamarosan megvilagitjuk.

24



Differenciaegyenlet-rendszerek

Differenciaegyenlet-rendszerek megoldasa



Differenciaegyenletrendszer (DAER)

D Elsérendd linearis differenciaegyenlet-rendszer:
Xni1 = AXp homogén
Xnt1 = AXp + bp inhomogen

ahol xg, bg, by, by... ismert vektorok, x, ismeretlen, ha n > 0.
T Azelsérendl linearis differenciaegyenlet-rendszer megoldasa

Xn = A"Xq, (homogén)
n—1
Xn =A% + > A"'"'b;, (inhomogén)
i=0
ahol n > 0.

B Behelyettesités v'. A rekurziobol kovetkezik a mo. egyértelmisége.

25



Milyen A € C"*" matrixra igaz, hogy az X1 = Ax, + b sorozat
minden b, xq € C" vektorra konvergens? Mi a hatarértéek?
A tétel szerint xp = A™g + (I + A+ A2 + ... + A" ")b: ekkor xg = 0
esetén Vb-re konv <= I+A+... + A" Tkonv < p(A) <1
o liMpsee A" =0, liMpsee [ +A+ ..+ A = (1= A) T
Xn — OXg + (I — A)~'b = (I — A)~"b, ami nem fiigg xo-tol.

2 1 1 :
Konvergens-e az x, = 3 L _11 Xn_1+ [_2] sorozat? Mi a
hatarérteke?

x(=1) >0, x(0) <0, x(1) > 0~ p(A) < 1~ asorozat konvergens!

sme-o-no- [ 3 L[ 1L

26



m Minden allando egyltthatos d-edrend( homogeén linearis
differenciaegyenlet atirhato elsérendi homogén linearis
differenciaegyenlet-rendszerré (DAER): ha

Xpn — 1Xp—1 — ... — AgXn—g = 0 (Xd — AXg—1 — ... — QgXo = O), akkor
X1 0 1 ... 0 X0
) o , X = Axg ill.
Xd—1 0 0 oo Xd—2
Xd | _Gd Ag—1 ... CI1_ | Xd—1
. ) . y Xng1 = AXH)
Xnd—1 0 0 ... 1| [Xntd—2
Xntd | |dd Ad—1 -+ 1| [Xntd—1

ahOl Xn = (Xﬂ, .o

<y Xntd—1), €S A a x(t) kiséré matrixanak
transzponaltja, melynek sajatértékei épp a DAE sajatértékei, és
melyre u(t) = +x(t), igy minden s.ért.-hez egy J-blokk tartozik.

27



Differenciaegyenlet-rendszerek

Differenciaegyenlet megoldasa



T DAE 0sszes megoldasa:
1. Ha X sajatértéke a (DAE) DAE-nek, akkor az x, = A" sorozat
egy megoldas.
2. Ha a (DAE) spektruma {\,..., s}, ahol a \; algebrai
multiplicitasa a;, akkor a (DAE) 6sszes megoldasa eldall

s aj—

=) Z A

i=1 j=0
alakban. A ¢j; egyutthatok megkaphatok a kezdeti
feltételekbol.
3. Specialisan, ha a (DAE) sajatértékei mind kiilonbozdek, akkor
az 0sszes megoldas eldall

d
= Z C,‘/\,n
i=1

alakban.

28



B 1. X()\):OW)\d:G1>\d_1+(12>\d_2—}—...+adw
M= A" 4+ A2 4 4 agA" "9~ X7 megoldas.
- 2. Xp = AXp_1 ~ Xy = A"Xg ~ Xy = CJ"Cxo.
- )7 egy a algebrai multiplicitasd A\-hoz tartozo diagonalis blokkja
n

A1 oo 0 AT (DA

0 X ... 0 0 A"

00 ... A 0 0 ...
axa

- E blokk minden eleme a A", nA", n?A", .., n%~ A" elemek konstans
(n-t6l fuggetlen!) egyltthatokkal vett linearis kombinacioja (pl.
(1)>\n 1 _ (X)I’)An, (2))\n 2 _ nz—n)\n 2 _ (2)\2) N2\ — (2)\2)”)\” )
~~ €)"C~" minden eleme a !, n)\,”, n?A7, .., n%~TA" elemek
linearis kombinacioja, ahol a; a A\; multiplicitasa.

- 3. kovetkezik az el6zobol, hisz ekkor a; = 1 minden
I=12,...,d-re. 29



Xn = 5Xn_1 — 8Xp_2 + 4Xp_3, X0 =0, X1 =1, X, = 5.
XA) =X =5 +8A—b=A—-1)(A—2)> ~
Osszes megoldas: x, = 11" + 2" + c3n2".
Kezdeti feltételekbdl: c1 =1, ¢, = —1,¢c3 =1,
Xp=1-2"+n2",(0,1,5,17 49, 129,..)
Xn = —2Xn_1—5Xpn_2, Xo =X = 1.
XA) =X +22+5=A+1=20)(A+1+2i) ~
Osszes megoldas: xp = ¢1(—14 2i)" + c(—1 — 2i)".
Kezdeti feltételekbdl: ¢1 = (1—1)/2,c; = (1+1)/2,
1—i E
2

Xp = ——(=1+2i)" +

5 (—=1=21)", (1,1, -7,9,17, =79,..)

30



P Konvergens-e az Xpi1 = 2Xn — #Xa—1 -+ 150rozat? Mi a hatarértéke?

Xn O 1 Xn_‘]
M R
Xﬂ+'| 7, 7 Xn 1

p(A) <1~ asorozat konvergens.

—x2— et

+ A A

el |

tudjuk hogy konv: tfth x, — a ~» x,_1 — @, Xp41 — Q €S
Xn41=1Xn — Xp_1+1~a=1a—1a+1~a=1

m Természetesen szamolhatunk a matrixinverzzel, de az itt tobb
szamolast igényel. Ellendrzésiil:

1 ] [ oq
o-n=l1 3] =4 )~

23 4
im | X =% O =Y - tim ok =1
N—=00 | Xp 41 -3 1 1 1 n— o0

ENTRE
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Differenciaegyenlet-rendszerek

Differenciaegyenletek alkalmazasai



P Szamitsuk ki az alabbi n-edrendl determinans értékét:

Dn:2

0

(n—-2)

32



2 —1
—1 2
MN—22+T~A=1
A két fuggetlen megoldas (1,1,1,1,...), (0,1,2,3,...)

Diici+0=2,DyC+200=3~C1=0=1

D1:2,D2:| =3

33



P Szamitsuk ki az alabbi integral értékét, ha a € R konstans, a # kn:

| _/7r COS NX — COS na
"7 Jo cosx—cosa

M lo=0,h=m, 1 —(2cosa)lp + Ip—1 = 0, ugyanis
/“cos NX COSX — SiNNXSin X — CoOSnacosa -+ sinnasina
0

COSX — Ccosa
COS NX — CoS na
—2cosa
COSX — Cosa
COSNXCOSX 4+ Sinnxsinx —cosnacosa — sinnasina dx
COSX — Cosa

:/ 2cosnxdx =0, mertn > 0.
0
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2cosaxv4hcos’la—4 4
=e
2
az alapmegoldasok: (1,e% 20 301 ) (1,79 e720i =301 )

M —(2c0sAA+T1=0~ Ay =

C1+C =0, cel 4+ e =7~

2 ™
G2isina) =m ~» 6 = ———
( ) 2isina
T o T o sin na
n = ————(cosna+isinna)— ————(cosna—isinna) = m—
2isina 2isina sina
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