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Matrixok polinomjai



Matrixok polinomjai = matrixpolinomok

A LU'peFx,ABcF™" A~B= p(A)~ p(B).
B B=C'AC~ Bf = (C**AC)(C*“AC) .(CTAC) = C'ARC ~

n
=3 piB*f = Zp c'akc = ¢ (ZpW)C—c p(A)C.
k=1

k=1 k=1
A 0 ... 0
. i 3} 0 X ... O
K Ha Adiagonalizalhat6, azazC-'AC=A= | = = |,
0 0 ... N\
akkor A = CAC™", AR = CARC—" = Cdiag(\f, ..., AF)C"
0 A2) ... 0
o = oy =c| ° PO 0 e



b1\

@ RN

Ha A diagonalizalhato, a Spektruma {>\1, . Am}, akkor a

spektralfelbontasbol A = ZA P ~ p(A Zp
i=1
VA € F"*" 30 # p € Fx]: p(A) = O.
I,A, A2 A" € F"™*N dim BN = n2, ezért linearisan Gsszefiiggdk
~» valamely linearis kombinaciojuk O:
CoA"” 4. 4 A+ ol = p(A) = 0.
m
Ha A € F"*" diagonalizalhato és p(x) = JJ(Ai — x), akkor p(A) = O.
i=1
A X sajatértékre p(\) = 0, igy
p(A) = Cp(diag(M, Az, ..., \n)) C"
= C diag(p(M),p(X2),...,p(An)) C' = 0.
Ha A € F"*" diagonalizalhato, akkor ya(A) = O.
p | xa~ xa(A)=0.



Polinommatrixok = matrixegyitthatos polinomok

an(x) anpx) ... ani)
A AzZA(X) = 021:()() azzz(X) azn:(x) € Fix]"*" polinommatrix
am(X) am(x) ... anpn(x)

felbonthatd Apx® + A,_x*=" + ... + Aix + Ag alakba (k € N az q;;
fokainak maximuma).
azaz F[x]"™" = F"™"[x]

m A matrixszorzas nem kommutativ, igy ez egy nem kommutativ
gylrd folotti polinomgylr. (Ugy tekintjik, hogy x folcserélhetd a
gylrl elemeivel, igy e polinomok szorozhatok és kanonikus alakra

hozhatok).
S X X+1 _ 10, 01 10T
X2 1o 0 1 —1 0

-1 X




Cayley-Hamilton-tétel

T Ha A egy tetszéleges négyzetes matrix, melynek karakterisztikus
polinomja xa, akkor xa(A) = O.

B L'B=A— )\l Az A karakterisztikus polinomja igy
detB = xa(A) = (=D)"A" 4+ pp A" 4 L4 pid + po.
B barmely eleméhez tartozo eldjeles aldeterminans \ egy
legfoljebb n — 1-edfokl polinomja, igy léteznek olyan konstans
elem( Cy, Cy,..., Ch_q matrixok, hogy

adjB=\""Cp1 4+ ...+ \C; + Co.
det(B)l = Badj(B) ~»

BadjB = (A— Al Z)\”Ch)

n—1
= ACo + ( AR(AC, — cm)> — A"Cp_1. 5

k=1



Egyltthatoosszahasonlitas:

det(B)l BadjB

(‘”nl =—Ch -A"
pn—1l =ACh_1 —Cph_ AT
pyl = AC, — C; A2
[.)1' = AC1 — Co -A

p0| = AC;.

A beszorzas utan kapott egyenldségeket dsszeadva
(=D"A" + pp_ A" 4+ .+ piA+ pol = 0.
K Vinvertalhatdo A € F"™" matrixhoz 3q € F[x], (legf. n — 1-edfokd):
A" =q(A).



Minimalpolinom



D L'AeF™" Minimalpolinomnak nevezunk egy olyan minimalis
fokszamU ua fépolinomot (1 féegyltthatoju), melyre ua(A) = O.

D Azt mondjuk, hogy a p polinom az A matrix annullatora, vagy hogy
annullalja azt, ha p(A) = 0. A minimalpolinom tehat egy
legkisebb fokd annullator fépolinom.

m A nullpolinom nem lehet minimalpolinom, mert nem 1 a
foegyltthatoja. Az 1 nem lehet minimalpolinom, mert barmely
matrix behelyettesitése utan | lesz (nem 0).

m Az egységmatrixra p(x) = x — 1.

m A~ B = up = pup (ugyanis p(B) = C-'p(A)C, igy minden p
polinomra p(A) és p(B) egyszerre O, illetve egyszerre nem.)

D (A minimalpolinom invarians a matrixok hasonlosagara, igy) egy
véges dimenzios Vg vektortéren ertelmezett L : Vg — Vr linearis
transzformacio minimalpolinomjan azt a minimalis fokszamu g
fopolinomot éertjik, melyre u (L) = O.

m u, = barmely bazisban folirt M matrixanak um min.pol.-javal.



Minimalpolinom tulajdonsagai

T L'AeF™n,
1. A-nak pontosan egy ua minimalpolinomja van.
2. Barmely p polinomra p(A) =0 <= pua | p.
3. pa | xa
4. A minden sajatértéke gyoke pa-nak.
B 1. Jannullator ~ 3 fopolinom annullator
Tfh p és g két kilonb6z6 minimalis fokszam( fopolinom, melyekre
P(A)=q(A) =0~ (p—q)(A)=p(A) —q(A) =0~ p=aq.
2. pa | p~ p = pag vmilyen g pol.-ra ~ p(A) = ua(A)q(A) = 0.
p(A) = 0 és p = uaq + r, ahol r foka kisebb, mint pa foka,
masreszt O = p(A) = pa(A)q(A) + r(A) ~ r(A) =0~ r = 0.
3. az elézdekbol
4. (X, X) sajatpar ~» Afx = Afx (k € Ng) ~ V p-re p(A)x = p(A)x.
pua(A)x = pua(N)x, de pa(A) = 0, és x # 0, ezért ua(\) = 0. 8



m Ha xa(x) = (=1)"TI;(x — A\))%, akkor a 3.-beli oszthatosag miatt
pa(x) = ITi(x — A)™, ahol 1 < m; < aj, €s a; a Aj algebrai
multiplicitasa.

m Ha A nilpotens, ahol Ak = 0, de A*=" =£ 0, akkor ua(x) = x*,
ugyanis x® annullator, igy a minimalpolinom csak valamely
osztoja lehet. Az 0sztoi viszont mind x™ alaktak, ahol m < k, de
azok m < k esetén nem annullatorok.

A A pontosan akkor diagonalizalhatd, ha minimalpolinomja
kiilonbozd linearis tényezdk szorzata (egyeldre az egyik iranyt
tudjuk bizonyitani).



Példak minimalpolinomra

P Hatarozzuk meg a xa, pa, xB €S ug polinomokat!

o O -~ O O O
SO - O O O O
o O =~ O O O

O O O O o o
O O O O O O
O O O o o -~
o O o o -~ O
o O o —»~ O O

O O O O o o
O O O o o -~
o O o o -~ O
O O O =~ O O
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Példak minimalpolinomra

P
T 1 0 0 71 0 0
A_ 0O 10 O 7 B_ 0O 1 0 0
0O 0 1 1 0O 0 10
0O 0 0 1 0O 0 0 1
M xa(x) = xg(x) = (x — 1)* Minimalpolinom lehet (x — 1)*, ahol
kR < 4. Mivel
72 0 0 72 0 0
A2 O 1T 0 O B2 _ O 1T 0 O
00 1 2| 00 1 0|’
0O 0 0 1 0O 0 0 1

ésA? —2A+1=0,de A—1#0,ezért ua(x) = (x — 1)

B2—2B+1=0,deB—1#0,ezért ug(x) = (x — 1)°.
1



Példak minimalpolinomra

P irjuk fol a kovetkezé matrix minimalpolinomjat!

4 3 5 6
M — 2 =1 3 4
0O 0 2 2
0O 0 3 1

M Legyen

SENSE

Ekkor xa(x) = x> —3x — 10 = (x — 5)(x + 2),

xB(X) = X2 —3x — 4 = (x — &4)(x+ 1), 1gy

xm(X) = (x —4)(x+1)(x = 5)(x + 2), de mivel nincsenek
tobbszoros gyokok, ez egylttal a minimalpolinom is.

12



Frobenius kiséro matrix

A Barmely x(X) = x" + an_1 X"+ ap_oX"2 + .-+ ag € FX]
polinomhoz létezik olyan C € F"<" matrix, melynek x (vagy —x) a
karakterisztikus polinomja. Egy ilyen matrix a

0 0 ... 0 —ap]

0O ... O =(0H

C = O 1 e O _02
[0 0 1T —ap-

matrix.

D E matrixot a polinom kiséré matrixanak nevezzik.

13



B A karakterisztikus polinomot ado determinansban alulrol minden

sor x-szeresét a folotte lévohoz adva kapjuk, hogy

-x 0 ... 0
17 —x ... 0
XC(X): O 1 . e O
0 0o ... 1

—an — X

0

0

0
0

0

1

—x(x)
?

?

—an — X

Igy xc(x) eldjelszorzot nem szamitva megegyezik a megadott x(x)

polinommal.

14



A A kisér6é matrix minimalpolinomja megegyezik karakterisztikus
polinomjaval (egy —1 szorzo erejéig).

B TetszOleges, de nem csupa zérus ¢; konstansokra

Co
2. qCe=1 |,
j=0 :
Cn—1

azaz nincs n-nél alacsonyabb fokl annullator, tehat
1(C) = (=1)"x(C).

15



Hasonlosag erejéig hany van?

P Hasonlosag erejéig hany olyan 2 x 2-es valos/komplex A matrix
van, melyre A3 = I?

M pa(x) [ X =1

- AeR X —1=(X=1)(**+x+1)ésdegua < degxa =2:

1 pa)=x—TA-1=0~A=1=[l9]V

2. pa(X) = x> + x+ 1: gyokei nem valdsak ~ tetszéleges 0 # v € R?

. . . L 0o -1 .
vektorra v es Av fuggetlenek. E bazisban a matrixa [1 1], ui.:

=1
Vi AV~ lﬂ,AVHsz_(—A—I)v_—v—AvWl 1]

- Tehat hasonlosag erejéig 2 ilyen matrix van (utobbira végtelen
sok lehetdséggel, ha mas bazisban irjuk fel).



AeC22 3 1= (x—1)(x—e)(x—e?),ahole = -1 + Lia
primitiv 3. egységgyok.
degpua =1: A= 1, el vagy €I

. degpua =2~ up = xa €S xa minden gyoke egyszeres ~ A
diagonalizalhato és diagonalis elemei 1, ¢, 2 kozul kettd.

Tehat hasonlosag erejéig 6 ilyen matrix van:

10| [e o] [¢2 o]l [1 o] [1 o] [e o
0 17|10 ¢|7|0 €[]0 ] |0 &] [0 &

02 ~ [0 _1] C folott.
€] 1 1

utobbira [8
0



n rozmar

F (Freud-Gyarmati: Szamelmélet 1.6.28) n rozmar il egy kerek asztal
koril, mindegyik elott egy érme. Mindegyik megnézi a jobb
szomszédja el6tti érmét. Ha az fej, vezényszora megforditja a
sajatjat! Ezt addig folytatjak, mig van valtozas. Milyen n-re igaz,
hogy a jaték barmely kezdeti allapot esetén véget er?

M x e FJ, x; = 0, hairas, x; = 1, ha fej.

- Pozitiv koruljaras szerint indexelve egy lépés egy linearis F) — F)
trafot ad, melynek matrixa is felirhato:

X'I%X’I+X2 _1 1 O e O
Xy < Xp + X3 0 11 0

Xn < Xn + X1 70 0 ... 1



A k-adik lépés eredménye Afx.
Vx-re véget ér < Vx3k: A'x =0

< Vidk: Afie;=0
< 3RVi: Afe; =0 (k= maxk)
— 3k: A*=0
— 3Jk: pa(x) | XF  (minden sajatérték 0)
<~ xa(x) = (—x)" =x" (F,-ben vagyunk)
T—Xx 1 0
0 T—Xx ... 0
w=la-x=| "=
1 0 ... 1—x

(1=x)1=x)""T+ (=" 1= (x+1)"+1

19



Milyen n-re lesz (x + )" +1=x",azaz (x+1)" =x"+1?
Han =29 akkor (x+ 1) = (@ + 1) = ... = x2" +1.
Han=2m, m>1,2¢tm, akkor

(1-EX)2 M = (1 =02 )M =1 = mx@ £ .. @M=L m
Tehat pontosan a 2-hatvany n-ekre ér mindig véget a jaték.

20



Invarians alterek




Invarians alterek definicioja

D Azt mondjuk, hogy azi/ <V altérazL:V — V linearis
transzformacio (illetve az L valamely bazisbeli L matrixanak)
invarians altere, ha minden x € U vektorra Lx € U (Lx € U).

T AzU <V altér pontosan akkor invarians altér az L linearis
transzformaciora nezve, ha U egy {uq,uy, ..., u,} bazisanak
minden vektorara Lu; e U (i=1,...,R).

B (=) U invarians altér ~ ¢/ minden vektoranak képe ¢/-ban van ~
Lu; e (i=1,...,k).

(=)Vu:lueld
LIX € U: X = XqUq 4+ XUy + ... + XpUp ~>

Lx = xqLuq + XoLup + ... + XpLUp € U,

21



P Tekintstuk az L : x — Lx matrixleképezést, ahol

T =1 0 1

L -1 0 0 1
0 0 2 1

-1 -2 0 3

Mutassuk meg, hogy az U/ = span((1,—1,2,-1),(1,2,—1,2)) altér
invarians altere az L linearis transzformacionak.
M Lu=(1,-2,3,-2), lv=(1,1,0,1)
Eleg megmutatni, hogy az [u | v | Lu | Lv] rangja 2.
- (még megmutathatjuk azt is, hogy e voktorok és képeik kozt mi a
linearis kapcsolat:
rref ([u|v|Lu|Lv]) = r 0 1/3],
0 1 =3 23
azaz lu = %u— Jv, Lv = Ju + 3v)

22



F

lgazoljuk, hogy ha A és B felcserélhetdk, akkor A minden
sajataltere B-nek invarians altere!

Ha V\ = {x: Ax = A\x} és v € V,, akkor

A(Bv) = (AB)v = BAv = BAv = ABv ~» Bv € V),

Az A lin.trafd minden polinomjanak magtere és képtere
A-invarians (a négyzetes A matrix minden polinomjanak nulltere
és oszloptere A-invarians).

LIp € Fix], Ae F™". Hav € N(p(A)) ~ p(A)v = 0 ~~
p(A)(Av) = p(A)Av = Ap(A)v = A0 = 0 ~ Av € N (p(A))
Hav e O(p(A)) ~ 3Ju: v=pAu~

Av = Ap(A)u = p(A)Au € O(p(A))

23



Blokkharomszog matrixok

T Blokkharomszog matrix és az invarians altér: L'az L : ¥V — V lin
trafonak ¢ invarians altere. Ekkor L matrixa

~lo

a ¥V minden olyan bazisaban, mely elol tartalmazza ¢/ bazisat.
P Az

o O g1 =
N O O o N
w - N W
~ N oo~

matrixban az U = span(eq, e;) < R* tér invarians altere.

24



B L'{uy,...,utazu, {uq,...,u,...,up} aV bazisa. Mivel
Luj = ujpuy + - -+ + Ujelr + OUr 1 + -+ 0up,  (I=1,2,...,1),
ezért a matrix alakja

_U'|'| U@ ... U * *x ... >I<_
L Ur Uar oo U % % oo x| U =
~lo 0 0 *x x | [0 |’
0 0 0 *x =x *

25



Blokkdiagonalis matrixok

T Blokkdiagonalis matrixok és az invarians alterek: L'azL:V — V
lin trafo két invarians altere i/ és W. Ha V =U @& W, akkor L

matrixa

-

a ¥V minden olyan bazisaban, mely az ¢/ és W bazisainak unioja.
m Altalanositas: ha 4, Us,..., U, a V vektortér invarians alterei, és

V=U&...®U, akkor L matrixa blokkdiagonalis alaki minden
mely az alterek bazisainak egyesitése.

olyan bazisban,

1

O O O W N

2

O O O b~ W

3

o O O o &~

0

O O o O O

0

N = O O O

- N O O O O

Z/[1 = {e17 €, e3}7
Uy = {es},
Uz = {es,e6}

V=Rl =Uh &lh DU "



B L {u,...,

ustes {ws,..

. Wp_r} azU és W egy-egy bazisa.
Mivel V = U & W, ezért egyesitésiuk a V egy bazisat adja. L e

bazisra vonatkozo matrixa a bazisvektorok képvektoraibol alkotott

matrix:
Luj = UjgUy + - -+ + UjpUr + OWy + -+ - + OWp_y
Lwj = 0uq + -+ -+ 0Ur + Wj r Wy + -+ - + W )Wy
aholi=1,...,r,j=r+1,...,n. Igy a matrix alakja
-U'|‘| ugr ... Un 0 0
L — Uqr Upr ... Upr 0 0
0 0 ... 0 Wi W
i 0 0 0 Wy 1.0 Wr42,n

27



Minimalpolinom relativ tényezokre bontasa

T LAeF™ ua(x) =f(x)g(x), ahol f, g € F[x] relativ prim
fopolinomok. Ekkor

ahol pr =f, pg = g.

B JJA:x— AX, LIV =F" U =Img(A), W = Imf(A).
Belatjuk, hogy V = U @& W.

- U < Kerf(A), W < Kerg(A): f(A)(g(A)V) = pa(A)v=0v =0 ~~
U < Kerf(A) (a masik ugyanigy)

- U és W A-invarians: A(g(A)v) = g(A)(Av) € Img(A) (a m.u.i)

- U+W =V T=aX)f(X)+bXx)g(x) ~
WeV:v=I=aA)f(Av+bA)gAvVeW+U=U+W.

- UNW={0} =0:veUnW ~veKerf(A) NKerg(A) ~
v=Iv=a(A)f(AVv+b(A)g(A)v=a(A)0+ b(A)0 = 0. 28



Tehat V = U @& W és megfeleld bazisban A matrixa [g 21

A megfeleld bazist jeldlje B = By U Byy. Ekkor F az A|,, matrixa
By-ban, G az Al,,, matrixa Byy-ben.

U < Kerf(A), W < Kerg(A) ~

flA)U) = O, g(A)W) = O ~

f(F)=0,f(G) =0~

pe | f, pe | 9-

Ha valamelyik valodi oszto lenne, akkor a v = ppug polinomra

F O\ v(F) O B
v(A) NV([O GD = l o u(G)] =0 lenne.

Tehat ur = f, p = g.
Ha pa(x) = (x — M) ... (x = Ap)Pr, ahol Aq, ..., Ag klOonboz6
sajatertekek, akkor A hasonlo egy olyan blokkdiagonalis
diag(Bs, . . ., Br) matrixhoz, ahol ug, = (x — A\)% (i=1,2..., k).
29



Altalanositott sajatvektorok




Altalanositott sajatvektorok és a Jordan-blokk

Az A =

o o
o~ =
~ o o

Ae, = 4eq
matrix hatasa a standard bazison: Ae, = e + 4e,

Ae; = e) + 4e3

(A— 4l)e; =0
Atrendezés utan: (A — 4l)e; = ey
(A—4l)es =e;

A — 4l hatasanak diagramja: 0 A= o A o, A 4

Eszerint e sajatvektor, €s A-nak mas sajatvektora nincs, viszont
(A—4l)’e; =0
(A—4l)’e; = 0. %



Altalanositott sajatvektor

D Az x # 0 vektort a négyzetes A matrix A sajatértékéhez tartozo
altalanositott sajatvektoranak nevezzuk, ha valamilyen k
természetes szamra (A — A)fx = 0.
kR = 1 esetén x sajatvektor. Az altalanositott sajatvektorokbol allo
x; (i=1,2,...,R) sorozatot Jordan-lancnak nevezziik, ha
(A — ADx; =xj_1 €s (A—A)x; = 0.

Egy tér diszjunkt Jordan-lancokbol allo bazisat Jordan-bazisnak
nevezzuk.

m A Jordan-lanc definicioja korrekt: ha x,, altalanositott sajatvektor,
melyre (A — Al)*x, = 0, de (A — AI)*~"x, # 0, akkor minden i < R
esetén X,_; = (A— Al)'x, (i=1,...,k —1) vektorok is
altalanositott sajatvektorok. Ez abbol kovetkezik, hogy

(A= ADF "%, = (A= ADF(A = Al)'x, = (A= AD)*x, = 0
31



Jordan-lanc és Jordan-bazis konstrukcioja

P Keressiink egy Jordan-bazist! Tudjuk, hogy xa(x) = (4 — x)3.

6 -1 -3
A=|-1 5 2
2 -1 1

M A sajatalter 1-dimenzios, melyet az x = (1, —1,1) vektor feszit ki.
- (A—4l)P=0,de (A—4l)? #£0 ~ Ixg: (A—4l)’x3 #£0

- -1 0 1
A-4)?=1| 1 0 -1/,
10 1

v (A= 4)2(x,y,2) = (=X +Z,X — Z,—X+2) ~ X # Z,pL (1,0,0)
0 &= % = (1,1, -1) &2 x, = (2,-1,2) &=L x; = (1,0, 0)

32



- Aalakja az {xq, %2, X3} bazishan

4 1 0
J=1{0 4 1],
0 0 4

ugyanis Axs = Xy + 4X3, AXy = Xq + 4Xy, AX; = 4Xq, aminek
matrixszorzat alakja:

4 1 0
AXq [ X [ X3] = [X1| X2 | %3] [0 4 1
0 0 4
~ XTTAX = J, ahol X = [x1 | X; | x3] (X az € « X attérés matrixa!)
- Konkrétan: ] = X7 'AX =
0 2 1 6 —1 3| |-1 2 1
0 1 1 —1 5 2 7 =1 0
7 0 -1 2 -1 1 —1 2 0

|
o O &~
o B~
N~ O O

33



2 =3 2
C= |4 10 —4|, xc(x) = (4—x).
4 6 0
Sajataltér: span((1,0,1),(0,2,3))
(C — 41)> = O (legféljebb kettd hosszl lancra szamithatunk),
HXZ : (C — 4|)X2 75 0

2 -3 2
C—4l=| 4 6 —4,
L 6 —4

~ pl. x, = (1,0,0) megfelel.
X1 = (C— 4l)x; = (=2, 4,4) (a sajataltérben van, de kilonbozik a
kapott sajatvektoroktol: x; = (=2,4,4) = —2(1,0,1) +2(0,2,3).)
y; legyen fliggetlen x;-tol:

0 & %y = (=2,4,4) <L x, = (1,0,0)

0 &=y = (1,0,1)
34



C alakja az {x1, %z, y+1} bazisban

O O

— I O

g O O

|

X~TAX

J

35



Jordan-blokk

D Azt a négyzetes matrixot, melynek foatlojaban azonos \ értékek,
folotte 1-esek, egyebitt 0-k allnak, Jordan-blokknak nevezzik:

A
0
0

0
0

T 0 ... O
A1 ... 0
0O x ... O
0 0 ... A
0 0 ... 0

0
0
0

;
A

m Egy Jordan-blokknak a standard bazis minden vektora
altalanositott sajatvektora, ugyanis i > 1 esetén Jye; = \e; + e;_y,
azaz (Jy — \l)e; = e;_4, és gy e vektorok egyetlen Jordan-lancot

alkotnak: o 2z

=l =l
Ix e, Jx

Ix=2Al

€n

m Sot, ha egy matrix Jordan-blokkokbol allo blokkdiagonalis matrix,
akkor a standard bazis diszjunkt Jordan-lancokbol all. 36



Jordan-féle normalalak




Jordan-tétel

T Tfh AeF"™", és xa(x) linearis tényezok szorzatara bomlik F folott
(azaz minden gyoke F-beli). Ekkor A hasonlo egy Gn.
Jordan-matrixhoz, mely Jordan-blokkokbol allo blokkdiagonalis
matrix, azaz 3C : ] = C~'AC alakja

Jy O ... O
o) ... 0O

= : 2 % : 2)
00 ... J

ahol k az A fuggetlen sajatvektorainak maximalis szama, és J; az
i-edik sajatvektorhoz tartozo Jordan-blokk.

m Algebrailag zart F test esetén minden A € F"*" matrix hasonlo
egy Jordan-matrixhoz, és minden linearis A : F" — F" trafohoz

van olyan bazis, melyben matrixa Jordan-matrix. .



Az A = CJC" alak( felbontasat az A Jordan-felbontasanak nev.
Minden C"*"-beli matrixhoz és minden C" — C" linearis
transzformaciohoz van olyan bazis, melyben matrixa
Jordan-normalalaka.

A kilonbozé Jordan-blokkok kiilonbozd sajatvektorokhoz

tartoznak, de egy sajatérték tobb Jordan-blokkban is szerepelhet.

A tétel hasonlosagrol szol, igy linearis transzformaciokra is
megfogalmazhato:

(Jordan-tétel masik alakja) L' V véges dimenzios F folotti
vektortéer, A: V — V linearis transzformacio és ya minden gyoke
legyen F-beli. Ekkor V-nek van Jordan-bazisa.

E bazishan A matrixa Jordan-matrix, melyet az A Jordan-féle
normalalakjanak neveziink. Ez egydttal normalalakja az A
barmely mas bazisban felirt A matrixanak is.
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P Hany nem hasonlo normalalak létezik, ha x(A\) = (1 — \)“.

M
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Jordan-tétel bizonyitasa

B L'V vektortéréesA:V — V lin. trafo.
Megmutatjuk, hogy ha van maximum k fliggetlen sajatvektor,
akkor talalhato k Jordan-lanc is, melyek vektorai a tér bazisat
adjak.
1 Teljes indukcio: n =1 v/, tfth minden n-nél kisebb dimenziora igaz
2 (A, x) sajatpar, NV, := Ker(A — \l) a sajataltér, dimenzidja r,
Uy = Im(A = Al).
r>0~dmUy)=n—-r<n
3 U, invarians altere A-nak, azaz A(Uy) C U,

ugyanis U, elemei (A — A)v alakdak (v € V tetszéleges),
A(A = AV = (A2 = DAV = (A — M) (AV) € U,
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4 Az indukcios felteves szerint A-nak az Uy-ra valdé megszoritasahoz
léztezik Jordan-lancokbol allo bazis:

A=\l

1 A=l A-xl g
pd o= X
A=)l A—X,! A=)l
R R -t
A=pl A=l A=pl
0 o = ... = X

5 9=U, ﬂ/\/)\, g = dim(U)\ ON)\)

q =0 U\ NN, = {0}) ~ U, és N, kiegészitd alterek ~ Uy
J-bazisa U N, egy bazisa = tér egy Jordan-bazisa

g > 0. N, elemei az A sajatvektorai: Q egy bazisa xj, X?,..., X{.
Lancaik végén xt € Uy ~ Jyp: (A= Ay, =xE (k=1,2,...,q).
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6 dimW,) =r,dim(Q) =g~ z,..

A=l
0
A=l
0 —
Y
0 =
A=)l
0
o A
A=Xpl
0 p

71
Ny
49
1 Y
q Y
X —=
g+1 A gl
]
A=Xpl
[,IJ P

., Zr—q Sajatvektorokbol:

A=Al
<_

A—Agyql
Famiiii

A=Npl
%

v

1 A=Al 1
Sq y

g A=Al
Xs, | <—— ¥9

q+1
Sq+1

P
XSp
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x-vektorok szama n — r, y-vektorok szama q, z-vektorok szama
r—=q,(n—=n+qg+(r—q)=n.

Belatjuk, hogy fliggetlenek.

A konstrukciobol ~: x- és z-vektorok mind fliggetlenek.

Azvy', ..., y9 vektorok linearisan fliggetlenek, hisz A — Al altali
képvektoraik (az xg’, vektorok) fiiggetlenek.
Azvy', ..., y9 vektorok nem-trivialis linearis kombinacioi nem

eshetnek NVy-ba, mert azt A — Al a 0-ba viszi, igy az y-vektorok
fuggetlenek a z-vektoroktol.

Azy', ..., y9 vektorok nem-trivialis y linearis kombinacioja nem
eshet Uy-ba sem, mert (A — Al)y egyrészt a A-hoz tartozo
Jordan-lancok végso vektorainak linearis kombinacioja, azaz
(A= Xy =Y cixt masrészty €Uy, y =Y dixj,, ahol k; <'s;, igy
A=Ay =3, dix’kH, ki — 1 < s;. E két kiilonbozé linearis
kombinacio ellentmondas.
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A Jordan-alak egyértelmiisége




J — Al hatvanyainak rangja

L 1. Egy k x k-as Jordan-blokk hatvanyai rangjanak sorozata
A=0esetéen: R, k—1,k—2.,2,1,0; A\ # 0 esetén: Rk, k,..., k.
2. Egy ) Jordan-matrixra dj, := r((J — ADF=) = r((J — ADF)
= a A-hoz tartozo legalabb k-adrendU Jordan-blokkok szama
= a A\-hoz tartozo legalabb k-hosszu Jordan-lancok szama
3. Egy J Jordan-matrixra n, = dj, — dp_;
= a A\-hoz tartozo k-adrendd Jordan-blokkok szama
= A-hoz tartozd k-hosszu Jordan-lancok szama
4. A'legnagyobb A-blokk mérete s <= s az a legkisebb kitevd,
melyre r((J — AD®) = r((J — A>T,
B 1. A=0V;\=#0esetén a blokk invertalhato v/
2. A k-nal kisebb rend( blokkok rangja e hatvanyokban 0,
minden mas blokkban eggyel csokken
4. havan s-nél hosszabb lanc, a rang csokken s-rol s + 1-re 44



Egy matrix Jordan-normalalakja a Jordan-blokkok sorrendjétél
eltekintve egyértelmu.

Elég belatni, hogy barmely két hasonlo matrix Jordan-alakjanak
meghatarazo adatai a hasonldsagra nézve invariansak.

A Jordan-blokkok, és igy a Jordan-lancok szama megegyezik a
fuggetlen sajatvektorok maximalis szamaval - ez invarians.

A \-hoz tartozo k x k-as blokkok szama Jordan-matrix esetén
csak a J — Al hatvanyainak rangjatol fligg, ami invarians.

Az A Jordan-féle normalalkjanak meghatarozasahoz elég ismerni
A — Xl hatvanyainak rangjat minden X sajatértékre.

ha A ~ J, akkor A = Xl ~ ] — Al
~+ ] — Al és A — Al hatvanyainak rangjai megegyeznek
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P Irjukfelaz A:V — V Jordan-normalalakjat, ha minden
sajatértéke A, és az r, = r((A — A)¥) rangok
R 0 1 2 3 4

rang 13 8 5 2 0
M (A lancok szama 5, mert 13 — r(A — \l) = 5). dy, €s n:
R 0 1 2 3 4

e 13 8 5 2 0
dr 5 3 3 2
Nk 2 0 1 2

- Tehat a k-hosszl lancok szama: n1 =2, h3 =1, n, = 2:

AN 1 A=M 1 AL g A=A g
0 +—— X —— X3 +— X3 <— X,
A= o A=M 5 A=A o A=A o
0 = X§f = X5 <= X5 —— X
A=Al 3 A=Al 3 A=Al 3
0 +—— X +—— X3 +—— X3
A=)
0 <= x{
A=)
0 £ xb



- Tehat az A linearis leképezés Jordan-matrixa:

A1
A
A1
A

> .
[ORN
> -

>
>




P Ac C'"0 )10-szeres algebrai multiplicitast sajatérték. Az

re =r((A— )\I)’?) rangok rendre ry =5, =2, r3 =1, ry = 0. Trjuk
fel a Jordan-normalalakjat!

A blokkok szama, ami megegyezik a Jordan-lancok szamaval 5,
mivel n —r(A—Xl)=10—-5=05.

A leghosszabb lanc hossza 4, mivel A — Ml legkisebb zérusmatrixot
ado hatvanya a 4-dik.

Az egyenletrendszer és megoldasa, valamint a ) Jordan-matrix:

R0 1 2 3 4 1
A
re 10 5 2 1 0 _ =
- A
dp 5 3 1 1 PN
Ne 2 2 0 1 5
L A

A1
A
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>

M

A € C"*1% sajatértékei A = 3,2,1.
A — 31 hatvanyainak rangja rendre: 12, 11, 10, 9;
A — 21 hatvanyainak rangja rendre: 12, 10, 9;
A — | hatvanyainak rangja rendre: 11, 10.

Irjuk fel a Jordan-normalalakjat!

n = 14, a multiplicitasok a hatvanyok alapjan m(3) > 5, m(2) > 5,
m(1) > 4. Ezek 0sszege 14, igy mindenditt egyenléség all.
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I 14
dp
Ng

I 14

Nk

- Osszefoglalva: | =

N
N o




m Ha (A — A% valamely lépcsés alakja L, akkor (A — ADF [épcsds
alakjat egyszertibb az L(A — Al)-bol szamitani, mivel L kiszamolasa
csak elemi matrixokkal valo balrol szorzast jelent, azaz

L(A—Al) = E(A— ADFT(A = \I) = E(A — AD)F.

m Ha m, a X algebrai multiplicitasa, és s a legnagyobb \-blokk
rendje, akkor r((A — Al)°) = n —mj.

m Ha a rangok csokkenése eléri az 1-et, azaz d, = 1, akkor - mivel a
dr, sorozat monoton csokkend - a rangok sorozata 1-esével
csokken addig, amig el nem éri az n — m,, értéket.
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P A rangok szamitasa: Mi a Jordan-normalalakja a kov. matrixnak,
—(x = D*(x+1)?

M

ha x(x) =

-7 -2
4 1
41
0 0
8 3

A= —1:1db 1 x 1-es blokk v/

—8
0
4
0
8
~ M

1. r(A—
)
)

]
0
3

=3

-8
—4
5
0
9

szamltasa
0 -3

2 1
0 =2 0 )
0 11 — 0 —1
0 0 0 -1
0 3

-8
—4

_ O N

o O O O

o A O O O
—_
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r((A —1)?) szamitasa

2 0
0 1
0 O

2 0
0 1

3
=
2

—1

0
0
0

0
0

1
1

Innen a tablazat:

-8 -2 -8 0 -3
01 |-4 —2 —4 0 -2 —4 =1
'I] 4 1 5 0 1 0 0 0
—1 0 0 0 0 0 0 -1 1
8 3 9 0 3
:| Wr2:2Wr3:1(Wr4:1)
R0 1 2 3 4
[ 3 2 1 1
dy 2 1 0
Ne 1 0 1 0

1db 1 x 1-es és 1db 3 x 3-as blokk
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F

lgazoljuk, hogy minden invertalhato komplex matrixnak van
negyzetgyoke! lgaz-e ez a szingularis matrixokra?

B?=A = (C'BC)? = C'AC, tehat feltehetd, hogy A
Jordan-matrix, és abbol elég blokkonként négyzetgyokot vonni,
igytth A # 0, u? = X és

A1 ... 0 o 0

0O XN ... O 0 0
A= ,om=| "

00 ... A 00 ... u

két Jordan-blokk.

Megmutatjuk, hogy M? ~ A.

M? = (ul + N)? = gl + 2uN + N2 = Al + 2uN + N? ~
xme(X) = (A —=x)" ~ (M2 = Al) =rQuN +N?) =n—1~a
sajataltér 1-dimenzios ~ a J-alak egyetlen Jordan-blokk ~
3C: C'MAC =A~ (CTMC)?2 = A,
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Jordan-matrix €s minimalpolinom




T Legyen az A € C"™" matrix spektruma o(A) = {1, A2, ..., As}.
1. ,U,A(X) = (X — )\1)m1 (X — )\z)mz - (X — )\S)ms, ahol m, a \,-hoz
tartozo legnagyobb Jordan-blokk mérete.
2. pua = xa <= A minden sajatértékének 1a geometriai
multiplicitasa.
3. A diagonalizalhatd <= a minimalpolinom kiilonb0zo
linearis tényezok szorzata: ua(x) = (X — A1) (X — X2) ... (X = Xs).
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B Hasonlo matrixok minimalpolinomja azonos, elég csak a Jordan
S

normalalakt matrixokra szoritkozni. ya(x) = H(x — ).
i=1
S

o a0 | Xa(), X = N | pa(x) ~ pax) = Tx = A)% (1< R < a)).
pa(x) = IT_,(x — A)™ annullalja A-t, tIﬂ;z (A — )™M annullalja az
0sszes \i-hez tartozo Jordan-blokkot ~ [T(A — X\iI)™ = O.

ha vmely x — \; tényezd m;-nél alacsonyabb hatvanyon
szerepelne, nem annullalna a \;-hez tartozo legnagyobb
Jordan-blokkot, igy e blokk nem lenne zérus p(A)-ban sem
([T} (A = N1) # 0)

. pua = xa <= A minden sajatértékehez egyetlen Jordan-blokk
tartozik <= minden geometriai multiplicitas 1.

. Adiagonalizalhatd <= minden Jordan-blokkja 1 x 1-es <= a
legnagyobb Jordan-blokkok 1 x 1-esek.
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A Jordan-normalalak felirasa a minimalpolinom ismeretében

T L'AeF™" Jaz A-hoz hasonlo Jordan-matrix,
Xa(X) = (=D)"(x =M)P ... (x = As)% eés
pa(X) = (X = A)P1 . (x = Xs)Ps, ahol Ag,..., As kGlonb6z6
sajatértekek.
1. a; aJ-ben a \j-hez tartozo Jordan-blokkok 6sszmérete,
2. b; aJ-ben a \-hez tartozo Jordan-blokkok max merete,
3. dimV) aJ-ben a \;-blokkok szama.
B 1.V
2. A minimalpolinom a diagonalis blokkok minimalpolinomjainak
legkisebb kozos tobbszorose es egy m x m-es A-blokk
minimalpolinomja (x — \)™.
3. ) — M\l zérussorait alulra téve lépcsds alakot kapunk, igy
dimV, = 0-sorok szama = J-beli A;-blokkok szama.
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~

U = U= U

Ha xa minden gyokének < 6 a multiplicitasa, akkor a fentiekbol
meghatarozhato a Jordan-normalalak.
X(X) = _(X - 2)5r H(X) = (X - 2)21 dImVZ =3

5=2+2+41
X(X) = —(x=2)°, u(x) = (x—2)3, dimV, =3
5=34+1+1
Hatarozzuk meg az A Jordan-normalalakjat és minimalpolinomjat!
70 2 1
A o 1 1 2
0O 0 11
0O 0 0 3
A=) =2~dmV=4—-2~~3=2+1
T 1 0 0
01 0 O
Cpu(x) = (x=12%(x =3
o 0 1 olrEXr=EEDHX=3)
000 3 >



Egyszerl kovetkezmények

K L!'F algebrailag zart, Vg vektortér, az A : Vg — Vp linearis
leképezés spektruma {4, ..., As}. Ekkor

Ve=U@UD - B Us,

ahol U; a \;-hez tartozo altalanositott sajatvektorok A-invarians
altere.
m A tétel analég modon igaz Vr = F", A € F™" esetén is.

m A spektralfelbontas némi modositassal kiterjeszthetd
nemdiagonalizalhatdo matrixokra (lin. leképezésekre) is:
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K Spektraltétel altalanositasa L' F alg. zart, A € F"™<" A spektruma
{A\1,...,As}. Ekkor A felirhato

S S
A=> AP, => PAP
=1 =1

alakokban, ahol P; a A\;-hez tartozo spektralis vetitd, ami az
Ui = N((A=XiD)M)-re vetit O((A — X\i1)™) menten.
B Bizonyitjuk, hogy ilyen felbontas létezik (a spektralfelbontas
bizonyitasara alapozunk): L' A = CJC~" a Jordan-felbontas,
Y;
P. = X.Y;, ahol: C = [x1 X, ... xs}, c'=|:
Ye
Lattuk, hogy Py + Py, +--- + P, =1, PiP; =0, ha i # .
A=Al =Y ;AP, és A = IAl = 3; P;AP;, mivel P;AP; = O, hisz P; az
U;-re vetit, mely A-invarians, és azt az alteret P; a 0-ba viszi, ha

P4



Valos Jordan-alak




Valos Jordan-alak

T Minden A € R™" matrix hasonlo egy olyan blokkdiagonalis
matrixhoz, melynek minden diagonalis blokkja vagy valos
sajatértékhez tartozo Jordan-blokk, vagy egy komplex a + bi

sajatértéekparhoz tartozo

alaku blokk.

Ta b| 10 0 0] 0o o0
—b al| 0 1 0 0| 0 0
0 0| a b 0 0] 0 O
0 0|-b a 0 0| 0 0
0 0] 0 O a bl 10
0 0| 0 O —b al| 0 1
0 0] 0 O 0 0] a b
L 0 0| 00 0 0|-b a
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B Valos sajatértékhez tartozo invarians altérben valos vektorokbol
is talalunk Jordan-lancot, pl. a komplex lancok vektorainak valos
resze megfelel.

- Legyen a + bi komplex sajatérték t-hosszl Jordan-lanccal:

Ui + V4i, Uy + Voi,..., U + V¢,

igy egyszerre 2 lancot kapunk, mert

A(uj £ vji) = (@£ bi)(uj £ Vi) + Ui £ Vi, j=2,...,1)
A(uq £ wqi) = (a +£ bi)(uq £ wqi).

- U't=2(at=16ésat > 2 esetek kezelése hasonlod). A valos és
imaginarius részek osszevetésébol

Auj = auy — bV1
Av, = buy + av,
Au, = au, — sz + Uy

Av, = buy +avy + v,
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Matrix alakban

A|:U1 Vi Uy Vz]:[m Vi Uy Vz]

a
—-b
0
0

O O 9O O

Q T o O
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P Mia komplex és valos Jordan-felbontasa?

O O —~ O
- O O

0 1 6
M x(X) =x* =63 +14x% —14x +5= (X =2 —i)(x — 2 +1)(x — 1)?
(kiséré matrix)

—1 0 0 =5 -5
70 0 5
1 -1 0 14
A—1|= — (0 1 0 =9 =-Xx1=
0 1T =1 =14 -5
0 0 1 5
0 O 1 5 1

- Oldjuk meg az (A — )x; = X1 egyenletrendszert:
—1 0 0 —-5|-5

1T 00 5 5

T -1 0 14| 9
-0 1 0 -9| -4

0O 1 =1 —=14]| -5
0 0 1 5 1

0 0 1 5 1
-~ X = (5,-4,1,0) megfelel.



A komplex sajatértékekhez tartozo sajatvektorok:

94 0 0 -5 ,
1 —2—j 0 14 Voo e
—/ =1l
A—(2+i)l = 1o 1 0-54+2i
(2+1) 0 1 —2-1 —14 A
. 0 0 1 4-—i
0 0 | b

innenyy; = (=2+1i,5-2i,—4+1i,1)

A 2 — i sajatértékhez tartozo sajatvektort nem kell kiszamolni,
mert az nyilvan y; konjugaltja lesz, azaz

Vo = (=2 —1i,5+42i, -4 —i,1)

Osszefoglalva:

2L olo o 241 -2—-i -5 5
B 0l2—i]0 o |5-2 5+2i 9 -4
= 0 ol1 1] = |-4+i —-4—1 -5

0 0|0 1 1 17 1 0

Innen a Jordan-felbontas C-ben: A = CJC".
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A valos felbontashoz tekintsik a sajatvektorok valos és
imaginarius részet:
u=(-2,5-4,1,v=(1,-2,1,0).

Ekkor
2100 2 1 -5 5
|20 o_| 5 -2 9 -
Tl o0 11 s 1 o5
000 1 10 1 0

A Jordan-felbontas R-ben: A = CrJrCg".
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