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Kvadratikus alakok



Homogén masodfoki polinom - kvadratikus alak
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Homogén masodfokd polinom: minden tag masodfoka.
Irjuk matrixszorzat alakba a 2x? 4 4xy — y? polinomot!
2 41 |x 2 2] [x
2 2 _
2X5 + 4Xy — y- = {x y} [O _1] y] = [X y} 5 _1] M
(Valds) kvadratikus alak (kvadratikus forma):

g:R" — R;X — x'AX
fuggveny, ahol A szimmetrikus matrix.
m R helyett barmely nem 2-karakterisztikaju (véges test esetén nem
2-hatvany elem) test felett értelmezhetd a kvadratikus alak igy,
de komplexekre erdekesebb lesz a
komplex kvadratikus alak: g : C" = C;x — xHAx
m lgazolni fogjuk, hogy komplex kvadratikus alaknal kiilonb6z6
matrixok kiilonbozo6 alakot adnak, és egy ilyen alak pontosan
akkor valos értékd, ha A onadjungalt.
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Kvadratikus alakok

Kvadratikus alak mas bazisban



Attérés mas bazisra

m L'Ae R™" R" egy bazisa C = {c¢1,Cp,...,Cn},
Cecc=|c1 ¢y ... Cy] az attérés matrixa és x¢ az x vektor C-beli
koordinatas alakja. Ekkor x = Cx¢, igy

X'Ax = (Cx¢)"A(Cxc) = xZ(CTAC)xc.

D Azt mondjuk, hogy A és B kongruensek, jelolése A = B, ha van
olyan invertalhato C matrix, hogy B = CTAC.
Az A — CTAC trafot kongruenciatranszformacionak nevezziik.

m A linearis leképezés matrixa baziscsere esetén hasonlo matrixra
valtozik, a kvadratikus alak matrixa egy vele kongruensre.

m Komplex kvadratikus alak esetén B = CMAC.

K Milyenek lehetnek a CTAC = D diagonalis matrixok?



P Irjuk fel a g(x,y) = x* — 6xy + y? kvadratikus alakot a
C ={(2,1),(3,1)} bazishan!
M A g kvadratikus forma matrixszorzatos alakja

AL T[]

3
1

=2 J[2 E -5

Tehat a kvadratikus alak a C bazisban

¢ ) [_7 _8] m — 7€ — 166 — 8

L . 2 .
Az attérés matrixa C = L ] gy
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Fotengelytétel kvadratikus alakokra

T LA e R™" szimmetrikus, Q ortogonalis: Q'AQ = A diagonalis.
Ekkor az x = Qy helyettesités az x"Ax kvadratikus alakot az y"Ay
kvadratikus alakba transzformalja, mely kifejtve csak négyzetes
tagokat tartalmaz, azaz

XTAX = yTAY = Ay2 4+ Aoy + -+ + Aoy, (1)

ahol A\, \y,..., A\p @z A matrix sajatértékei.

m detQ = £1. A Q oszlopaibol allo Q bazis mindig valaszthato
jobbsodrastnak, azaz hogy detQ = 1 legyen.
Ez elérhetd, ha detQ = —1 esetén Q barmelyik oszlopat
—1-szeresére valtoztatjuk. Ez a kvadratikus alakot nem
befolyasolja, hisz abban csak a sajatértékek szerepelnek.

- Afotengelytétel alkalmazasat egy kvadratikus alakon
fotengely-transzformacionak nevezziik, az igy létrejott alakot
kanonikus alaknak.




Fotengely-transzformacio

P Hatarozzuk meg a q(x,y) = 4xy kvadratikus forma kanonikus
alakjat!

M A matrixszorzat-alak: [x } 0 2)|x
: y 2 ol Iyl

A sajatparok: (2, 7( 1), (—2,%(1,—1)), igy az atteres matrixa

T 11 1
C=—
V2 lw —1] ’
T 7 110 2] 1
C'AC= — —

ﬁlw —1“2 O]ﬂ 1

tehat a kanonikus alak: 262 — 2n2.



Fotengely-transzformacio

P Hatarozzuk meg (a) a q(x,y,z) = X* + 2y? + 22> — 8xy + 4xz
kanonikus alakjat és (b) azt az ONB-t, melyben ez az alakja.

T —4 2| |x
M (a) A matrixszorzatalak [x y z} —4 2 0| |y|-
2 0 2| |z

- karakterisztikus polinom: —A\3 +5X? 4+ 12\ — 36, sajatértékek 6, —3,
2, a sajatvektorok rendre (2,-2,1), (=5, —4,2), (0,1,2).

6 0 0] ¢
- A kvadratikus alak {.5 n d 0 —3 0} |n| =68 —3n*+2¢.
0 0 2||¢
2 -5 0
- (b)|—2 —4 1| <0 ezért egyik vektort —1-gyel szorozzuk ~
12 2

jobbsodrasi ONB: (3, -2, 1), (3%, %, 3%@)’ (0, 2%, Z). .

ol



Diagonalizalas szimultan sor-oszlopmiuveletekkel

- A szimmetrikus A matrixot elemi sormiveletekkel hozzuk felso
haromszog alakra Ggy, hogy minden sormdvelettel azonos
oszlopmuveletet is végezziink el utana.

A E szimultan sor-oszlopmuveletek szimmetrikus matrixot
szimmetrikusba visznek.

- E mulveletek felirhatok elemi matrixokkal valo szorzassal is. Ha E
elemi matrix, akkor EA az A sorain ugyanazt a muveletet végzi,
mint AE" az A oszlopain (ugyanis (EA)T = ATET = AET).

- Rilyen mdveletpar utan a kovetkezot kapjuk:

Er...E,E{AE]E) ... E, = CTAC=D = A.

- Hatehat D = CTAC fels6haromszog-matrix, akkor mivel
szimmetrikus, ezért diagonalis.

- Semmi nem garantalja, hogy e C matrix ortogonalis, igy a
diagonalis alak nem biztos, hogy a sajatértékeket tartalmazza.



P Kuszoboljuk ki a vegyes tagokat az 2xy + 2xz + 2yz kvadratikus
alakban. (ld. a 27. oldal B matrixat)
M A kvadratikus alak matrixa és a sor- és oszlopmiveletek:

0 1 1 11 2 2 1 2
B=1[10 121 0 1| 2% |1 0 1
110 110 2 10
Sa—351 |2 1 2| 0,301 |2 0 0
23 lo -1 of 2% |o -1 o|=D
0 0 -2 0 0 -2

~ 262 — In? — 2¢% (A kanonikus alak 262 — n? — ¢?, ellenérizziik!)
- C'-hoz jutunk, ha csak a sormiveleteket végrehajtjuk I-n:

T 0 0 11 0f[S%385 | 1 10
010/ ™lo 1 0 23 |[-2 1 of=C
0 0 1 0 0 1 111

- Ellen6rzés: C'BC =D
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Szimultan elvégezve az elemi sormiveletek az A-n és az I-n (az
oszlopmuveletek csak az A-n, sét, esetleg a sormUveleteket az
[All]-n, az oszlopmUveleteket meg csak az elso felén) megkapjuk
D-t és C'-t egyszerre ([A|l] — [D|CT]):

01 1|10
Al=11 0 1|0 1
1710/0 0

"



(2 )

;
P Hozzuk diagonalis alakra: g(x) = x" |2 0| x.
7 0 8
M Mivel a matrixszorzas asszociativ, elvégezhetjiik elobb az 0sszes
sormUveletet, majd csak utana az oszlopmuveleteket, azaz az
G =95, =207, S5=55, O5=0h, Sni25, ©h--20;
sorrend helyett
S)—25, S3—51, S3+42S,, 0, —204, 0O3—04, 0O3+20,,
de ez altalaban csak akkor mikodik, ha nincs sorcsere és sort

mindig csak lejjebb lévd sorhoz adunk:

12 1] s [1 20 1 12 0!
2 5 0 2 |0 1 —2| |0 1 2| "
108 0 -2 7 00 3
10 0

0 1 0| &+ +3¢

00 3




Kvadratikus alakok

Klpszeletek abrazolasa



Homogén masodrendi gorbe abrazolasa

P Abrazoljuk a 3x2 — 4x1x, + 3x5 = 1 egyenlet( gorbét!
M A kvadratikus alak matrixa
3 =2
)

- x(\) = X2 — 6) + 5, sajatparok: (5,(=1,1)), (1,(1,1))
- Q-t1-determinanstnak valasztva

1 [ 1 1 5 0
Q:ﬂ[q 1]’ A:[o 1]

- X = Qy helyettesités utan 5y2 +y3 = 1, azaz
Vi

(%)

+y; =1

13
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Masodrendui gorbe centralis helyzetbe hozasa

P Abrazoljuk a 9x3 — 4xix; + 6x3 — 10x7 — 20x; + 5 = 0) egyenletd
masodrendU gorbét, centrumat, tengelyeit!

M Az A sajatfelbontasabol x’Ax + Bx 4 C = y"Ay + BQy + C, ahol
X=(X1,%), Y= (,Y2),Xx=Qy,B=[-10 —20],C=5,

9 -2 10 0 1121
A: A: —_ —
l—z 6]’ 0 5}’ \@[—1 2

w10y1+5y2—10fy2+5—0w10y1+5(y2—2fy2+5)_20
2
- (21,22) = (¥, ¥2 — V/5) jeloléssel: 22 4 73 = 4, azaz (\[) +5=1

- Aféltengelyek hossza v/2 és 2, a kozéppont (y1,y2) = (0, f) azaz
(x1,%2) = (Oa\/>) =(1,2),

- atengelyek iranytangense 2 es —1/2,
egyenletuk y = 2x, x + 2y = 5.

)

15






Abrazoljuk a 4x3 — 12x1x2 + 9x3 + X1 — 8Xx; = 3 egyenletl gorbét!
Az A sajatfelbontasabol x'Ax + Bx + C = y'Ay + BQy + C, ahol
X=(X1,%),y = (y1,¥2), x=Qy,B=[1 — 8], C= -3,

4 —6 13 0 1 2 3
A= A= _
[—6 9]’ [o o]’o \/ﬁl—3 2]’
~ 13Y3 + 2V 1By1 — V13, =3 =0~ (VIBy1 + 1) = V13y, + 4
(21,22) = (V13y1 + 1,V 13y, + 4) jeldléssel: Z2 = z,.
A parabola cslcspontja (v1,y2) = (=1/v/13, —4//13), azaz
(X1,%2) = Q(=1/V/13, —=4//13) = (—14/13, 75/13)

atengelyek egyenlete y + 2 = —3(x+ 12), y + 2 = 2(x + 13).



1.5

0.5

0.5



Abrazoljuk a x2 + 6x1x — 7x3 — 2x1 + 10x, — 5 = 0 egyenlet(
masodrendU gorbét, centrumat, tengelyeit, aszimptotait!

Az A sajatfelbontasabol x"Ax + Bx + C = y’Ay + BQy + C, ahol
X = (x1,%2), ¥ = (1,¥2), X = Qy, B = [~210], € = —5,

1 3 2 0 1 [3 1
A_L —7]’A_lo —8]’Q_m[1 3]’

D+ g+ 5020+ g~ — =2
(21,22) = (Y1 + ﬁ,yz - ﬁ): 2 — 473 =1, azaz 22 — (% =1

A féltengelyek hossza 1 és 7, a kozéppont

2
(X17X2) = Q(_ﬁv \/2?) = (_%7 %)r

a tengelyek iranytangense 1 és —3, egyenletiik (y — ) = 3(x + 1),
v —3)==3(x+3),

az aszimptotak iranytangensei leolvashatok az eredeti
egyenletb6l: y =x+1(y—1=x+1ésy—1=-I(x+1).

19






Kipszeletek kanonikus alakja

kor XX+yr=rr>0

o 22
ellipszis E+E:1(a>0,b>0)
hiperbola )ai—)[;_jﬂ (a>0,b>0)
parabola y=cx’vagy x=cy’, c#0
metsz6 egyenespar V= (cx)?=0,c#0
parhuzamos egyenespar x> =c¢ y>=¢c>0
egyenes y=CX=cC
pont X+y2 =0

ahol r a kor sugara, a és b a feltengelyek hossza.

21



Kipszeletek osztalyozasa a kvadratikus rész szerint

A masodfokl kétismeretlenes X"Ayx X + Biy2X 4+ C = 0 polinom
X . .

(ahol x = [ 11) kanonikus alakja
X2

M2+ N2 = ahol A\, \» az A nemnulla sajatértékei,

72 = az; vagy 73 = azy ha az egyik sajatérték 0,

71 =azvagyz, =0 ha mindkeét sajatérték 0.

A sajatérték eldjele szerint:

sajatérték kipszelet (elfajulo)

+, +vagy —, — ellipszis (vagy egy pont, vagy 0)

+, — hiperbola (vagy metszé egyenespar)

=+, 0 parabola (2 parhuzamos egyenes, vagy )

0,0 (egyenes, sik, 0)

22



m A klpszelet tipusanak megallapitasahoz nincs szikség
ortogonalis transzformaciora, azaz ONB-ra. A teljes négyzette
alakitas egy gyorsabb modszer. Tekintsik a korabbi feladatokat:

P 33X — 4xiXg +3X5 = 1~ 93 — 12x1X + 93 = 3 ~»

(3x1 — 2%2)2 + 5%3 = 3 ~ a ¥y = 3X1 — 2X, ¥» = V/5x, linearis
helyettesitéssel y2 + y3 = 3, ami ellipszis (nem kor!).

P 9x2 — 4X1Xp + 6X3 — 10X — 20X, + 5= 0 ~»

(3x1— 2x2 — 2)2 + 2(5% — 10)2 =20 ~ y1 = 3%y — 2%, — 3,
V> = 5x, — 10 transzformacio (egy linearis leképezés és egy eltolas
kompozici6ja) utan: y2 + 2y2 = 20, ami ellipszis.

P 4xz —12x1x2 + 9% + X1 — 8Xp = 3 ~ (21 — 3X2)? + X1 — 8% = 3 ~»
Vi = 2X1 — 3%, Y2 = —X1 + 8%, linearis leképezés utan y3 —3 = ys,
parabola.

P X3 +6X1X3 —7X5 —2X1+ 10, =5 =0 ~>
(X1 + 3% — 1) — 4(2x2 = 1)? = 2 ~~ y2 — 4yJ = 2 hiperbola.

23



Kvadratikus alakok

Kvadratikus alakok jellege



Kvadratikus alakok és matrixok definitsége

D Amh az f(x) = x"Ax kvadratikus alak

* pozitiv definit, ha f(x) > 0,
« pozitiv szemidefinit, ha f(x) > 0,
* negativ definit, ha f(x) < 0,
* negativ szemidefinit, ha f(x) <0

barmely x # 0 vektor eseten.

Amh f
« indefinit, ha pozitiv és negativ értékeket is folvesz.

A szimmetrikus A matrixot pozitiv/negativ
definitnek/szemidefinitnek, illetve indefinitnek nevezzik, ha a
hozza tartozo kvadratikus alak az.

24



Péeldak definit és indefinit kvadratikus alakokra

>

M

3

>3 3

fO6Y) =X 42y, g(x,y) = x* = 2%, h(x,y) = —x* = 2%,

R(X,Y,2) = x? + 2y?

f pozitiv definit, hisz az (x,y) # (0,0) esetén értéke mindig pozitiv,
g indefinit, h negativ definit, és k pozitiv szemidefinit, hisz érteke
(x,y,2) # (0,0,0) esetén is lehet 0 (hax =y =0, de z# 0)

Ha A negativ definit, akkor —A pozitiv definit. Hasonlo allitas igaz
a szemidefiniséegre is.

Ha A = [a], akkor A pontosan akkor pozitiv definit, ha a > 0.

| pozitiv definit, ugyanis x"Ix = x"x = |x|> > 0, ha x # 0.
TetszOleges A valos matrix esetén ATA pozitiv szemidefinit, és
pontosan akkor pozitiv definit, ha A teljes oszloprangu.

x"ATAX = (AX)"(Ax) = |Ax|> > 0.

Ax =0 (x # 0) <= A oszlopvektorai linearisan 6sszefliggdk ~~
ATA pozitiv definit <= A teljes oszloprangd 25



Definitség meghatarozasa a sajatértékekbol

T A valos szimmetrikus A matrix, illetve az x"Ax kvadratikus alak
pontosan akkor

pozitiv definit, ha A minden sajatértéke pozitiv;

pozitiv szemidefinit, ha A minden sajatérteke nemnegativ;
negativ definit, ha A minden sajatérteke negatly;

negativ szemidefinit, ha A minden sajatérteke nempozitiv;
indefinit, ha A-nak van pozitiv és negativ sajatértéke is.

26



P Hatarozzuk meg az

2 11 0 1 1 =2 1 1
A= (1 2 1{, B=|1 0 1f, C=| 1 =2 1
T 1 2 T 10 1 1 =2

matrixok jellegét (definitségének tipusat)!
M Az A matrix sajatértékei 1,1 és 4 ~» pozitiv definit:

2 1 1] [x 10 o] [¢
[x % z] 12 1] |y :[5 n d 0 1 0| |n| =&+n>+4c?
T 1 2| |z 0 0 4| |C

- B sajatértékei —1, —1 és 2, a fotengely-transzformacio utani alak
—& — 2 +2¢% ~ indefinit (pl. (1,0, 0)-ban negativ, a (0,0,1)-ben
pozitiv).

- Csajatértékei —3, —3 és 0, igy a fotengely-transzformacio utani
alak —3¢% — 3n? 4+ 0¢% = —3¢&2 — 312 ~» negativ szemidefinit
((0,0,1)-ben 0, pozitiv értéket nem vesz fel).

27



Definitség meghatarozasa valamely diagonalizalt alakbol

T L'aq(x) = x"Ax kvadratikus alak matrixa kongruens a diagonalis
D = diag(ds,...,dn) matrixszal, azaz valamely C invertalhato
matrixra D = CTAC. Ekkor az A matrix, illetve a g kvadratikus alak
pontosan akkor

pozitiv definit, ha Vi : d; > 0;
pozitiv szemidefinit, ha Vi : d; > 0;
negativ definit, ha Vi : d; < 0;
negativ szemidefinit, ha Vi : d; < 0;
indefinit, ha 3i,j: d; > 0,d; < 0.

P 3x] —bxixe +3% = (V31— 202 +38 =i +3¥5,1> 0,3 > 0~
pozitiv definit.

P A2xy+ 2xz + 2yz kvadratikus alakot diagonalizaltuk a 10. (és a 27.)
oldalon: 262 — 307 — 2¢% (—€% — n? + 2¢?): indefinit!

28



Pozitiv szemidefinit matrixok faktorizacioja

T LA e R™"szimmetrikus. A kov. ekvivalensek:

1. A pozitiv szemidefinit,

2. 3 pozitiv szemidefinit B, hogy A = B2.

3. 3 C matrix, hogy A= C'C.
A B matrix egyértelmd, vagyis egy pozitiv szemidefinit matrixnak
egyetlen négyzetgyoke van a pozitiv szemidefinit matrixok kozt.

B (1. = 2.) Aszimmetrikus ~ A = QAQ" A pozitiv szemidefinit ~

minden sajatértéke > 0 ~ A foatlobeli elemeibdl négyzetgyokot
lehet vonni ~ A = Q(A7)Q"QA2Q" = BB, ahol

A2 = diag(v/M,- .., vVn).

(2. = 3.)C=Bvagy C = A2Q" megfelel (ui.

A =Q(A7)TA2Q" = CTC).

(3. = 1.) korabban lattuk

29



B B egyértelmiisége: L! B pozitiv szd., B> = A. B ort.diag.-hato: q;
ONB, s.é. i > 0 ~» Bq; = B;q; ~ Aq; = 3?q; ~ x — Ax hatésa a q;
bazisvektorokon egyértelmlen megadja az x — Bx hatasat is, igy
annak matrixat is.

9 -12
—12 16
M Sajatértékek: 25, 0, a sajatvektorok matrixa Q = %[_34 3], igy a

sajatfelbontas:

B T 1] 3 4|25 0f1[3 —4

A_QAQ_5l—4 3Ho 015[4 31
5 0|13 —4 3 —4

— A2QT = U _

¢ Q lo o]5l4 3] lo o]

B:QA“/2QT:1[ 3 4] l5 o]

C=Bisjo.

P Van-e olyan B és C matrix, melyre A = l ] = B2 =CC?

S

30



P Van-e olyan C matrix, melyre A = C'C?

=2
A=| 4 5 2
-2 2 8

M A szimmetrikus, sajatértékei 9, 9, 0, tehat ilyen C matrix létezik.

- A sajatfelbontasa és a C matrix:

oz 2l foao 12 2
A=zlz 1 2[|o 9 o5z 1 -2,
2 =2 1lo o o] |2 —2 1
3001122' {122
C=103 032 1 -2/=2 1 -2
000l |2 2 1 00 O

31



Pozitiv definit matrixok faktorizacioja

T L'A e R™" szimmetrikus. A kovetkezdk ekvivalensek:

1. A pozitiv definit,

2. az A = LU LU-felbontasban U minden foatlobeli eleme
pozitiv,

3. van olyan valos R fels6haromszog-matrix, melynek minden
foatlobeli eleme pozitiv, és A = R'R.

4. van olyan invertalhato valos C matrix, hogy A = C'C,

A 3. pont szerinti R egyértelm!

D Az A = R'R felbontast az A matrix Cholesky-felbontasanak
nevezzuk.

32



B 1.= 2. A pozitit definit ~ 3 LU-felbontasa, ui.
an > 0, kiilonben eJAe; < 0 lenne, igy az elsé oszlop ayy alatti
elemei eliminalhatok, majd az azonos oszlopmiuveletekkel az elso
sor tobbi eleme.
ezen A’ matrix kongruens A-val ~ pozitiv definit ~» a5, > 0 ~»
alatta és mellette minden elem eliminalhato
csak a sormiveletekkel kapott matrix U ~» 3 LU-felbbontas, és
egyértelmU, mert A invertalhato: A = LU ~
e/Ae; = elLUe; = u;; > 0,

- 2.=3.
U1 0 R 0 1 U12/U11 - U'In/U'I'I
. O upy ... O 0 1 ceo Uap/Ux
U=DU=
0 0O ... Upn] |0 0 1

A = LDU, ahol L als6, U felsd egységharomszdg-matrix

33



AT = A~ A =L(DU) = UT(DLT) LU-felbontasok ~» L = U7 ~»
A= LDLT ~ R = D3L jeléléssel A = RTR.

E felbontas egyértelmu.

3. = 4.Vi: [R]jj > 0 ~ Rinvertalhato, igy C = R megfelel.

4. = 1. A = C'C ~» A pozitiv szemidefinit.

C invertalhato ~ A = C'C is ~» A-nak 0 nem sajatértéke ~ A
pozitiv definit.

34



P Adjuk meg az A matrix Cholesky-felbontasat, ahol

A—

O a4

1T 0
5 2
2 2

B A matrix pozitiv definit, mert x(x) = —x3 + 8x* — 12x + 4,

x(0)=4>0,x(1)=-1<0, x(2) =4 >0~ minden gyoke > 0.
- Az LU-felbontas

1700110 17001 001 10
A=1{1 1 0|0 4 2|=1{1 1 0|0 4 Oo||0 1 If,
0 7 1/[0 0 1 0 7 1/|0 0 1[]0 0 1
diag(1,4,1) = diag(1,2,1) diag(1,2,1) esaz R = diag(1,2,1)LT s
11 0] [1 0 0o]l[1 1 0
A=1[1 5 2|=11 2 o]0 2 1
02 2 0 1 1//0 0 1
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Kvadratikus alakok

Definitség és fominorok



FOminorok

D A matrixbol kivalaszthato aldeterminansokat minoroknak is

nevezik. Ha azonos sor- és oxlopindexekhez tartozik, azaz
szimmetrikusan elhelyezkedd részmatrix determinansa, akkor
szimmetrikus minornak, ha az els6 k sorhoz és oszlophoz tartozik
sarokaldeterminansnak vagy fominornak nevezziik.

Ha egy matrix diagonalis alakl és pozitiv definit, azaz minden
sajatertéke pozitiv, akkor minden szimmetrikus minora is pozitiy,
ha pozitiv szemidefinit, akkor minden szimmetrikus minora
nemnegativ. Ha e diagonalis matrix minden sajatértéke negatiy,
akkor féminorai felvaltva — + — + — + ... eldjellek.

A A fominorok nem valtoznak, ha a szimultan sor- és

oszlopmuveletek kozil csak a hozzaadast végezziik és azt is csak
lefelé és jobbra: S; + ¢S; és 0; + cOj, ahol i > j.
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Szimmetrikus minorok a karakterisztikus polinomban™

T L!'A karakterisztikus polinomja x(X), sajatertekei Ay
(R=1,2,...,n), és jelolje e, = er(\1,..., \n) a sajatértékek k-adik
elemi szimmetrikus polinomjat. Ekkor

X(A) =Y (=1)"Fepa "
k=0

ahol e, megegyezik az A 6sszes k-adik szimmetrikus minoranak
0sszegeével.

B egyrészt x(A) =M —=A) A2 —A)...(Ap = A) ~

XN =3 er(M, Aay oo, An) (=A)"F
k=0

37



masrészt x(\) = det(A — Al), ezt a beldle kivalaszthato kigyok
determinansainak 0sszegere bontjuk, majd tovabb bontjuk az
a;; — X alakd osszegek felbontasaval. PL.

a7 —A0 0 0 a; 0 0 0O —X0 0 0 a3 0 0 0 —A0 0 0
0 0 0 ay|_ |0 0 0 ay 0 0 0 ay 0 0 0 ay 0 0 0 ay
0 0az—X0| |0 0apo 0 0 as; 0 00 -x0|lT|lo 0o-xo
0 ap 0 0 0ay 0 0 0 ap 0 0 0ayp 0 0 0 ap 0 O

A féatlojaban —\-kat tartalmazo determinansokat két sz.minor
szorzatara bontjuk, az egyik (—\)"—* a masik a —\-kat tartalmazo
sorok és oszlopok elhagyasaval keletkezett sz.minor. PL.

—X0 0 O —X0 00
0 0 0au| |0 -Xx00|_  2lo a
0 0 —X0 0 0 0 ay ap 0
0 ap 0 0 0 0 ap 0

a —\-kat tartalmazo sorok és oszlopok bal fels6 sarokba hozasa
mindig azonos szami sor- és oszlopcserével valosithatdo meg, igy
eldjele nem valtozik.

- Tehat (—\)"~* egyltthatoja = az A matrixbol kivalaszthatd 6sszes

k-adrendUl szimmetrikus minorok 6sszege.



Definitseg és fominorok

T Avalos szimmetrikus A matrix, illetve az x"Ax kvadratikus alak
pontosan akkor

1.
2.
3.

pozitiv definit, ha A minden féminora pozitiv,

pozitiv definit, ha A minden szimmetrikus minora pozitiv;
negativ definit, ha A minden paratlan rend( féminora
negativ, paros rend( fdminora pozitiv;

pozitiv szemidefinit, ha A minden szimmetrikus minora
nemnegativ;

negativ szemidefinit, ha A minden paratlan rend
szimmetrikus minora nempozitiv, minden paros rend(
szimmetrikus minora nemnegativ.

m Az 0sszes szimmetrikus minor értékének ellenorzése praktikusan
nem hasznalhato, de az indefinitség igazolasahoz néha elég lehet
csak néhany kiszamitasa. 39



B 1. (=)(4,...,%,0,...,0) vektorokkal v/

(<) A pozitiv definit ~ LU-felbontasaban u; >0(i=1,...,n)
JUA, L, U matrix elso k soranak és elsé k oszlopanak
keresztezddésében allo részmatrixot Ay, Ly, illetve Uy,.

A [A,? *] _ [L,? o] [uk *1 _ [Lkuk *1
¥ % * ok 0 =« * x|’

~ Ap = LpUp
~ a kR-adik fominor |Ag| = |Lg||Uk| = UnUx ... Uge > 0.
det(Ap) > 0(k=1,2,...,n) ~ Ug, = det(A,)/ det(Ap_7) > 0~ A
pozitiv definit.
2. L! P egy olyan permutald matrix, melyre PAPT az A egy adott
szimmetrikus minorat fominorba viszi.

A-nak pontosan akkor pozitiv minden szimmetrikus minora, ha
minden fominora az.
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3. Ha A negativ definit, akkor —A pozitiv definit, igy az A = LU
felbontasban minden i-re u; < 0, ami igazolja az allitast.

4." Ha az A pozitiv szemidefinit, az 1< ih < ip < -++ < ip < N SOr-
és oszlopindexekhez tartozo B részmatrix is pozitiv szemidefinit,
hisz barmely X"Bx szorzatban X kiegészitheté nullakkal Ggy, hogy
[X]; = [x];, legyen, igy X'BX = x"Ax >

Tfh A mmden Sz. minora nemnegativ. Megmutatjuk, hogy ekkor
barmely € > 0 esetén A + ¢l pozitiv definit, mert
sarokaldeterminansai pozitivak.

Igy xT(A + €l)x > 0 minden x # 0 vektorra, amib6l

lim x"(A+ehx =x"Ax > 0

e—0t
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L' A, a bal felsd k x k-as részmatrix, sajatértékeit jelolje \q,..., Ap.
~ Ap + elg Sajétértékei AM+eE.., Apte
~e>0esetendet(Ap+cly) = (M +¢e)...(A\p+e) =

e"+eEe" " +.. . +e,_e+e, >0
(ahol ej az \s,..., A j-edik elemi szimmetrikus fliggvénye)

ugyanis e; = az Ay, j-edrendi sz. minorainak osszegével, amelyek
viszont mind nemnegativak, mivel A-nak is sz. minorai, masrészt
e">0

Tehat A + el minden féminora pozitiv, igy A + ¢l pozitiv definit.
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Példak a minorok alkalmazasara

P Allapitsuk meg az alabbi matrixok definitségét féminoraik vagy
szimmetrikus minoraik segitségével!

11 1 1 3 1 0 0
11 1 1 02 1 -1 2 0
A= ., B=| 0 -1 1|, Cc=
11 0 1 0 2 -7 0
2 1 -2
11 1 1 0 0 0 —1

M A indefinit (van elsérendd + és masodrendi — minor)

- B NSD (els6rend SM-ok: —4, —1, —2, masodrenduek: 4, 4,1,
harmadrendi: 0). A FM-ok: —4,4,0, de 0 csak az utolso helyen
jott eld ~ az elsd két FM alapjan negativ s.é.-ik vannak, a
harmadik alapjan 0 a harmadik s.é. ~» B NSD.

- FM: —3,2,-2,2 ~ C ND.
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Példak a minorok alkalmazasara

P Allapitsuk meg az alabbi matrixok definitségét szimmetrikus
minoraik vagy féminoraik segitségével!

A= , B=

w N =

2
4
6

O O W
w N =

2
4
6

- O W

M Az féminorok sorozata mindkettében 1,0, 0 (az els6 2 oszlop
linearisan 0sszefligg) ~» egyik sem NSD vagy PD.

Az elsérendd szim.minorok 1,4,9, ill. 1, 4,1, pozitivak. A
masodrendlek 0,0, 0, ill. 0, —8, —32. Tehat A PSD, B ID.
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Bilinearis figgvények




Bilinearis fiiggvények

D Legyen V egy [ test folotti vektortér. Ab:V x V — T fliggvényt
bilinearis fuggvenynek nevezzik, ha barmely u,v,we VésceF
esetén

1. b(u+v,w) = b(u,w) + b(v,w),
2. b(u,v+w)=>b(u,v)+ b(u,w),
3. b(cv,w) = b(v,cw) = cb(v,w).

m b linearis az elsé valtozoban, a masodik rogzitése mellett és
linearis a masodik valtozoban, az elsé rogzitése mellett.

P 1 b(x,y) = x"Ay, ahol A € F"*",

2. skalaris szorzas R"-ben: x -y = Y11 XV,

X1 X2

iy

3. b(x,y) = ,ahol x,y € R?.
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Komplex bilinearis/szeszkvilinearis fliggvény és matrixa

D LegyenV egy C folotti vektortér. Ab:V x V — C fliggvéenyt
komplex bilinearis fliggvénynek vagy szeszkvilinearis fliggvenynek
nevezzik, ha barmely u,v,w € V és c € C esetén

b(u+v,w) = b(u,w) + b(v,w), b(cv,w) = cb(v,w),
b(u,v+w) = b(u,v)+ b(u,w), b(v,cw) = cb(v,w),
azaz b ,konjugalt linearis” az elso valtozoban, a 2. rogzitése
mellett és linearis a 2. valtozoban, az elso rogzitése mellett.
P 1. b(x,y) =x"By, ahol B € C"™",
2. skalaris szorzas C"-ben: x -y = x"y = 3>, Xy,
D Legyen a Vg vektortér egy bazisa C = {cq,¢p,...,Ch}. A
b:V xV — F (komplex) bilinearis fliggvény C bazisra vonatkozo
matrixan, vagy Gram-matrixan azt a B matrixot értjik, melyre

[BL}- = b(C,‘, Cj). 46



Irjuk fel az R?-beli standard skalaris szorzas - mint bilinearis
flggvény - matrixat a standard es a C = {(1,1), (2, —1)} bazisokra
vonatkozoan!
A standard bazisra vonatkozoan: b(x,y) = x -y, igy b(e;, e;) = dj;,
tehat a Gram-matrixa I.

. . 2 1
A C bazisra vonatkozoan B = [b(c;, ¢j)];j = [¢; - ¢]jj = [1 51 .
Irjuk fel a 2 x 2-es determinans - mint sorvektorainak bilinearis
fliggvénye — matrixat a fenti bazisokban.

A standard bazisban b(X,y) = xiy2 — Xoy1 = [X1 Xz} [ ? (1)1 L}f]
o 2

. 0 -3
A C bazisbhan B = [b(c;, ¢)]; = [¢; - ¢l = [3 01 :
az els6 példaban mindkét matrix szimmetrikus, a masodikban
mindkettd ferdén szimmetrikus! Ez torvényszer(?
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Bilinearis fliggvények matrixai

T

Legyen V egy F folotti vektorter, C = {c¢q, ¢y, ..., Cp} €8y bazisa,
egy x € V vektor C bazisra vonatkozo koordinatas alakjat jelolje
Xc. HaBab:V x V — F bilinearis fliggvény matrixa a C bazisra
vonatkozoan, akkor b(x,y) = x\:Byc (szeszkvilinearis esetben
b(x,y) = xiByc).

Ab:V xV — F bilinearis figgvényhez annak C bazisra vonatkozo
Gram-matrixat rendeld b — B leképezés bijekcio a bilinearis
fliggvenyek és az F"*" kozott, ahol

b(X7 y) = XEBVC-

A tétel hasonloan szol szeszkvilinearis fliggvényekre is annyi
killonbséggel, hogy F = C és b(x,y) = xByc.
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B Legyen x =3 XC;, Yy =3 Y¢ ~
b(x,y) = b(X; xi¢i, 221 ¥i€) = 221 Xiy;b(Ci, €) = X2; Xiybjj =
i Xi (Zj b/’jyj) = Xx¢Byc

- Forditva: legyen B € F"<" egy tetszbleges matrix, és legyen
b(x,y) = xLByc
E fliggvény bilinearis (ellendrizziik!),

masrészt e b fliggvény matrixa épp B, ugyanis

b,j:b(c,-,cj):[o S O}B'] :[B],‘j.
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Bilinearis fliggvény matrixa baziscsere utan

A Legyen M a B-rol C-re valo attérés matrixa, azaz Xe = M¢_gXz,
ye = M¢._gyg. Ekkor

b(x,y) = xtByc = xzMBMy;3
A A=>~B <= vanolyan bilinearis fuggveny, melynek a két matrix a

Gram-matrixa két bazisban.

m Mig a linearis leképezés matrixa baziscsere esetén hasonlo
matrixra valtozik, addig bilinearis fliggvény matrixa egy vele
kongruensre.

m Komplex bilinearis fliggveny esetén A = M"BM.
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Specialis bilinearis fiiggvények definicioi

D V[ folotti vektortér, b:V xV = TF

1. szimmetrikus, ha barmely x,y € V vektorra b(x,y) = b(y, X).

2. ferden szimmetrikus vagy szimplektikus, ha barmely x,y € V
vektorra b(x,y) = —b(y, x).

3. reflexiv, ha barmely x,y € V és b(x,y) = 0 esetén b(y,x) =0
(a reflexiv bilinearis fliggvényekre definialhato a
merdlegesség: x Ly, ha b(x,y) = b(y,x) = 0)

4. alternalo, ha barmely x € V vektorra b(x,x) = 0.

Y komplex vektortér, b: YV x YV — C
5. Hermite-féle (6nadjungalt, ermitikus), ha barmely x,y € V

vektorra b(x,y) = b(y, X).
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Alternalo és szimplektikus fliggvények kapcsolata

A Minden alternalo bilinearis fliggvény szimplektikus, ugyanis
0=>b(x+vy,x+Vy)=>b(xx)+b(x,y)+ b(y,x)+ b(y,y), amib6l
b(x,y) = —b(y, x).

m 2-karakterisztika esetén: szimplektikus = szimmetrikus (=1 = 1).

A Nem 2-karakterisztikaji testekben: ha b szimplektikus, akkor
alternalo. v/
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Peldak

P 1 x,y € R" esetén b(x,y) = x -y szimmetrikus,
2. X,y € C" esetén b(x,y) = x -y Hermite-féle,
3. X,y € R? esetén b(x,y) = det(x,y) alternalo.
T 1. Egybilinearisb:V x V — R fuggveny pontosan akkor

szimmetrikus, ha matrixa szimmetrikus (barmely bazisban),
2. pontosan akkor alternalo, ha matrixa ferdén szimmetrikus,
3. egy szeszkvilinearis b : V x ¥V — C fuggvény pontosan akkor
Hermite-féle (ermitikus), ha matrixa énadjungalt.
B (=) b szimmetrikus ~ b(c;, ¢;) = b(¢j, ¢;) ~ bjj = bj; ~ B
szimmetrikus
- (€) bx.y) = [bx.y)" = (By)' = yTBx = yTBx = b(y.x)
m A tobbi allitas bizonyitasa hasonlo.
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Szimmetrikus bilinearis alak diagonalizalhatosaga

T (Fétengelytétel bilinearis fliggvényekre) Egy b bilinearis fiiggvény
pontosan akkor diagonalizalhato, ha szimmetrikus!

B Ha b diagonalizalhatd, azaz valamely bazisban diagonalis a
matrixa, akkor szimmetrikus, hisz diagonalis matrix szimmetrikus!

- Ha b szimmetrikus, akkor a B Gram-matrixa is az
~» 3 Q ortogonalis matrix, hogy Q"BQ diagonalis.
~ b(x,y) =x5Q"BQyg = > Aixiy;, ahol a \; értékek B sajatértékei.

!
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A Ha a b bilinearis fliggvény diagonalizalhato, akkor
diagonalizalhato Ggy is, hogy matrixanak féatlojaban csak
+1-esek és 0-k allnak!

B Legyen A a b egy matrixanak diagonalizalasabol szarmazo
diagonalis matrixa. Legyen

1, ha\ =0

1 4
Jini ha \j #0

~ A D = diag(dq, da, ..., dy) matrixszal DTAD diagonalis és minden
diagonalis eleme 41 vagy 0, masrészt kongruens A-val.
D'AD-ben az i-edik f6atlobeli elem sgn(\;)

d; =
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P b(X,y) = 3(Xay1 +XaV2 +X3Y3) +X1Y2 + X1y3 + Xoy1 + Xay3 + X3y1 + X3Y2.

Hozzuk diagonalis alakra!

31 1
M A standard bazisban b(x,y) =x" |1 3 1|y
T 1 3

E matrix sajatértékei 2, 2, 5 (korabban meghataroztuk a
sajatvektorokbol allo Q matrixot is)

Q a &€ + Q attérés matrixa, x és y koordinatas alakja a Q
bazisban xg = (X1,X2,%3), Yo = (1,2, ¥3) (tehat xg = Q'x¢).
~ b(X,y) = 211 + 2X2¥2 + 5X3¥3
~» de van olyan bazis is, melyben b(x,y) = X1y1 + X2V2 + X33
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Sylvester-féle tehetetlenségi tétel

D A b szimmetrikus bilinearis fliggvény valamely D diagonalis
matrixaban jelolje ny a pozitiv eldjell, n_ a negativ eldjell és ng
a zérus érték( diagonalis elemek szamat. A b szimmetrikus
bilineéaris fiiggvény tehetetlenségén (inerciajan) vagy
szignaturajan az (n4,n_, ng) harmast ertjik. Hasonloan
definialhato szimmetrikus matrix tehetlensége.

K Ertelmes-e ez a definicio?

T (Sylvester-féle tehetetlenségi tétel) Két valos szimmetrikus matrix
pontosan akkor kongruens, ha azonos a tehetetlenséguk.

m Ez tehat azt jelenti, hogy mindegy, hogy b matrixat melyik
bazisban diagonalizaltuk, mindegyik matrixhoz ugyanaz a
(n4,n—_,ng) harmas tartozik, ez tehat a szimmetrikus bilinearis
fuggvenyt jellemzi!

57



B (<) A kongruencia tranzitiv, igy ha két matrixnak azonos a
tehetetlensége (azonos +1-0 diagonalis matrixszal kongruensek),
akkor egymassal is.

- (=) Indirekt: TFH 3 két kongruens matrix, melyeknek kilonbozé a
tehetetlenségiik (N, +n_+ng=my +m_ +mqy=n).

~ J két kiilonbozd £1-0 diagonalis matrix, melyek kongruensek,

azaz ugyanannak a b bil. fv.-nek a matrixai a B, illetve C bazisban:

lh, O 0] lm, O 0

O —|n7 O = 0 —lm, O 9

0 0 O, 0 0O  Om|,
~ Vx € span(by,...,bp, ) vektorra b(x,x) > 0

vy € span(Cm, 41,...,Cn) vektorra b(y,y) < 0
- Kongruens matrixok rangja és nullitasa megegyezik ~ ng = my.
- TFHNL > My ~m_+myg>n_+nNg~>Ny+Mm_+mg>n
~» Jz € (span(bs,..., by, ) Nspan(cm +1,...,Cn)), melyre

b(z,z) > 0ésb(z,z) <0/
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Bilinearis fliggvények

Kapcsolat a kvadratikus alakokokkal



Polarizacios formulak

m Ha b(x,y) (komplex) bilinearis, akkor g(x) = b(x, x) kvadratikus

alak.
L Ha b komplex bilin. fv. és g a hozza tartozo kvadratikus alak, akkor

fennall a kov. polarizacios formula:
1
bu,v) = 2 (a(u+v) = q(u—v) —ig(u +iv) +iq(u — iv))

b(v,u) = % (qlu+v) —g(u—v) +ig(u+iv) —ig(u — iv))

B Egyszerl kifejtés és behelyettesités:

q(u+v) =q(u) +q(v) + b(u,v) + b(v, u)

q(u—v) =q(u) +q(v) — b(u,v) = b(v, u)

q(u +iv) = q(u) + g(v) +ib(u,v) —ib(v, u)

q(u —1iv) = q(u) + q(v) —ib(u,v) +ib(v, u) o



T 1. Afentib— g leképezés komplex bilinearis fliggvényekre
bijektiv.
2. Egy komplex bilinearis fv. pontosan akkor Hermite-féle, ha a
hozza tartozo kvadratikus alak valos értékd.
3. Valos bilinearis fuggvényekre b — g a szimmetrikus bilinearis
fv-ek és a kvadratikus alakok kozt bijektiv.

B 1. Az el6z0 lemma szerint egy komplex bilinearis fliggvény
kifejezhetd a hozza tartozo kvadratikus alak segitségével, tehat ha
ket kvadratikus alak megegyezik, akkor a hozzajuk tartozo
bilinearis fuggvények is!

2. Az el6z6 lemma eredményeit 0sszevetve: ha g valos értékd,

akkor b(u,v) = b(v,u), azaz b Hermite-fele.

Ha b Hermite-féle, akkor b(u,u) = b(u,u), azaz q(u) = q(u), tehat
q valos értekd!
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3. Valos esetben kiilonbozd bilinearis fliiggvényekhez is tartozhat
azonos kvadratikus alak:
» Az [13] és az [12] matrixokhoz azonos kvadratikus alak
tartozik: g(x) = x? + 4xy + 3y°.
+ Ha b alternalo, akkor b(u,u) = —b(u, u), azaz q(u) = —q(u),
azaz q(u) = 0, tehat minden alternalo bilinearis fuggvényhez
a zérus kvadratikus alak tartozik.
A valos polarizacios formula a szimmetrikus b bilinearis
fliggvényre a b(u +v,u+v) = q(u) + q(v) + 2b(u,v) képletbdl:

b(u,v) = 5 (a(u+v) ~ q(u) ~ (v)).

tehat ha két szimmetrikus bilinearis figgvényhez tartozo
kvadratikus alak megegyezik, akkor a hozzajuk tartozo bilinearis
fuggvenyek is!
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Bilinearis fliggvények

Skalaris szorzas és ortogonalitas



A skalaris szorzas bilinearis/szeszkvilinearis

m A (.,.): Vg x Vg — R skalaris szorzas definicioja a bilinearis
fluggvenyek fogalmat hasznalva igy fogalmazhato meg:
L! Vg vektortér. A kétvaltozos (.,.) : Vg x Vg — R flggvény skalaris
szorzas Vg-en, ha
 bilinearis,
« szimmetrikus, és
+ a hozza tartozo Vg — R;x — (X, x) kvadratikus alak pozitiv
definit.
m Hasonloképp tekintsuk a V¢ vektorteret. A (.,.) : Ve x Ve — C
fuggvény skalaris szorzas V¢-n, ha
 szeszkvilinearis,
« ermitikus, és
+ a hozza tartozd Ve — R;x — (x,X) kvadratikus alak pozitiv
definit. 62



Ortogonalitas bilinearis fliggvényre nézve

m A skalaris szorzassal definialt fogalmak kozil a merélegesség
altalanosithato bilinearis fliggvenyekre is.

D L'b:V xV — F bilinearis fliggveny. AMH az x,y € V vektorok
b-ortogonalisak (merélegesek b-re nézve), ha b(x,y) = 0.

D LU'W<Veésb:VxV — F bilinearis figgveny. AW alter
merdlegese és bal merdlegese b-re nézve

Wi ={veV:vwe W b(w,v) =0},
Wy, ={veV:vweWwb(v,w) =0}

A WE Y, W, <.
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P L'V=R%,W=span((0,1)), b matrixa [] 8], W;- =?, tW), =?

M b((0,7),(6¥) = [0 1] [1 °

: 0] m =X~ Wjp =span((0,1)) =W

w0 =[x ][] g [o] =0 -

m Mint latjuk, itt W N Wy tartalmazhat nemzérus vektorokat, és
dimW + dimW;- > dimV is eléfordulhat.

64



T 1
x"A[1 2| =x" |0 2| =0 megoldasa:
0 1 2 3
7 0 2 7 0 2

el |~ X = (=4, —1,2)t ~
12 3 0o 11
L)/Vb = Span((_4a _172)



Reflexiv = szimmetrikus vagy alternalo

? Milyen bilinearis fuggvényekre szimmetrikus a b(x,y) = 0 relacio,
azaz reflexiv a b fliggvény?

T A b bilinearis fv. reflexiv <= szimmetrikus vagy alternalo.
(szeszkvilinearis fv. reflexiv <= ermitikus vagy alternalo)

K Ha b szimmetrikus/ermitikus vagy alternalo, akkor Wy = .

B szimmetrikus = reflexiv: 0 = b(x,y) = b(y,x) v’

- alternalo = reflexiv: L! b(x,y) = 0:

O0=b(X+Vy,x+V) b alternalo
=b(x,x)+b(X,y)+b(y,x)+b(y,y) b bilinearis
=b(X,y) + b (y,x) b alternalo
=b(y:x) b(x,y) =0

~ b reflexiv.
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reflexiv és nem szimmetrikus = alternalo: L! x,y,z € V tetsz.
b bili ~ b(x, b(x,y)z — b(x,2)y) = b(x,y)b(x,2) — b(x,2)b(x,y) =0
b reflexiv ~ b(b(x,y)z — b(x,2)y,x) =0
b bilinearis ~
b(x,¥)b(z,X) = b(x,2)b(y, X) 2)
Ll'z=X~
b(x,x)b(x,y) = b(x,x)b(y, ) (3)
Tfh b nem szimmetrikus. Megmutatjuk, hogy Yu € V: b(u,u) = 0.
Liv,w e Vs b(v,w) # b(w,v) 2 b(v,v) = b(w,w) = 0
(w20 & [PEVI=D0) o [BEmb(uV)=bv.u)b(w.v)
b(u,w)=b(w,u) b(w,v)b(u,w)=b(w,u)b(v,w)
b =b =0
b(v, W) £ b(w,v) ~ { ) =P Y
b(u,w) =b(w,u) =0
b bili ~ b(u + v,w) = b(v,w) # b(w,Vv) = b(w, u + V)
o2 b(u+v,u+v) 4 b(u,u)+b(u,v)+b(v,u)+b(v,v) = b(u,u) #0

ez ellentmondas ~~ b alternalo. o7



Sylvester-féle tehetetlenségi tétel

m A tehetetlensegi tétel szimmetrikus helyett ermitikus bilinearis
fluggvényekre és a b-ortogonalitas fogalmaval is
megfogalmazhato.

T L!'bvalos szimmetrikus bilinearis vagy komplex ermitikus
szeszkvilinearis fuggvény és g a hozza tartozo kvadratikus alak.
Ekkor tetszdleges b-ortogonalis bazis elemei kozott ugyanannyin
lesz g erteke pozitiv, negatly, illetve 0.
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A szignatira meghatarozasa Descartes elojelszabalyaval

T Descartes-féle eldjelszabaly: Valosegyltthatos algebrai egyenlet
pozitiv valos gyokeinek szama vagy egyenldé az nemnulla
egyltthatok sorozataban az eldjelvaltasok szamaval, vagy annal
paros szammal kisebb. Azaz ha v(p) jeloli a p polinom
eléjelvaltasainak szamat és z(p) a pozitiv gyokok szamat, akkor

z(p) <v(p), és z(p) =v(p) (mod2).

P Hany pozitiv és hany negativ gyoke lehet az
p(X) = x> —3x* —5x3 + 15 + 4x — 12 és a
q(x) = x> —x* — x3 + x> 4+ x — 1 polinomoknak?

M v(p) = v(q) = 3 tehat a pozitiv gyokok szama 1vagy 3 lehet (a
pontos érték z(p) = 3, z(q) = 1). Ha p(x) = p(—x), akkor p negativ
gyokeinek szama z(p).

- v(p) = v(G) = 2, tehat a negativ gyokok szama 0 vagy 2 lehet (a
pontos érték z(p) = 2, z2(q) = 0).
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A szignatira meghatarozasa Descartes elojelszabalyaval

=

Az Apywn Szimmetrikus/onadjungalt matrix x karakterisztikus

polinomja pozitiv gyokeinek szama = az eldjelvaltasok szamaval.

Ha x(x) = 3 apx® polinomban an # 0 és a; = 0 ha i < m, akkor az
k

A szignaturaja (z(x),n — z(x) — m,m).

Ha A szimmetrikus/onadjungalt, és r(A) = n, akkor z(x) +z(x) = n.
V(x) + v(X) < n~2(x) = v(x), 2(x) = v(X).

Ha r(A) = n — m, akkor x™-mel leosztva visszavezettiik az el6zore.
Mi a szignatlraja annak a szimmetrikus matrixnak, melyre

x(X) = x° — 3x® — 5x7 + 15x8 + 4x° — 12x4?

v(x) = z(x) = 3, nullitas = 4 ~ szignatura: (3,2, 4)

Bizonyitasok: http://math.bme.hu/ "hujter/180218.pdf Seger
bizonyitasa Hujter Mihaly honlapjan, Wang: A simple proof of Descartes’s Rule
of Signs, Komornik Vilmos: Another Short Proof of Descartes’s Rule of Signs (Az

egyetemen belil letolthetéek a JSTOR-bOL) 0



Ermitikus fiiggvény diagonalizalasa

m A szimultan sor és oszlopmuveletekkel onadjungalt matrixban is
kikiszobolhetdk a vegyes tagok, de ott Ugy kapjuk meg a C"AC
matrixot, ha az S; + ¢S; muveletnek az O; 4+ cO; mUvelet felel meg.

1 T+i —i
P Tekintsuk az onadjungaltA= |1—i 1  —i| matrixot!
i i 0

a) Mi a b(x,y) = x"Ay fv értéke az x = (1,i,0), y = (0, 1,i) helyen?
b) irjuk fel a b-hez tartozo g kvadratikus format polinom alakban!
1 T+i —i| |0
M oa)xtay=[1 —i of 1-i 1 i [1]=2-i
i i 0 i
b) g(x) = x"Ax =
X174 x2|? 4+ (T + D)Xixz + (1 — i)X1X2 — iXqX3 4 iXqX3 — iXaX3 + iXX3
71



P Az eldéz6 feladatbeli b fiiggvényhez a) keressiink C-ben egy

b-ortogonalis bazist és b) irjuk fel a b fliggvényt és a g
kvadratikus alakot e bazisban! ¢) szimultan sor- és
oszlopmuveletekkel diagonalizaljuk a kvadratikus alakot!
a)x(A\) ==X +2X2+3A~ M =3, =-1,23=0,
vi=(12 -3, 14+30),vo=111-1),vs=(1,-1,-1) ~ igy
{v1,V2,Vv3} b-ortogonalis bazis.
b) a fliggvény 3x1y1 — X2y, a kvadratikus alak 3|x|? — [x2|?

1 T+i —i S2—(1-1)S1 T 1T+i —i| 0,—(140)S

ol1—i 1 <] = |0 -1 1| X
i i o0 0 1 -1

1 0 Of s3+s5, |1 0 O

0 =1 1 2% o -1 0
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b-ortogonalis bazis keresése G-S-ortogonalizacioval

P Keresslnk b-ortogonalis bazist a standard bazisbol indulva az
el6zo példabeli fliggvényhez:

1 T+i —i
b(x,y) =x"Ay=x"{1—1 1 —i|y
i i 0
M A standard bazis nem b-ortogonalis, pl. b(i,j) =1 # 0.
1 —1—i
. . bMAj
== by =j— """ b =
1=1 0], b= bIAD; 1 1
0 0
—1
bHAk b5 Ak
by =k— ——b— —2 b, =
3= biab, ' boAb, 2|
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