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Schur-felbontas

T 1. Valos matrix valos sajatértékekkel: Minden valos négyzetes A
matrix, melynek osszes sajatértéke valos, ortogonalisan hasonlo
egy T felsé haromszogmatrixhoz, azaz van olyan Q ortogonalis
matrix, hogy A = QTQ".

2. Komplex matrix: Minden komplex négyzetes A matrix unitéren
hasonld egy T felsé haromszogmatrixhoz, azaz van olyan U unitér
matrix, hogy A = UTU".

m a féatlo elemei a sajatértékek lesznek, ezért valos esetben
kikotottik hogy azok is valosak legyenek.

B (valosra) n = 1trivi. Legyen (A, u) sajatpar, u; egységvektor.

- Kiegészités ONB-sa: {uq,Uy,...,Up}, 2 Qo = [uj Uy ... Uy
ortogonalis matrixszal

A VT
TAQp = = B.
Qo QO 0 A1 2



B ~ A ~~ sajatértékeik azonosak ~» A minden sajatértéke A-nak
is sajatértéke.

teljes indukcio ~» Aj-hez létezik olyan Q; ortogonalis és T; felso
haromszég matrix, hogy Ay = Q;T;QJ.

- Ekkora Q = Qq[§ &'] ortogonalis matrixszal:
T T
1 0" 7 07 17 07 1 0"
TAQ = A = oA
- (o]; of)* (@l of)<lo o] Wl o
{1 oT[x VT [0
0 Qfj|o A [0 Q
I D Ao I I PR Al o ¥
|0 QA |0 Ty |

- Ez utobbi matrix pedig fels6haromszog-matrix.



Diagonalizalhato-e az alabbi matrix? Adjuk meg egy
Schur-felbontasat!

A:
9 M

13 —16 ]

Karakterisztikus polinom: (x — 1)2

sajaterték: A1, =1, sajataltér: span((4,3)).

ONB: {(4/5,3/5),(=3/5,4/5)},Q = l%
5

alls vilw
| I

1 =25
| TAQ =
nnen Q'AQ [O 1]



Hozzuk ortogonalis hasonlosagi transzformacioval felsd
haromszogalakra a kovetkezd matrixot!

7 6 =3
A= 3 17 -6
=12 14 4

a(X) = —x3 4 28x% — 245X + 686 = (7 — X)2(14 — X)
M2 =7,% = (2,3,6); \3 = 14, %, = (9,17,13)
X;-et kiegéeszitjiuk ONB-sa:

1 2 —6 3 710
Qo = [xiluzfus] = 5|3 —2 6|, Q)AQy = |0 |14
6 3 2 0|7

tehat

m:r4ﬂ.
7 7



A7 sajatértékhez tartozo sajatvektor (0, 1), ra merdleges a (1,0).

lgy
0 1 1710 oo
Q= 1 ol ola =10 0 1].
! 010
Innen
1 0 12 3 —6
Q=0Q =-|3 —6 =2|, ésebbdl
0 Q 7
6 2 3
7 =21



Szamitsuk ki A2 értékét, ha

30 1
A=| 0 -1 =2
—2 1 1

x(X) = —x3 4+ 3x2 = 3x + 1= (1 — x)°, sajatértékek: A3 =1,
sajatvektorok: $(1,2,-2).

Kiegészitjiik ONB-sa, amibol a kovetkezd ortogonalis matrixot
kapjuk:

1 1 2 2
Q= 3 2 =21
=2 =1 2

Q'AQ =

O O
O A W

0
3|, ami mar fels6 haromszog alaka.
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Az N =

o O O
O O w

0
3| jeloléssel T=1+N, N> =
0

9
0
0
20 20
TZO:(I+N)ZO:|20+ <1>|19N+ ( >|18N2 <3>|17N3
_ |20 + <21O>|'|9N + <220>|18N2

o O O

0
0 , N3 =o0.
0

1 60 1710
=14+20N+190N*= {0 1 60
0 0 1

421 190 400
0-qQr®Q"=| 760 341 720
—800 —360 —759



K Ha A e C"™", akkor az altereknek van egy olyan sorozata,
melyekre
{O}ZV()CV1 C...CVn:(Cn,

melyek mindegyiket A onmagaba képzi, és létezik egy ortonormalt
{by,..., by} bazis, melynek elsé k vektorara

span(by,...,by) = Vg

minden k =1,2,...,n szamra.

B A bazis megegyezik azzal a bazissal, melyben a matrix alakja felsd
haromszog.



Valos matrix komplex sajatértéke”

A AcR™" (a+ib,u+iv) egy sajatpar, ahol b # 0, u,v € R". Ekkor
1. (a+ib,u+iv) = (a —ib,u — iv) szintén sajatpar,
2. u ésv linearisan fliggetlenek (kiilonben Vo, iy = Va_ip lenne),
a b
3. Ahasonloegy |[-b a
0 0| A
B (a+ib,u+iv) sajatpar ~»
A(u+iv) = (a+1ib)(u +iv) = au — bv 4+ i(bu + av)
~ A(u—iv) = au — bv —i(bu + av) = (a — ib)(u — iv)
~ (a —ib,u —iv) is sajatpar.
~s AU = au — bv, Av = bu + av,
u, v ftlenek, bazissa kiegészitve invertalhatdo matrixot kapunk:

alakd matrixhoz.

Afulv]...]=ulv|...]
10




Valds Schur-felbontas 1. valtozat”

T L'AeR™" 3CeR™ matrix, és egy olyan

Aox L %
0 Ay ... %

=1. . . | (1)
0O 0 ... A,

alaku felsé blokkharomszogmatrix, hogy A = CTC™, ahol A;
(j=1,...,k) alakja vagy
« [\, ahol X az A valos sajatérteke, vagy

« [ 9, 2], ahol a = bi az A két nem valds sajatértéke.
B Teljes indukcioval: ha A valos sajatérték, akkor A ~ [ ]
a b

ha A = a & ib komplex sajatérték, akkorA~ |—b a x



Valds Schur-felbontas 2. valtozat”

T LIAeR™" 3Qe R™" ortogonalis és egy T felso

blokkharomszogmatrix, hogy A = QTQ', és T minden diagonalis
eleme vagy az A egy valos sajatértékét tartalmazo 1 x 1-es matrix,
vagy egy olyan 2 x 2-es matrix, melynek ket nem valos sajatértéke
egymas komplex konjugaltja.

B C = QR QR-felbontasa.

~» R™TQTAQR =T, azaz Q"AQ = RTR™".
Blokkositsuk R-et a T foatlojanak blokkméretei szerint:

Aj * * R1A1R;1 * *

0 A2 * 0 RzAsz_1 *
QAQ=R|. "  _[RT'=| | o .

0 0 ... A 0 0 ... ReArR,'

CURART
Aj ~ RIAR; .



1 -6 -2
p 1 .. h ..
P Hatarozzuk meg a = 8 5 0| matrix (1) alakd felbontasat!

0 5 5
M Karakterisztikus polinom: x3 — 3x?> + 7x — 5, sajatértékek \; = 1,
A3 =142i
sajatvektorok: x; = (1, —4,10), X253 = (5, —2 % 6i, —4 F 3i)
5 0 1 17 =2 0
aC=|-2 6 —4|jelolésselC'AC= |2 1 0.
—4 =3 10 0 0 1

E C matrix nem ortogonalis vektorokbol all, nem tehetd
ortogonalissa.
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Unitér diagonalizalhatosag




Unitér diagonalizalhatosag

D Az A matrix unitéren diagonalizalhato, ha talalunk egy U unitér és
egy A diagonalis matrixot, melyre U"AU = A (illetve A = UAUM).

T (Komplex spektraltétel) Az A € C™" matrix pontosan akkor
diagonalizalhato unitéren, ha normalis.

m A hasonlosag unitér matrixanak oszlopvektorai adjak azt az
ONB-t, melyben a matrix alakja diagonalis.

B (=) Vze C: zz=zz ~ minden komplex diagonalis matrix
normélis, igy AHA = AA". A= UAUM ~
= (UAUMH(uAU™) = uAauuaut = uaR AUt
—UAAHUH UAUTUARUM = (UAUT)(UAUT T = AAF,
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Unitér diagonalizalhatosag

(<) Schur-felbontas: A = UTUM (U unitér, T
felséharomszog-matrix). A normalis ~

THT = (UMAU)" (UTAU) = UMARUUMAU = ufARAU
= U"AA"U = UfAUUTATU = (UMAU) (UTAU)T =TT

- AT matrix alakja

tn tp ...t

0 tpn ... bn

0 0 ... tpm
s [TAT]y = [t |2, [TT00 = [t + [t]? + - - + [tin]% ~
tp=---=tn=0,
hasonloan [THT]y; és [TTH)-b6l ty3 = - -+ =ty = 0, sth.

~ T diagonalis. 15



Kovetkezmények

A Minden ferdén szimmetrikus, onadjungalt, ferdén onadjungalt,
unitér matrix unitéren diagonalizalhato!
A Egy unitéren diagonalizalhatdo matrix pontosan akkor
1. onadjungalt, ha diagonalis alakjaban minden elem valos.
2. ferdén onadjungalt, ha diag. alakjaban minden imaginarius.
3. unitér, ha diag. alakjaban minden elem abszolut értéke 1.
B A= UAU" ~s A" = UAMU". A (=) iranyt mar tudjuk, a (<)
bizonyitasa:
1. Af = UATUM = UAUY = A
2. A" =UAUY = U(—A)U" = —A
3. mivelzz= |z =1,igyz7 " =Z ezért A7 = A"
AAT = UAUMUAMUY = 1.



Kovetkezmények

T

(Fotengelytetel) Az A € C"™" matrix pontosan akkor 6nadjungalt,
ha van olyan U unitér matrix, hogy U~'AU valos diagonalis.
(Valos fotengelytétel) Az A € R™" matrix pontosan akkor
diagonalizalhato ortogonalisan, ha szimmetrikus.

Ha A ortogonalisan diagonalizalhato, akkor A = QAQT, A
diagonalis és A = AT, igy AT = QATQ" = QAQ" = A.

Ha szimmetrikus, akkor sajatértékei valosak, igy a Schur-tétel
szerint A = QTQ', ekkor AT = QT'QT, de A = AT kovetkeztében
T =TT, akkor viszont T csak diagonalis lehet.

Két onadjungalt (két ferdén onadjungalt/két unitér) matrix
pontosan akkor hasonld (unitéren), ha sajatértékeik azonosak.
Ha P permutaciomatrix (p,j = 1), ahol = permutacio, akkor
pPT diag(/\1, A2y, /\n)P = diag()\,rm), )\ﬂ.(z), a000 /\ﬂ.(n)).



P Hozzuk unitér matrixszal valo konjugalassal felso
haromszogalakra a

matrixot!
M X\ = 0 lathatoan sajatérték, a sajatvektor x = (1,0, —1).
Kiegészitjik R® bazisava, ortogonalizaljuk, majd normaljuk:

10 1 1 0 1
1 _
0 1 0|~Js|0 V2 0| =C
-1 0 1 -1 0 1
10 =1 -1 =1 -1 1 0 1
TAC — L a _
CAC=_10 v2 0| | 1 1 1510 +v2 0=
10 1 31 3 -1 0 1
—V2 —4
V2|, ami mar haromszog alaka.
2



Valos normalis matrixok”




Valos normalis matrixok blokkdiagonalizalhatosaga

T Legyen A € R"™" A pontosan akkor normalis, ha van olyan
Q € R™" ortogonalis matrix, hogy

A O ... O
O A, ... O

Q'AQ = A SLY S @)
0O 0 ... A\

ahol A; (i=1,2,...,R) vagy 1 x 1-es, vagy 2 x 2-es valos matrix,
utobbi esetben az alakja
a; b;
—b; aj|’
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Mutassuk meg, hogy ha A blokkdiagonalis, az atloban négyzetes
matrixokkal, akkor A pontosan akkor normalis, ha minden
diagonalis blokkja normalis.

diag(A1, . ,Ak) diag(Aq, R ,Ak)T =

diag(A1, 300 ,Ak)T diag(A1, 200 ,Ak) <~

diag(ArA], ... ArAT) = diag(ATAs, ..., ATA).

Tegyuk fel, hogy az [¢ 2] € R? matrix normalis, és két sajatértéke

C
nem valos. Ekkorc=—-b #0ésd=a.

@ g]T[‘g =2 g]T pontosan akkor igaz, ha b? = ¢? és
ab + cd = ac + bd. ¢ = b nem lehet, mert akkor a matrix
szimmetrikus lenne, és annak valosak a sajatertékei, igy

c=-b#0.Innenab —bd=—ab+ bd, azaza = d.

20



B (<) Ha egy matrix (2) alakl, akkor normalis (ellendrizziik), igy
normalis a hozza ortogonalisan hasonlo A is.

(=) Tegylk fel, hogy A valos normalis. Mivel valos, ezért
ortogonalisan hasonlo egy blokk felsoharomszog-matrixhoz,
melynek diagonalis blokkjai 1 x 1-es vagy 2 x 2-es méretlek.

Mivel normalis, a két szorzat 0sszevetésébdl adodik, hogy a
diagonalis blokkok folotti elemek mindegyike 0, tehat a matrix
blokkdiagonalis.

Blokkdiagonalis matrix pontosan akkor normalis, ha minden
diagonalis blokkja normalis. Egy 1 x 1-es valos matrix egyetlen
eleme a sajatértéke. Egy 2 x 2-es normalis matrix alakja

[ 9 2] € R? ahol b # 0.

21



Ortogonalisan blokkdiagonalizalhato matrixok

K A pontosan akkor szimmetrikus, ha ortogonalisan hasonlo egy
diagonalis matrixhoz. A diagonalis elemek A sajatértékei. Két
szimmetrikus matrix pontosan akkor hasonlo ortogonalisan
egymashoz, ha azonosak a sajatértékeik.

K A pontosan akkor ferdén szimmetrikus, ha ortogonalisan hasonlo
egy olyan blokkdiagonalis matrixhoz, melynek diagonalis blokkjai
[0] vagy [_Ob[ %J] alaklak, ahol utobbi matrix a +ib; sajatértékekhez
tartozik. Két ferdén szimmetrikus matrix pontosan akkor hasonlo
ortogonalisan egymashoz, ha azonosak a sajatértékeik.

K A pontosan akkor ortogonalis, ha ortogonalisan hasonlo egy
olyan blokkdiagonalis matrixhoz, melynek diagonalis blokkjai [1],
[—1] vagy [_Cz'fnﬁj csg'lg] alaklak. Sajatértékei +1, cos ¢ + isin ;.
Két ortogonalis matrix pontosan akkor hasonlo ortogonalisan, ha
sajatértékei azonosak. 2
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