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Valos euklideszi ter



Skalaris szorzat masik bazisban

P Legyen B={(2,0,1),(1,1,0),(0,—1,1)}. Milyen képlettel
szamolhato ki az x -y skalaris szorzat, ha a két vektor B-beli
koordinatas alakjat ismerjuk?

M Jelolje az x vektor B-beli koordinatas alakjat xz, a standard alakot
Xe.

Ekkor xg = Ag._pXg. Igy

XY = XtYe = (Aee5XB) AcpYB = X5(AL_pgAsc5)YB = X5BY5.

Esetlunkben
2 1 0 5 2 1
Ascs=10 1 =1|, AL gAscn=1[2 2 -1
10 1 (I )

K Mittudunk a B = ATA matrixrol?
Szimmetrikus, invertalhato, de ez meg kevés. 2



A skalaris szorzas alaptulajdonsagai R"-ben

T Legyen u, v ésw azR" harom tetszoleges vektora, és legyen c egy
teszoleges valos. Ekkor

a u-v=v-u a mUvelet folcserélhetd (kommutativ)
b) u-(v+w)=u-v+u-w disztributiv
c) (cu)-v=c(u-v) a két szorzas kompatibilis

d) u-u>0 és u-u=0 pontosan akkor teljesil, ha u = 0.
B Egyszer(, pl. az a):
U-V=UVi+ UVo+ ...+ UpVy = Vilq + Volo + ... + Vylp
=V-u.
m A d) pont szerint egy masik bazisban felirva a skalaris szorzast,
X"Bx > 0 kell ¥x # 0 vektorra.

D AB e R™" szimmetrikus matrixot pozitiv definitnek nev,, ha
VX # 0 :x"Bx > 0. 3



Valos euklideszi tér

D Legyen V egy tetszOleges valos vektortér, és legyen
(L) VxV—->R

olyan fuggvény, melyre barmely u,v,w € V vektorok és c € R
skalar esetén

(u,v) = (v, u) szimmetrikus kommutativ
{cu,v) = c(u,v) homogen kompatibilis szorzasok
(u,v+w) = (u,v) + (u,w) additiv disztributiv

(u,u) >0, hau#0  pozitiv definit

E (.,.) fuggvényt a V-n értelmezett skalaris szorzasnak, a skalaris
szorzassal ellatott V vektorteret euklideszi ternek nevezzuk.

m A kétvaltozos, és mindkét valtozojaban linearis fliggvényt
bilinearisnak nevezziik.



(x,y) = x"(ATA)y skalaris szorzas R"-ben, ha A invertalhato. (Be
fogjuk latni, hogy (x,y) = x"By pontosan akkor skalaris szorzas,
ha B pozitiv definit.)

Az A,B € R™*" matrixokra az (A, B) = trace(AB") = 37, ; aj;b;;
skalaris szorzast definial.

R[x]- vagy R[x],-ben barmely a,b € R és a < b esetén

(p,q) = fab pq skalaris szorzast definial.

AZ X = (X0, X1, - - -, Xn, - .. ) SOrozatok, melyekre 3°0° o x2 < oo.
vektorteret alkotnak, melyen skalaris szorzast definial

X,¥) = 2020 XnYn.

Az [a, b] intervallumon folytonos fuggvények C[a, b] vektorteréen az
f,g € Cla, b] fuggvényekre az {f,g) = fabfg skalaris szorzas.

A B = [95] matrix pontosan akkor pozitiv definit, hab=c,a >0
ésad — b? > 0.



Tavolsag és szog valos euklideszi térben

D L'u,v e Vg két tetszbleges vektor.
1. Az u vektor hosszan (abszollt értékén, normajan) onmagaval
vett skalaris szorzatanak gyokét értjuk, azaz

juf = [Jull = 4/ (u, ). (1)

2. Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinusza:

cos(u,v), == ‘<5’|\\Z>| (2)

3. Amh az u és v vektorok merolegesek egymasra, ha
{u,v) = 0. (3)
4. A két vektor (végpontjanak) tavolsaga

d(u,v) = [u — | (4)



P u=(2,3,4,14),v=(4,6,-10,10), w = (0,3,6,—2), |u| =2,
d(u,v) =7, cos(u,w), =?
M Az (1), a (4) és a (2) képletekkel:
Ul = /22 + 32 + 42 + 142 = /225 = 15,
d(u,v) = /(2 = 4)2 + (3 - 6) + (4 — (~10))% + (14 — 10)2
= V242 162442 =15
2-043-34+4-64+14-(=2) 1
cos(u,w), = = —.

15.,/02+32 462+ (22 2

P lgazoljuk, hogy a {ﬁ sin(nx) | n € N*} fliggvények paronként
merdleges egységvektorok a kovetkezo skalarszorzasra

2
figy=1 fg
0

M 1sin(nx) sin(mx) dx = 0, ha m # n, és 1, ha n = m. (Hasznaljuk
a sin(nx) sin(mx) = 4[cos(n — m)x — cos(n + m)x] 6sszefliggést!)




Skalaris szorzat és abszolut érték (norma) kapcsolata

T Polarizacios formulak: Tetszéleges u,v € R" vektorokra
_ 1 2 2
(u,v) = 7 (Ju+ v = fu=vP) ©)
_ 1 2 2 2
(u,v) = 5 (Ju+ vl = ul? = |vP) (6)
B Az abszollt érték (1)-beli definicioja alapjan

7 (0 VP = Ju =) = (V) (W) = (U= V) - (u =)

4
= % ((U, U> + (U,V> + <V7 U> + <V7V> - <U, U> + <U,V> + <V7 U> - <V7V>)
_ %(Mu,v)) — (u,v).

A masik formula hasonldéan bizonyithato.



Ortonormalt és ortogonalis bazis



OR és ONR linearis fiiggetlensége

D A paronként merodleges vektorokbol allo vektorrendszert
ortogonalis rendszernek (OR), az egységvektorokbol allo OR-t
ortonormalt rendszernek (ONR) nevezzik.

A A {vi,Vvy,..., v} vektorokrendszer vektorai zerusvektortol
kilonbozbek és OR-t alkotnak, akkor

1. fuggetlen,
2. {V,‘/|V,‘|} ONR.

B TFH valamely ¢y, ¢y,..., Cp konstansokra civq + Covp + - - - + ¢V, = 0.
Mivel i # j esetén (v;,v;) = 0, ezért a v; vektorral beszorozva
i {v;,v;) = 0, amibol (v;,v;) # 0 miatt kovetkezik, hogy ¢; = 0.

vi,vj) _ [ vi v
il o\ il vl

K Egy zérusvektort nem tartalmazo OR, vagy ONR mindig bazisa az

altala kifeszitett altérnek. 9




Legjobb kozelités ONB esetén

T

L!'V valos euklideszi ter, £ = {e1,€5,...,€,} CVONRésaveV
vektor. Ekkor a

V= (v,e))er+ (v,e) e+ -+ (v, e,) e (7)

vektor az A = span(es,. .., €) altér v-hez legkdzelebb fekvo
pontja, azaz v = proj 4 v.

(v=0,e) = (V=58 (v.e)e;,€) =0(=1,2,...,k), tehat
v—V .l Aazazv—ve AL

igy a meréleges vetilet definicidja szerint v = proj 4 v.

ha V k-dimenzids (€ a V bazisa), akkor

v=(v,e e+ (v,e) e+ -+ (v,e) e

Ha A= {a1,a2, ...,ak} C V nullvektort nem tartalmazo OR, akkor

k
Z a,, és ha A ortogonalis bazis, akkor v = Z

i1 i=1

<V? ai> )
jai[2 10




Legjobb kozelités ONB esetén 2

m A (v, e;) skalart a v vektor e;-hez tartozo Fourier-egyutthatojanak
is nevezik.
P Hatarozzuk mega (3,1,2) pontnak az (2,3, 6) és (3, —6,2) vektorok
altal kifeszitett sikra valo meréleges vetiiletét!
K Hanyféle modon tudnank megoldani korabbi tudasunkra épitve?
M E két vektor a sikban OR-t alkot! Normalas utan a = 1(2,3,6) és
b =1(3,-6,2) ONR.
Behelyettesites:

"



Ortogonalizacio



Gram-Schmidt-ortogonalizacio

T HaA={aj,ay...,ax} egy fuggetlen vektorrendszer egy V
euklideszi térben, akkor étezik olyan ortogonalis
B = {bq,by,..., by} vektorrendszer, hogy minden i =1,2,...,R
esetén
span(as, ay,...,a;) = span(bq, by, ..., b;). (8)

Ebbol normalassal ortonormalt rendszert kapunk:
{ bi b by }
[ba]” [b2] "7 ||
m Igazolhato, hogy a Gram-Schmidt-ortogonalizacio mukodik
0sszefliggd vektorokbol allo vektorrendszerre is, annyi
valtozassal, hogy pontosan akkor lesz b; = 0, ha a; nem fliggetlen
a kisebb index( vektoroktol, azaz a; benne van a

span(as, ay,...,aj_q) altérben.
12



(I=1): by = aq eseten span(as) = span(bq) v
(i=2): span(ar,a;) = span(bq, by) és by L b, teljesul, ha b, az
a-nek a by altal kifeszitett altérre merdleges 6sszetevoje:

b, ::a2_< b 3 >b1:a2_ <b1,az>b1

—,a
|ba|’ |b] |b1|?
b, # 0, hisz b, = 0 esetén a, = <TQ;T§> by = <t|’gﬁ§>a1 lenne, azaz a;

és a; nem lenne flggetlen, ez ellentmondas.

span(a,az) = span(bq, by) v/

(i = i+1): az aj;1 vektornak a span(, 2y, . .., g—;‘) altérre
meréleges 0sszetevdje legyen by,

" (b;,a . b:, a;
b,’_H = ai+1_z< J I+’I>bj:ai-|-‘]_zb’< ) I+1>

2P &P
bi,1 # 0, kilonben a;; nem volna fliggetlen az {as, ..., a;}-tol
biys € span(ai,ay,...,aiy1), @iy € span(bs, by, ..., biy) ~ (8) v/

A {bs,...} vektorok kozt nincs 0 ~» normalhatok ~~ ONR 13



Gram-Schmidt-ortogonalizacio: 1. példa

P Ortogonalizaljuk a {(3,6,2),(1,9,—4),(1,2,3)} vektorrendszert!
Adjuk meg a tér ortonormalt bazisat is!

M by =(3,6,2)
B (3,6,2) - (1,9, —4) B
b2 - (1797 _4> - (3,6,2) K (3,6,2) (37672) - (_273a _6>
by = (1,2,3) = 222 (12336 5)

(3,6,2) - (3,6,2)

(-2,3,-6) - (1,2,3) B
(=2,3,-6) - (—2,3,-6) (=2,3,-6) = 7(—672,3)

Az ONR:

1 1 1
{7<3, 6, 2), ?(_2737 _6>7 ?(_67 273)}

14



Gram-Schmidt-ortogonalizacio: 2. példa

P Keressunk ortonormalt bazist az (1,1,1,1), (3,-1,3, 1),
(6,2,2,—2) vektorok altal kifeszitett altérben.
M OR:

b1 = (1a17171)

_ (1,1,1,1) - (3,-1,3,-1) B
b, =(3,-1,3,-1) — A1) () (1,1,1,1) = (2,-2,2,-2)
bs = (6,2,2,-2) — (1(’117’117’11’)1) (6( 5 2 ’_1))(1,1,1,1)

(27 ) (6v 727_) o
—(27_2727_2) 2 22 2)(2,—2,2,—2)_(2,2,—2,—2)

NB):
T332 11 1y 1 1 1
2'272°2)°\27 2727 2)7\2’2" 27 2

15



Gram-Schmidt-ortogonalizacio: 3. példa

P Keressunk ortonormalt bazist az (1,1,1,1), (3,-1,3,-1), (4,0, 4,0),
(6,2,2,—2) vektorok altal kifeszitett altérben.
M OR:

by =(1,1,1,1)

(171v171)'(3,_1,3,—1)
(1?171,1)(1,1’171)
(1,1,1,1) - (4,0,4,0)
(1’17171)'(1715171)

(2’ _27 2’ _2) i (47 07 47 0)

n (2 —-2.2 _2) . (2 2.2 _2) (27_2727_2) = (0,0,00)
L1141 (6,2,2,-2)
(17171’1)'(1’17171)

(27 _25 27 _2) . (6, 2,2, —2)

ONR, mint az elézd példaban. 16

b, =(3,-1,3,-1) —

(1,1,1,1) = (2,-2,2,-2)

bs = (4,0,4,0) — (1,1,1,1)

bs; =(6,2,2,-2) —

(1,1,1,1)




Euklideszi terek izomorfizmusa

T L'V egyvalos n-dimenzios euklideszi ter. Ekkor létezik olyan
f:V — R"izomorfizmus, mely skalarszozattarto is, azaz amelyre
vu,veV: (u,v) = f(u)-f(v) (itt - a standard skalarszorzas).

B V egy bazisat ortogonalizalva kapjuk V egy B = {b4,...,bn}
ONB-at. L! f = kg koordinatazo leképezés. Ez izomorfizmus.
AV-beliu=31,ub;, v=>",vb; vektorokra:

(u,v) = uvi (by, b)) = uvi = f(u) - f(v).
ij i
m Tehat minden végesdimenzios valos euklideszi tér azonosithato a

standard skalarszorzattal ellatott R” euklideszi térrel. Igy az R”
euklideszi térre bizonyitott allitasok igazak maradnak!



Kovetkezmények

m A kovetkezokben V n-dimenzios valos euklideszi tér.

A VU <V altér ONB-a kiegészitheté ¥V ONB-ava.

B Kiegészitjik a {eq,e;,...,e,} CU ONB-t az V bazisava:
{e1,...,er, Upsq,...,Un},
majd azon elvégezziik a Gram-Schmidt-eljarast: ez 4 ONB-at
helyben hagyja: {e1,..., €k, €r41,...,€n}



K U<y
1L UsUL =V,
2. UHt=u.
3. v eV esetéen proj, v a v-hez legkozelebbi ¢/-beli vektor
4. | projy v| < |v|

B 1 L {ey...,ekr €krt1,---,€n} afent megkonstrualt bazis, igy
U = span(en,...,e).

- Ut =span(ep,...,en)
UL > span(epyq, ..., en) nyilvanvalo ~ U + U+ =V,

masrésztU NU+ = {0} ~U DUt =V

-2 WUHtzuv
dim@U) + dim@UL) = n, dim@L) + dim(@L)1) = n ~
dim@) = dim(U*)*) ~ UH*t =U.

19



Kovetkezmények

T (SB-egyenlotlenseg L!'V végesdimenzios valos euklideszi tér.
Ekkor tetszéleges u,v € V vektorokra

| (u,v) | < uvl. (9)

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha u és v linearisan
0sszefliggdk, azaz u || v.

T A-egyenlotlenseg Tetszbéleges u,v € V vektorokra
lu+v| < ful+[v],

egyenldség pontosan akkor all fenn, ha u 1T v.

20



CSB bizonyitasa

B Hav =0, akkor v.
Ha v # 0, akkor legyen e = V/jv.

0 < |u—(u,e)el’ = |uf +[(u,e)* —2[(u,e)]* = |uf* - [{u,e)|*

[{u, v)?

2
= U —
ul e

9

0 = |u — (u, e) e| csak akkor allhat fonn, ha u = (u,e) e, azaz ha u
és e parhuzamosak, azaz ha u a v skalarszorosa.

21



QR-felbontas



QR-felbontas

Szemiortogonalis matrixok



Ortogonalis és szemiortogonalis matrixok

D Egy valds négyzetes matrix ortogonalis, ha oszlopvektorai vagy
sorvektorai ONR-t alkotnak. Ha nem kotjuk ki, hogy a matrix
negyzetes legyen, szemiortogonalis matrixrol beszélunk.

m Szerencsétlen szohasznalat (ortogonalis - ortonormalt).

m Minden ortogonalis matrix szemiortogonalis is.

m Egy nem négyzetes matrixnal vagy csak a sorai, vagy csak az
oszlopai alkothatnak ONR-t, négyzetesnél mindkett6 (bizonyitjuk).

m Az egységmatrix €s minden permutaciomatrix ortogonalis.

P Melyek ortogonalisak és melyek szemiortogonalisak?

C0OSa —Sina

01 00 sin cos 12 306

A— B= "¢ “lc=<l6 2 -3[.
0O 0 0 1 0 0 7

3 —6 2

0 0

M Mindharom matrix szemiortogonalis, C ortogonalis. 5



Szemiortogonalis matrixok

T Legyenm >nés Qe R™<" Az alabbi allitasok ekvivalensek:
1. Q szemiortogonalis,
2. QTQ = In.

m Ha m < n, Q pontosan akkor szemiortogonalis, ha QQ" = I,.

m A 2. allitas algebrai nyelven azt mondja, hogy m > n esetén Q
pontosan akkor szemiortogonalis, ha transzponaltja a bal oldali
inverze.

23



QR-felbontas

QR-felbontas és a GS-ortogonalizacio



QR-felbontas definicioja

m elemi sormUveletekkel haromszogalakra hozas — LU-felbontas
ortogonalizacios eljaras eredménye — QR-felbontas

D Legyen A egy teljes oszloprangl matrix. Az A = QR felbontast
QR-felbontasnak vagy redukalt QR-felbontasnak nevezzik, ha Q
az A-val azonos méretl szemiortogonalis matrix, és R négyzetes
felsoharomszog-matrix, foatlojaban pozitiv elemekkel.

m A Q matrixot Uj oszlopvektorok hozzavételével kiegéeszitjuk egy
ortogonalis matrixsza, az R matrixot zérussorok hozzavetelével
egy m x n-es felsbharomszog-matrixsza, akkor ezek szorzata is A:

A=[a q m — QR+ Q0 = QR.

Ez a teljes QR-felbontas (masutt QR-felbontas). Itt A egy
ortogonalis és egy A-val azonos méretl felsbharomszog-matrix
szorzata.

24



A QR-felbontas létezése és egyértelmiisége

T Barmely valos, teljes oszloprangl A matrixnak létezik
QR-felbontasa, azaz letezik egy szemiortogonalis Q matrix és egy
R felséharomszog-matrix pozitiv foatlobeli elemekkel, hogy
A = QR. Az igy kapott felbontas egyértelmu.

B LIA=[a;a; ... ay] € R (Ateljes oszloprangi ~ k < n).
Letezés: Az ortogonalizacio egységvektorait jelolje q;
(i=1,2,...,k), tehat span(as,...,a;) = span(qs,...,q;). igy
léteznek olyan r; skalarok, hogy

a1 = M1qq

az = M2Q1 + 2292

ap = MrA1 + Mkrda + - - - + ke Q-
25



Ezt matrixszorzat-alakba irva

o .. N
0 .. I

A:[a1 a ... ak}:[qq q; ... q,?} : — : = QR.
0 0 kR

A Gram-Schmidt-eljarasbol az is lathato, hogy rjj = |bj| ~ r;j > 0
R kiszamolasa: A= QR ~» Q'"A=Q'"QR=I;R=R~R=Q'A
Egyértelmiség: Tfh A= QR =QR, aholQ'"Q=Q'Q =
A'A = (QR)'QR = RTTRfRT - . .
@ye aq ~~R'R=R'R~ (RT")RT =RR™".
ATA = (QR)'QR = R'Q'QR =

A bal oldal also, a jobb oldal felsohéromszég—métrix ~ mindkét

szorzat diagonalis. Jelolje R (ill. R) féatloja elemeit r; (ill. 7).
%:%wr,:?,(ri>0és?i>0miatt) (R"")TRT = RR™"
R=R~A=QR=QRmiattQ=Q

=~

26



QR-felbontas GS-ortogonalizaciobol

P Hatarozzuk meg az

T 3 6

T -1 2
A=

T 3 2

1 =1 =2

matrix QR-felbontasat.

27



11
27

bazisbol az ONB: (

< 3 3
NI O
N O O
|
I
. 1

< 3 3
N O
N O O
—_ 1
| —

28



m A Matlab/Octave programok nem biztositjak, hogy R féatlojaban
pozitiv elemek legyenek.

A Ha A= Q'R/, ahol Q" szemiortogonalis, de R’ foatlojaban az i-edik
elemek negativak, ahol i € Z és T egy indexhalmaz, akkor R’ i-edik
sorat és Q' i-edik oszlopat —1-gyel szorozva minden i € Z-re az A
QR-felbontasat kapjuk.

B A= QR'=QEER/, ahol E az I-bdl az i-edik elem —1-re
valtoztatasaval kaphato (i € 7).

29



QR-felbontas

Egyenletrendszer megoldasa



Egyenletrendszer optimalis megoldasa QR-felbontassal

T Legyen A € R™*" teljes oszloprangl, A = QR egy QR-felbontasa,
és b € R". Ekkor az Ax = b egyenletrendszernek egyetlen
optimalis megoldasa van, melyre x = R~'Q"b, ami megkaphato az

Rx=Q'b
egyenletrendszerbdl egyszer( visszahelyettesitéssel is.
B A normalegyenletbdl indulva
ATAx = A'b A = QR behelyettesitése utan
(QR)'QRx = (QR)'b
R'Q'QRx=R'Q'b  Q'Q =1
R'RXx =R'Q'b balrol szorzas az (R")~" matrixszal
Rx = Q'b.

K Ha A e R™" teljes oszloprangl, akkor At = R~'Q. 30



Egyenletrendszer optimalis megoldasa QR-felbontassal

P Hatarozzuk meg az alabbi ersz. optimalis megoldasat!

X+3y+6z=38
X— y+22=2
X+3y+22=2
X— y—2z=0
R N
M QR-felbontas: A = =3 0 4 4.
1T 3 2 1T 1 =1
0 0 4
7 =1 =2 1T -1 1]
2 2 4 [x T 1 1 1 i 6
RXx=Q'b: |0 4 4| || =2]1 =1 1 = N
0 0 4| |Xs T = ), 4

Megoldas visszahelyettesitéssel: (%, %,%3) = (1,0,1). 3



Ortogonalis matrixok




Ortogonalis matrixok

T Legyen Q € R"™". Az alabbi allitasok ekvivalensek:
1. Q oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak.

2. QTQ: In.
3.Q7'=qQ"
4. QQT ES In.

5. Q sorvektorai ortonormalt rendszert alkotnak.
B 1= 2 v (aszemiortogonalis matrixokra igazoltuk)
2 = 3: Qnégyzetes ~ Q'Q = | miatt Q invertalhato ~ Q="' =Q".
3=4Q"=Q"~QQ" =1,

4 = 5 QQ' = I, (sorvektorszor-oszlopvektor) ~» Q sorvektorai
ONB-t alkotnak.

5 = 1: Bizonyitottuk, hogy 1 = 5. Alkalmazzuk ezt Q'-ra.

32



Ortogonalis matrix inverze a transzponaltja

P Szamitsuk ki az

0O 1 0 O
. 2 3 6
0O 0 0 1 COSa —SIna 1
, . , =16 2 —=3].
0O 0 1 0 SIna  COS« 7/
3 —6 2
7 0 0 O
matrixok inverzet!
M Mindharom matrix ortogonalis, tehat az inverzek:
0O 0 0 1
. 2 6 3
7 0 0 O COSa SN« 1
, . , =13 2 —6].
O 0 1 O —SInNa COS« 7/
6 —3 2
0O 1 0 O
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Ortogonalis transzformaciok

T Legyen Q:V — V lin trafo. Az alabbi allitasok ekvivalensek:

Q skalarszorzattarto, Vx,y € V: (Qx, Qy) = (X, ).

Q tavolsagtarto, ¥x,y € V: |Qx — Qy| = [x —y|.

Q hossztarto, Vx € V: |Qx| = |x].

Q bmely ONB-t ONB-ba visz.

Véges dimenzios V esetén Q = [Q]g ortogonalis matrix
barmely B ONB esetén.

P W =

D L!'Vegyvalos euklideszi téra (.,.) skalaris szorzattal, és legyen
Q:V — V egy linearis transzformacio. Amh Q ortogonalis
transzformacio, ha skalarszorzattarto.
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B 1.=2:|Qx—Qyf =|0(x-y)P =(Q(x-y),Qx~Y)) =
(x—y,x—y) =[x —y["

- 2=3:LQ0=0,igy |Qx| =|Qx — Q0| = [x — 0| = |X]|

- 3.=1: Mivel |Q(x+Yy)| = |x+y|és|Qx—y)| = |x—y]| ezért
minden x,y € V vektorra

(@x,Qy) = ; (|ox+ @y~ 1ax— QyP) = ; (et +y)P ~ lax - )P)

= 7 (xR~ K= yP) = xy)

- 1. = 4: Ha Q ortogonalis, akkor 1. szerint merdlegességtarto, és a
vele ekvivalens 3. szerint tavolsagtarto ~» ONB képe ONB.

- 4.=1:. B={by,b,,...} képe {Qby,Qb,, ...}, mindkettd ONB, igy
(%, ¥) = (X xibi, X vibi) = X xiyi = (3 xQb;, 37 v;Qbj) = (Qx, Qy)

- 4.=5: Mivel Q = [Q]p oszlopai a {Qb4, Qb,, ...} vektorokbol
allnak, ami ONB, ezért Q ortogonalis matrix.

- 5= 1. (Qx,Qy) = (Qx)"Qy = x'Q"Qy = x"y = (x,y).
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Ortogonalis matrix tovabbi tulajdonsagai

T 1. Ha Qvalos ortogonalis matrix, akkor | det(Q)| = 1.

2. Az n x n-es valos ortogonalis matrixok O(n) halmazabol nem
vezet ki a matrixszorzas és invertalas muvelete.

B 1. det(Q")det(Q) = det(Q'Q) = det(l) = 1, det(Q") = det(Q) ~

det(Q) = 1vagy det(Q) = —1.

2. Qortogonalis ~ Q=" = Q', ami ortogonalis
Q; és Q; ortogonalis ~ (Q1Q;)'1Q; = Q}Q]Q:Q; = Q;Q; =1,
~ Q1Q, ortogonalis.

m A masodik allitas azt jelenti, hogy O(n) elemei csoportot alkotnak
a matrixszorzasra nézve.

m Az n x n-es 1 determinansd valos ortogonalis matrixok
halmazabol sem vezet ki a matrixszorzas és invertalas muvelete,
tehat e matrixok is csoportot alkotnak, e csoport jele SO(n).
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Ortogonalis matrixok

2D és 3D ortogonalis transzformacioi



A sik ortogonalis transzformacioi

T Minden O(2)-be esé ortogonalis matrix vagy egy forgatas, vagy
egy egyenesre valo tikrozés matrixa.

a’+b> =1
B HaQ=[g§] ortogonalis, akkor { ¢?+d? =1
ac+ bd = 0.

~ @2c? = b2d? ~ a?(1 - d?) = (1 — a?)d? ~ a® = d?, b? = ¢?
~» d =aés c= —b (ekkor det(Q) = ad — bc = 1), vagy
d = —a és c = b (ekkor det(Q) = —1).
- Aza=cosa, b=sinaersz. mo-a «a € [0,27) esetén egyértelmu:

C0Sa —Sina va coSa  Sina
Sina  COSa Sinae  —CcoSa

egy a szogl forgatas, és egy a/2 szogu egyenesre valo tikrozés
matrixa. 37



A forgastengely meghatarozasa

m SO(3) minden eleme forgatas matrixa, O(3) — SO(3) eleme egy
origora valo tukrozes és egy forgatas szorzata.

P Az 1 determinansl ortogonalis

14 =5 2
I3 5 10 -10
2 10 i

matrix milyen tengely koruli és mekkora szoggel valo forgatas

matrixa?
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M A forgastengely iranyvektorara Ax = x, azaz (A — I)x = 0.

Innen a forgastengely:

1 -1 =5 2| |x 0 X 2
T 5 =5 —-10| |y| = |0}, yl =t|0
2 10 —4) |z 0 Z 1

Forgasszog: egy v-re meréleges vektort képével (pl. w = (0,1,0)):

14 -5 2] [o 1
115 10 —10f |1 2/3 cos w-Aw 2
_ — = oard = —— = -,
15 /3 “T wAw] 3

2 10 1| |o 2/3

39



Ortogonalis matrixok

Primitiv ortogonalis transzformaciok



Givens-forgatas

m Az n-dimenzios tér forgatasai es tukrozései kozul kivalaszthatunk
olyan egyszer(, Un. primitiv ortogonalis transzformaciokat, melyek
matrixai szorzataként az 0sszes ortogonalis matrix eléallithato.

D Givens-forgatas: két koordinatatengely altal kifeszitett sikban
valo forgatas a tobbi koordinatatengely helyben hagyasa mellett.

Matrixa

1

0

CoOS«

Sin o

0

—sina

COS «x

0
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Givens-forgatas

P Keressuk meg azt a forgatast, mely az (a, b) vektort az (r,0)-ba
viszi, ahol r* = a% + b2

M cosa —Sinal |a r
sina cosa | [b| |oO]’
r=va’+b? )
ajr r
cosa = a/r [—b/r G/r‘|
Ssina = —b/r

m Egy ilyen részmatrixot tartalmazo G Givens-forgatassal elérheto,
hogy egy X matrix egy eleme helyén 0 legyen a GX-ben. (ritka
matrixok, parhuzamosithato szamitasok)

m r=+/a?+ b? kiszamitasa a tal- vagy alulcsordulas elkerilésével

2
a > beseten: r=|aly/1+ (2)
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Householder-tiikrozes

D

-

A

B

Householder-tiikrozés: hipersikra valo tiikrozés. Matrixa (a
normalvekorral)
2
H=I-_——aa'
a'a

a,b e R" a#b,|a| = |b|, akkor az (a — b)* hipersikra valo
Householder-tukrozés az a vektort b-be viszi és viszont.
A tlikrozés matrixa: H =1 — m(a —b)(a-b)".

Mivel |a| = |b|, ezért a'a = b'b, tovabba a'b = b'a, igy
(a—b)'(a—b)=a"a—a'b—b'a+b'b=2(a'a-b'a) =2(a—b)'a.
2
(@a—b)'(a—b)

1 T B B
m(a—b) al@a—b)=a—-(a—b)=
Mivel H=" = H, ezért Hb = H b = a.

~ Ha=a- (a—b)(a—b)'a

= a —
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Householder-tiikrozes

P Hatarozzuk meg azt a H matrixot, mely az (1, —1,—1,1) vektort a
(2,0,0,0)-ba viszi.

M Az (1,-1,-1,1) — (2,0,0,0) = (=1,—1,-1,1) vektorra meroleges
hipersikra valo tikrozés matrixa
T 0 0 O —1
2 7T 0 0 111
H=1--—aa = — = -1 -1 -1 1
a'a 0010 2 |1 [ }
0 0 0 1 1
7 0 0 O 1 1 I 17 =1 =1 1
ot oo 1|1 1 11 =11 =1
oo 1o 21 1 1 -1 2|-1 -1 11
0O 0 0 1 -1 =1 =1 1 1 1 T 1
Valoban, H - (1,—1,—1,1) = (2,0, 0, 0).
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A Givens-forgatas és a Householder-tiikrozés alkalmazasai

« Givens-forgatas
« matrixelemek eliminalasara pl. QR-felbontasnal
 parhuzamosithatd
« ritka matrixok esetén hatékonyabb a
Householder-tiikrozésnél

+ Householder-tikrozés

- QR-felbontas numerikus kiszamitasahoz (a
Gram-Schmidt-eljaras instabil)

+ szimmetrikus matrix hozza ortogonalisan hasonlo
tridiagonalis alakjanak kiszamitasahoz

« szimmetrikus matrix Hessenberg (a subdiagonalis alatt
minden elem 0) alakra hozasanal
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Ortogonalis matrixok

QR-felbontas primitiv ortogonalis trafokkal



QR-felbontas Givens-forgatasokkal

P Hatarozzuk meg az

4 5 8
A= |3 10 6
0 12 13

matrix QR-felbontasat Givens-forgatasok segitségével!

M az elsO és masodik sorokat és oszlopokat figyelve eliminaljuk a
masodik sor elsé elemét: a =4, b =3, tehatr=+v32 + 42 =5,
COSa = 4/5,SiInaw = —3/s.

4/ 3/5 0 5 10 10
Q= |-35 45 0 QA=1|0 5 0
0 0 1 0 12 13
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Kovetkezo lépésben a QA matrix harmadik soranak masodik
elemét eliminaljuk:

1T 0 0 5 10 10
Q=10 53 23|. R=QQA=|0 13 12|.
0 —2h3 5/ 0 0 5

és innen

4/s  —3/13  36/65
Q=(QQ)"'=QQ)= |35 4B —4¥es|,
0 12/3 5/13

amely matrixokkal A = QR valoban fennall.
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QR-felbontas Householder-tiukrozésekkel

P Hatarozzuk meg az

6 12
A= |3 3
2 —4 3

matrix QR-felbontasat Householder-modszerrel!
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M A (6,3,2) — (7,0,0) transzformaciohoz az
a= (67372) - (71070) = (_17372)

vektorral Householder-tikrozést végzink:

, 1ool [ -3 2
—|h— —aal = N
Q=1 _aa 01 0/-5]-3 9 &6
00 1 2 6 4
1_632
=3 -2 -6
2 -6 3
1_12—2612 7 1 3
QA= 21 23 3 1/=0 3 -2
2 2 1|2 -4 3 0 —4 1
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Ezutan a QA matrixbol képzeletben elhagyva az elsé sort és
oszlopot a (3, —4) — (5, 0) transzformaciohoz kell az
a=(3,—-4)—(50)=(—2,—4),vagy inkabb az a = (1,2) vektorral
Householder-tikrozést vegezni:

2 17 0 2|11 2 1 3 —4
Hy=1,— —aa' = — =

0 1 E —4 -3
0 7 1 3
Q, = —4/5], R=Q,Q/A= —2
_3/5 1
1
Q=(0201)—1=Q1TQ£=£ 15 18 26

10 =30 15
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QR-felbontas Householder-tiukrozésekkel

P Hatarozzuk meg az

1T 0 1
A=| 2 2 -3
=2 5 =/

matrix QR-felbontasat Householder-modszerrel!
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M Az (1,2,-2) — (3,0,0) transzformaciohoz az

=(1,2,-2)—(3,0,0) = (—2,2,—2) vagy aza = (1,-1,1)

vektorral Householder-tikrozést végzink:

, 1ool 2 -2 2
—l3— —aa = —— |- —
Q=1 01 0/-5[-2 2 -2
00 1 2 -2 2
[ 1 2 7]
a0
3
-2 2 1
1'12—2'101 3 =2 3
QA= 21 2/| 22 -3=|0 4 -5
22 1 |l=2 5 =7 0 3 -5
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Ezutan a QA matrixbol képzeletben elhagyva az elsé sort és
oszlopot a (4,3) — (5,0) transzformaciohoz kell az
a=(4,3)— (5,0) = (—1,3) vektorral Householder-tiikrozést
végezni:

2 10 1[ 1 =3] 1
Hy=1l, — ——aa' = - = ==
2727 3Ta lo 1] 5[3 9] 5
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Komplex euklideszi téer




Mi lehet a skalaris szorzas C"-ben?

m A Y zw; nem mukodik:

(17i) ’ (171)
(1,i) - 1,i) = -1—1= -2

?

1-1=0

m Otletado kérdés: az 1-dimenzios térben mi az abszolat érték?
A z = a+ib szam abszolat értékének négyzete zz, és nem z°!
Eszerintz = (z1,22,...,2n) €S a W = (Wq, Ws, ..., W,) vektorok
skalaris szorzatanak egy lehetséges definicioja

Z-W=21W1 + oW, + - - - + ZaWy, vagy

Z-W=2Z1W1+ oW + -+ ZpWh.
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Komplex matrix adjungaltja

D Az A komplex matrix adjungaltjan (vagy Hermite-féle
transzponaltjan) elemenkénti konjugaltjanak transzponaltjat
értjik. Az A adjungaltjat A*, vagy Hermite neve utan A" jeloli,
tehat A" = A",

m semmi koze a ,klasszikus adjungalthoz”!

L =1L -1 i =[]

T Azadjungalt tulajdonsagai Legyenek A és B komplex matrixok, ¢
komplex szam. Ekkor

e

1. (AP = A
2. (A+B)"=A" 4B
3. (cA)M = A

4. (AB)H = BHAH.
m A valos transzponalas kiterjesztése.
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Skalaris szorzas definicioja

D Komplex vektorok skalaris szorzata A C"-beli z = (21, 2, . . .
,Wp) vektorok skalaris szorzatan a

W:(W1,W2,...

,Zn) €s

Z-W:=Z1W +25Ws + - - + Z,w, = z"'w komplex skalart értjik.
P (1,i) és (i,i) szorzatai:

(1’1)'(1ai): .
(1,0) - (1) = |
(171)’(1’1): .

(i) (1i) = |
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A komplex skalaris szorzas tulajdonsagai

T Legyenu,v,w e C" és legyen c € C. Ekkor

1. u-v=v-u

22Uu-(V+wW)=u-vV+u-w,

3. (cu)-v==c(u-v)esu-(cv) =c(u-v),

4 u-u>0hau#0ésu-u=0 hau=0.
m Kiterjesztése a valos skalaris szorzatnak!

m A harmadik tulajdonsagban felsoroltak barmelyike kovetkezik a
masikbol az elso alapjan.

m Komplex vektor 6nmagaval vett skalaris szorzata valos!
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Komplex euklideszi tér

D L!'Vc egy vektorter, és (.,.) : V x V — C olyan fliggvény, melyre
barmely u,v,w € V vektorok és c € C skalar esetén

) = (v, u) konjugalt szimmetria
) =c(u,v) homogenitas a 2. valtozoban
(u,v+w) = (u,v) + (u,w)  additivitas
(u,u) >0, hau#0 pozitivitas

E (.,.) fuggvényt a V-n értelmezett komplex skalaris szorzasnak, a
skalaris szorzassal ellatott V vektorteret komplex euklideszi
ternek, vagy C folotti euklideszi ternek nevezzuk.
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Komplex euklideszi tér

m Az elsé valtozoban a szorzas nem homogeén, hisz

(cu,v) = (v,cu) = c(v,u) = c(v,u) =c(u,v).

A komplex skalaris szorzas az elsé valtozoban nem linearis,
hanem Un. konjugalt linearis. Maga a komplex skalaris szorzas igy
nem bilinearis (hanem {n. szeszkvilinearis, vagy masféllinearis).

m A komplex skalaris szorzas definicioja a valos skalaris
altalanositasa, annak nem mond ellent.
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Tavolsag és a meroleges vetités komplex terekben

D Komplex vektorok hossza, tavolsaga, merdlegessége A komplex
u € C" vektor hossza, abszolut értéke vagy normaja
ull = |u| = /{u, u), két vektor tavolsaga megegyezik kiillonbségiik
hosszaval, azaz u,v € C" vektorok esetén d(u,v) = [u — v|.
Két vektort merdlegesnek tekintlink, ha skalaris szorzatuk 0.
Két vektor szoge nem definialhato a szokasos modon.

T Cauchy-Schwartz-Bunyakovszkij-egyenlotlenseég: L!' V komplex
euklideszi tér. TetszOleges x,y € V vektorokra

[ ) | < X[yl

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha x ésy linearisan
osszefliggdk, azaz ha egyik vektor a masik skalarszorosa.
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Meroleges vetités és tiikrozés egy hipersikra

A Az x vektornak az e egységvektor egyenesére es6 merdleges

vetlilete: e (e,x) = (x,e)e, x ra meréleges Osszetevoje: x — e (e, x).
B Megmutatjuk, hogy e (e,x) L x — e (e, x)

(e (e,x),x—e(e,x)) = (e(e,x),x)— (e(e,x),e(e,x)) =

(e,x) (e,x) — (e,x) (e,x) (e,e) =0, mivel (e,e) =1.

m Standard skalarszorzassal jelolve: az x vektornak az e
egységvektor egyenesére es6 meréleges vetillete e(e - x) = X - ee,
x ra meréleges Osszetevije: x — e(e - x) = (I — ee)x.

- Az e egyenesére vald meréleges vetités matrixa ee".

- Az e normalvektor( hipersikra valo L vetités matrixa | — ee"

- A hipersikra valo merdleges tiikrozés matrixa | — 2ee’
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B CSB biznyitasa a valos bizonyitas mintajara. y = 0 esetén v/

Hay # 0, akkor

x|
N e y’
_ Xy, XY
- <X yR T P y>
_ ~(xy) _(xy) xy) (x.y)
_<X7X> ’y’2 <X7y> ’y’2 <y,X>—|— ’y’4 <y7y>
| (x,¥) |2
— X -
ly|?

Atrendezés utan a képlet igazolva v/

Az egyenloség akkor all fenn, ha x — <|y|2>y 0, vagyis ha x egyenld
az y-ra es6 merodleges vetiiletével, azaz ha linearisan 0sszefliggok.
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Unitér matrixok

m Az ortogonalis matrixok komplex analogonjai az unitér matrixok.
D Egy komplex négyzetes U matrix unitér, ha UtU = I.
m Az ortogonalis matrixokhoz hasonloan bizonyithato, hogy egy
U € C™" matrix pontosan akkor unitér, ha az alabbiak
barmelyike teljesul:
1. UUH =1,
2. U =uf,
3. U oszlopvektorai ortonormalt bazist alkotnak a komplex
skalarszorzasra nézve,
4. U sorvektorai ortonormalt bazist alkotnak a komplex
skalarszorzasra nézve,
5. |Ux| = |x] minden x € C" vektorra,
6. Ux-Uy=x-y.
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Komplex matrix kitlintetett alterei

m Komplex matrixok szorzataban NEM sorvektor s oszlopvektor
skalaris szorzata szerepel!
m Ax=0~ C"=SA) @ N(A) C" = O(A) o N(AT)
Komplex matrix kitUntetett alterei Ha A € C™*" akkor
1. OA™) L N(A), O(A) L N(A),
2. C"=OA"Y @ N(A), C™ = O(A) @ N (AH),
K Az A € C"™" négyzetes matrixra ekvivalensek a kovetkezdk:
1. O(A) L N(A),
2. O(A™) = O(A),
3. N(A") = N(A).
m Az invertalhato matrixok mind ilyenek, hisz a nulltér csak a
nullvektorbol all.

_|
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GS-ortogonalizacio komplex terekben

P Ortogonalizaljuk az (i, 0,0), (i,1,1), (i,1,0) vektorokbol allo
vektorrendszert.
M by = (i,0,0), a tovabbiakban hasznaljuk a

 bp(bfa) |
| R +1 0
b1 = aj41 — Xk bfb; kepletet:
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Onadjungalt matrixok

D

Az A komplex matrixot onadjungalt vagy Hermite-féle matrixnak
nevezzuk, ha
A" = A
onadjungalt matrix féatlojaban csak valosok allhatnak
Minden valos szimmetrikus matrix onadjungalt,
a komplex szimmetrikus matrixok pontosan akkor onadjungaltak,
ha minden elemuk valos.
Melyek onadjungaltak?

1 T
1 2 i 141
i 2 2-3il, l ] [1 1

T—1 2+43i 3
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Ferdén onadjungalt matrixok

D A e C"™" ferdén 6nadjungalt, ha

A=—A"

o

l 2 ) 3_1] ferden onadjungalt.
-3—-1i 0

ferdén onadjungalt matrixok féatlojaban tiszta imaginarius
szamok allnak (a 0 is annak tekintendd).

b~

b

ha A ferdén onadjungalt, akkor iA és —iA onadjungalt.

>

Minden komplex négyzetes matrix egyertelmuien eloall egy
onadjungalt és egy ferdén onadjungalt matrix 0sszegekéent.

B A=B+C ahol B=J(A+A"), C= J(A— A") és B 6nadjungalt, C
ferdén onadjungalt.
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Normalis matrixok

D Az adjungaltjaval folcserélheté matrixokat normalis matrixoknak

nevezzuk:
AA™ = AFA

A Minden valos szimmetrikus, ferdén szimmetrikus és ortogonalis
matrix normalis. Minden komplex onadjungalt, ferdén
onadjungalt és unitér matrix normalis.

m Van olyan matrix, mely nem esik a font folsorolt osztalyokba, de
normalis:

AAH = AHA =

>
D N
—_ O
= © =
O N
[EEUE NG R
N —
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Kapcsolatok

F VA€ C™" matrixra N (A"A) = N(A) és O(A"A) = O(A™).

A {valés szimmetrikus} c {6nadjungalt} c {normalis} c {nulltér L
oszlopter}

B A C relaciok kozil csak az utolsdé nem trivi: Tudjuk, hogy
O(A) = O(AA™) = O(A"A) = O(A™), ami ekvivalens azzal, hogy
O(A) L N(A).
Azt, hogy mindegyik tartalmazas valodi, példakkal igazoljuk:

] onadjungalt, de nem szimmetrikus
—1
[0

O] (ferdén szimmetrikus) nem 6nadjungalt, de normalis

1] nem normalis, de invertalhato ~» nullter L oszloptér
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Feladatok

F Mutassuk meg, hogy ha A € C"*" onadjungalt és U € C"™" unitér
matrixok, akkor U~'AU 6nadjungalt!

F Legyen S € R™" szimmetrikus, H € C"*" onadjungalt matrix.
Mutassuk meg, hogy minden u,v € R", ill. x,y € C" vektorra
(Su)-v=u-(Sv),ill. (Hx)-y=x-(Hy)!

F Mutassuk meg, hogy az H : X — Hx leképezés egy tetszOleges B
bazisra vonatkozo Hz matrixa nem sziukségképpen onadjungalt
(adjunk egy egyszer( példat), de az Hx -y = x - Hy egyenldség a
vektorok e bazisbeli koordinatas alakjat hasznalva is igazak
maradnak!
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