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Vektorter



Vektortér absztrakt fogalma

D Vektorter

AV halmazt F folotti vektortérnek nevezziik (jel.: V), ha
tartalmaz egy 0-val jelolt elemet, és értelmezve van rajta egy
0sszeadas és egy skalarral szorzas muvelet, melyek a kovetkezd
tulajdonsagokkal rendelkeznek: ha u,v,w €V és c,d € FF, akkor

(A1) u+v=v+u az 0sszeadas kommutativ
(A2) (u+Vv)+w=u+(v+w) azosszeadas asszociativ

(A3) u+0=u az osszeadas nulleleme

(M1) (cd)u = c(du) a két szorzas kompatibilis
(M2) 1u=u szorzas a test egységelemével
(M3) Ou=0 szorzas a test nullelemével
(D1) c(u+v)=cu+cv disztributiv

(D2) (c+d)u=cu+du disztributiv.



W >

Az 0sszeadas mint biner mivelet egy ¥V x V — V; (U, V) = u +v
leképezés, mig a skalarral valo szorzas egy F x V — V;(c,u) — cu
leképezés. Ez tekintheto gy is, hogy minden ¢ konstans megad
egy unér u ~ cu muiveletet.
(A2) ~ tObbtagl 6sszeget nem kell zarojelezni ~» azu +v +w
jelolés egyértelmd.
(M3) kicserélhetd a kovetkezo tulajsonsaggal

(A4) YueVaveV:u+v=0 additivinverz l[étezése
Ezt —u jeloli.
(M3) = (A4): Yu: 0=0u=(1—1u=u-+v, aholv=(-1u.
(A4) = (M3): Ou = (04 0)u = Ou + Ou ~»
0=0u+v=(0u+0u)+v=0u+ (Ou+v)=0u+0=0u.
hasznalhato (alt. igy szoktak).
A fenti definicio nem minimalis: az (A1) bizonyithatd a tobbibdl.
(14 1)(u + v) ketféle kiszamitasaval.



Péeldak vektorterekre

V = {0} barmely test folott vektortér. Ezt nevezzik zérustérnek.

P " vektortér F folott a szokasos elemenkénti 6sszeadas és
skalarral szorzas mlveleteivel. Specialisan F' (azaz lényegében
maga ) is tekinthetd F folotti vektortérnek.

P F™" Fx], FIX,yl,.. Fix]n = {f € F[x] | degf < n},

F[[x]] = {>np anx"} a formalis hatvanysorok

C*(R), az R-en k-szor folytonosan diffhato fliggvények

RN, a végtelen valos sorozatok

azon RN-beliek, melyekben véges sok elemet kivéve V elem 0

Rg, azaz R a Q folott (altalaban test a résztest folott)

U C V altere V-nek, ha nem Ures és zart a muveletekre nézve.

Jelolés: U < V. (Az altér mindig azonos test folotti vektortér)

Flxl» < F[{ < FI[], Q¢ < R, {bv2 | b € @} < Rq,

{a+bv2|a,beQ}<Rg 4
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Fliggvényterek”

T Fuggvéenyterek L! X # @ tetszOleges halmaz, FF test, V egy F folotti
vektortér, FX := {X — F fliggvények}, VX := {X — V fliggvények}.
FX és VX vektortér IF folott a szokasos muveletekkel:

(F+9)() = ) + 9(x), (cH(X) = cf(x) minden x € X-re.
B A zérusfiiggvény a nullelem. (A1) és (M1) bizonyitasa: L! f, g € V%,

(f+9)(x) =f(x)+g(x)  definicio szerint
=g(x)+f(x)  aV-beli 0sszeadas kommutativ
=(g+HXx) definicio szerint.
Llc,deF, feV, ekkor
((cd)f)(x) = (cd)f(x) definicio szerint
c(df(x)) a V-beli skalarral szorzas kompatibilitasa

c(df)(x) definicio szerint. .



A vektorterek alaptulajdonsagai

T Minden vektortérnek egyetlen zéruseleme van.

Minden u € V vekornak egy additiv inverze van: —u = (—1)u.
Ha valamely u,v € V vektorra u +v = u, akkor v= 0.

Ha valamely u,v,w € V vektorra u +v = u + w, akkor v.=w.
HaceFésueV, akkorcu=0 < c=0vagyu=0.
Legyen 0 és 0’ is nullelem.
Ekkor0=0+0"=0/,azaz0=0".

2. Mutassuk meg, hogy (—1)u az u additiv inverze!

= U F N o

u+(-Mu=1lu+(-THu=(1—Tu=0u=0.
Masrészt ha v is additiv inverz, azaz u + v = 0, akkor

V=Vv+0=v+u+(—-THu=u+v+(—-THu =0+ (—Tu = (—1u.



B folyt.

3. Adjunk az u + v = u mindkét oldalahoz —u-t:
Ekkor —-u+u+v=—u-+u,azazv=0.

4. Hau+v = u+w, akkor mindkét oldalahoz —u-t adva
—U+U+V=—U+u+wadodik, azazv =w.

5. («): (M2) szerint Ou = 0, lassuk be, hogy c0 = 0 minden
¢ € [F konstansra.
L' u tetszoleges, ekkor

cu+c0=c(u+0)=cu,
amibdl a 3. allitas szerint c0 = 0. (Ezzel igazoltuk, hogy ha
¢ =0vagy u =0, akkor cu = 0.)
(=): Igazoljuk, hogy ha cu = 0, akkor c = 0 vagy u = 0.
Tegyuk fel, hogy ¢ # 0.
Ekkor ¢ létezik, igy

u=Tu=(c'u=c(cuy=c'o=0.



Linearis kombinacio

L! Vg vektortér és A = {v1,V,,...,Vp,... } egy véges vagy végtelen
vektorhalmaz.

D Alinearis kombinacio veges YL, a;v; alaki 6sszeg, ahol
Vi,Vp,...,Vp €V, q; € F.

D AMH a véeges vagy végtelen A vektorhalmaz linearisan fuggetlen,
ha minden véges részhalmaza linearisan fuggetlen.

D AMH A generatorrendszer V-ben (kifesziti V-t), ha barmely v e V
vektor eldall veges sok A-beli linearis kombinaciojakent.

D AMH AaV egy bazisa, ha linearisan fuggetlen generatorrendszer.

P TF[x]-nek nincs véges bazisa, de {1,x,x?,...} bazis.

P F[[x]]-nek nem generatorrendszere {1,x,x%,...}, mert 3-0° ; apx"
nem all eld véges linearis kombinacioként. Nincs megszamlalhato
generatorrendszere, van kontinuum flggetlen.

P TF[x,y] egy bazisa: 1, x, ¥, X2, Xy, y*,... 8



Linearis lekepezések



Linearis leképezés

D

P

Legyen V és W ket FF test folotti vektortér. Azt mondjuk, hogy egy
A:YV — W leképezés linearis, ha homogén és additiv, azaz ha
tetszOleges x,y € V elemre és ¢ € FF skalarra

A(cx) = cA(x) (A homogeén,)
A(X+Y) = AX + Ay (A additiv.)

VY = W esetén linearis transzformacionak is nevezzuk.

Képter: ImA = {Ax | x € V} = A értékkészlete (altér)

Magter: KerA = {x | Ax =0} = azoknak a vektoroknak az altere,
melyeket A a nullvektorba visz.

A sikbeli vektorok egy rogzitett O pont koruli forgatasa, nagyitasa,
egy egyenesre valo tiikrozése és merdleges vetitése linearis
leképezes.

AD:frfésazl:fw— fabfleképezések linearis leképezések. 9



Linearis leképezés ekvivalens definicioi

A L'V ésW azF test folotti vektorterek. Egy tetszéleges A:V — W
leképezesre az alabbi allitasok ekvivalensek:
1. A linearis, azaz homogén és additiv.
2. TetszOleges X,y € V és ¢,d € F esetén

A(cx + dy) = cA(x) + dA(y)
3. TetszOleges x,y € V és c € FF esetén
A(ex+y) = cA(X) + A(y)

4. ,Megbrzi” a linearis kombinaciot, azaz tetszoleges
X1,...,Xp € V vektorokra és ¢y, ¢y, ..., C, € F skalarra

A(C1X1 + -+ - + CpXg) = C1AX] + - - - + CRAXg.

B 1.=4=2=3=103=>1.A0=A(-0+0)=-A0+A0=0
~ A(cX) = A(cx + 0) = cAX + A0 = cAx, az additivitas trivi) 10



A linearis leképezés szemléltetése levéldiagrammal

m L'V és W az IF test folotti vektorterek és A : V — W egy linearis
leképezés:

er

"



Linearis leképezések tulajdonsaga: altér képe altér

T LIA:V — V' linearis leképezées. Ekkor
1. A(0) = 0 (pontosabban A(0y) = 0y),
2. altér képe alter,
3. affin altér képe affin altér.
B LU <V egyaltér, x € V egy adott vektor.
1. A(0) = A(OV) = 0A(V) = 0
2.W:={w|3Ju el :A(u) =w}, azaz W az U altér képe.
Megmutatjuk, hogy W altér. L' A(u;) = w; (i=1,2), c € F:

CW1 + Wy = CA(uq) + A(uz) = A(cuq + uy).

3.W:={w|3uel:A(u+x)=w},azaz W azU + x affin alter
képe. Megmutatjuk, hogy W — Ax altér, azaz W affin alter.
A(Ui 4+ X) = w; + Ax, azazw; € W — Ax (i =1,2), c € F:

cwq 4wy = Cc(A(uq + X) — AX) + A(uy + X) — AX = A(Cup + Uy). 12



Tovabbi példak linearis leképezésekre

Legyen A € F™*" Az x — Ax leképezest matrixlekepezesnek
nevezzuk.

Minden matrixleképezés linearis leképezes.

A(cx +y) = cAX + Ay.

L' K a kompakt tartoju fuggvenyek vektortere:

K ={¢|¢ecC®(R) és egy véges intervallumot kiveve mindenutt 0.}

LfeCOR): aTs: K = Ryp s fpfp

Dirac-9: § : K = R; p — ¢(0)

Derivaltja: ' : K — R; p — —¢'(0)

e linearis algebrai megkozelitéssel targyalhato és igazolhato a
mérnoki matematika ,tapasztalata”, hogy az egységugras
fuggveny ,derivaltja” a Dirac-4, amely fliggvényként mindenutt 0O,

csak 0-ban oo Ugy, hogy integralja 1. "



Példak nem linearis leképezésekre

P x+— Ax+b,hab#0.
- (V2= (X+y—2z,y—Z+1,x+ 2y —32)
- azeltolds (x — x+ b)
az elozok bizonyitasa: a 0 képe nem a 0.
- C-Czw— |7
nem homogén, nem additiv (vagy: az értékkészlet nem altér)
- C— C;z+ Re(2) (itt C a C folott értendo)
nem homogén (ez additiv, de az értékkészlet itt sem altér)

a Cg — Cg;z+— Re(2) leképezés viszont linearis!

14



A linearis F" — F™ leképezések matrixleképezések

T Legyen A:F" — F™ egy tetszéleges fliggvény. Az A pontosan
akkor linearis leképezés, ha létezik egy olyan m x n-es A matrix,
hogy az A fuggveny megegyezik az x — Ax leképezéssel. Ekkor

A = [Aeq|Aey|. .. |Aey],
ahol e; az i-edik standard egységvektor (i =1,2,...,n).
B (A matrixleképezés = A linearis) v/
(A matrixleképezés < A linearis)
AX = A(x1€1+ X262 + ... + Xn€p)
= XjAeq + X2Ae) + ... + X,Aep
X1

:[Ae1 Aey ... Aen} "

Xn 15



m Linearis leképezésekrdl olyan esetben is beszélhetlink, amikor a

leképezésnek nincs matrixa (pl. végtelen dimenzios vektorterek
esetén).

Kiulonbség van a linearis leképezés és a matrixleképezés kozt

F" — F™ fliggvények esetén is:

A linearis leképezes flggetlen a bazistol, az csak maga a fuggveny,
mely megadja, hogy melyik vektornak melyik vektor a képe.

A matrixleképezés mindig valamely bazisra vonatkozik. Egy
linearis leképezéshez minden bazisban tartozik egy
matrixleképezés, melynek matrixa flgg a bazistol.

Alinearis F — FF leképezések azonosak az x — cx fuggvényekkel,
ahol ¢ € F konstans. Az x — cx +d (c,d € F, d # 0) nem linearis
leképezes!!



Linearis leképezések néhany tulajdonsaga

A L' Vg és Wk vektortér, Ba V egy bazisa, és ¢ : B — W a bazison
értelmezett tetszéleges fuggvény. Ekkor 3'A: V — W linearis
lekepezes, melyre Ab = p(b) minden b € B vektorra.

B Av =" vb;vektorra Av := >F  vip(b;). Ez jol definialt, mert v
felirasa egyértelmd.

Az A linearis: Llu = S uib;v=3F . vb; (by,...,b,azuésv
felirasaban szerepld baziselemek unioja).

Alcu+v) =A(Z 1(Cu +vi)by) = T (cui + vi)p(b) =
X uip(by) + Siq vie(by) = cAu + Av

F Adjunk meg a standard matrixaval olyan R" — R" linearis trafot,
melyre KerANnImA # {0}.



Linearis leképezések néhany tulajdonsaga

D Egyf:V— Wflggvény
1. szurjektlv, ha ,raképezés”, azaz Ranf = W,
2. injektiv (egy-egyértelm(), ha u # v € V esetén f(u) # f(v),
3. bijektiv (kolcsonosen egyértelm), ha injektiv és sziirjektiv.
A L'A:V — W linearis leképezeés.
1. Aszurjektiv <= ImA=W.
2. Alinjektiv <= KerA = {0}.
B 1.V,2
(=)Au=0=A0~u=0
(<) Au=Av~0=Au—Av=A(u—vV)~u—veKerA={0} ~
u=v
F (a) derivalas R[x]-en, (b) integralas C|a, b]-n, (c) origd koriili
forgatas, (d) (szabad vektorok) egyenesre valo merdleges vetitése



Vektorterek izomorfizmusa




Izomorfizmus

D AV — W leképezést izomorfizmusnak nevezzik, ha bijektiv és
linearis. AMH a V és W vektorterek izomorfak, ha van koztik egy
izomorfizmus. (<= KerA = {0}, ImA =W.) Jelolés V ~ W.

P Legyen {u,v} C R3 fiiggetlen vektorrendszer, és A : R? — R?
legyen az a linearis leképezes, melyre A: (1,0) — u, A: (0,1) — v.
Mit mondhatunk az R? és a V = span(u, v) vektortérrél?

A 0HauAv2E W, A és B lin.lek, akkor B o A lin.lek.

L. Hau v 2 W, A és B izomorfizmus, akkor B o A izomorfizmus.
2. HaA:V — W izom., akkor 3A=": W — V inverz és az izom..

B (BoA)(cu+vVv) = B(A(cu+V)) = cB(Au)+B(Av) = c(BoA)u+ (BoA)v
2. A bijekcio ~» Yw3'v: Av = w ~» A~'w := v bijekcio.

A=T linearis: A= (cwq +wy) = A~ (cAvy + Avy) = A7 (A(cvr +vp)) =
Vi + Vo = cA wy + A .
K A vektorterek izomorfiaja ekvivalenciarelacio. 19



Véges dimenzios terek jellemzése

T Ha Vr-nek van n-elemu bazisa, akkor V ~ F".

B L!B={b,...,b,} bazis V-ben, és a koordinatazo lekepezés
R:V —=TF"v— [V]g=(v1,...,Vp), hav=>vb;
k linearis: u =Y u;b;, v= > v,b;:
R(cu +v) = R(c> ujb;j + > vibj) = R(>>(cuj + vj)b;) =
(CUr+ Vi, .. CUn+Vn) = (U1, ..., Up) + (V,...,Vy) = CR(U) + R(V)
kinjektiv: R(v) = 0 ~» v = > 0b; ~» Kerk = {0}.
k szurjektiv: (xq,...,Xn) € F'-re R(X x;bj) = (x1,...,Xn).

20



Véges dimenzios terek jellemzése

K Egy végesen generalt vektortér bazisanak elemszama egyértelm
(ez a tér dimenzioja).

B Haa )V térnek van veges generatorrendszere, van véges bazisa is
(elhagyjuk a fliggdket).
Ha a minimalis méretl bazis n-elemd, és van m > n elemd
fuggetlen, akkor a k : V — F" izomorfizmussal {R(v1),...,R(Vm)}
is fuggetlen, ui.
0= CiR(Vi) ~ 0=R(X;Civj) ~ 0= cvj~ Vi0=cj, merta
v; vektorok fuggetlenek.
F"-ben nem létezik n-nél tobb elemd fliggetlen rsz. v/

K Két azonos test folotti veges dimenzios vektortér pontosan akkor
izomorf, ha azonos dimenziojuak.

21



Linearis transzformacio matrixa




Linearis transzformacio matrixa egy adott bazisban

A L'L:Vr — Vrlinearis transzformacio, és B az n-dimenzios V egy
bazisa. Ekkor van olyan Lg matrix, melyre [Lv]z = Lg|v]s,

nevezetesen
L = [[Lba]s | - - | [Lbn]s]
V1
B Llv=>vbjazaz|vlg= | : |, es L ka koordinatazo fuggveny.
Vn
V1
Ls[v]s = [[Lbils | -+ | [Lbals] | : | = SvilLbils = S vik(Lby) =
Vn

R(3CviLb;) = R(L(3 viby)) = R(Lv) = [Lv]B
Lp egyértelmd, mert [Lb;]z csak Lge), azaz az Lg i-edik oszlopa

lehet.
22



Linearis transzformacio matrixa kiilonbozo bazisokban

Cpu CBeua CBea CacB= Cl_gj_A
X4 —— [[X]4 X4 —— [LX]4
La La

Lg = CunlaCsey, illetve
LsCreu = Cpula L= Co LnC
A = LB AFBYB+—A

23



Valami hasonlo a Rubik-kockan




Irjuk fel az origd koruli sikbeli 90°-o0s forgatas matrixat a
B=1{(2,1),(-3,—1)} bazisban.
-1
2 =3 0 —1]12 -3 7 =10

Fe =Tz, sFeTeop = =

I RS [1 —11 [1 o} L 1 [5 —7]
Irjuk fel a (2,2, 1) vektor korGli 90°-os forgatas matrixat a standard
bazisban, és szamitsuk ki a v = (3, 4,7) vektor w elforgatottjat!

Keressiink egy olyan bazist, melyben konnyd felirni a forgatas
matrixat! Pl. az x-tengely korul forgatd matrix

1T 0 O
0 0 -1
01 0

Legyen a by = 1(2,2,1), b, = 3(—2,1,2) két merdleges
egységvektor, vektori szorzatuk bs = 1(1,-2,2), igy a

B = {b4, by, b3} bazisban a forgatas matrixa épp a fent megadott
matrix.

25



Mivel

1 2 =2 1
T&—B:g 2 1 =2
1 2 2

oszlopai ortonormalt rendszert alkotnak, ezért Tz} 5 =Tk, g~

Fe = TeesFBTz, 5= TecnFsTip

1 2 =2 11 0 O 1 2 2 1 1
1 2 2110 1 0 1T =2 2 —4 8

26



Linearis lekéepezés matrixa




Linearis leképezés matrixa bazisparban

D L'L:Vg— Wr linearis lekepezes, A = {a;,...,a,} a V bazisa,
B={by,...,bn} a W bazisa.
AMH Lg. 4 az L matrixa az A, B bazisokra nézve (az A, B
bazisparban), hawv € V : [Lv]g = L 4[V]4

m A korabban tanult attérées matrixa nem mas, mint az identikus
leképezés matrixa egy bazisparban, hisz e matrix minden
vektorhoz onmagat rendeli, csak egy masik bazisban folirva. Ha |
az identikus leképezés és Tz, 4 az A-rol B-re valo attérés
matrixa, akkor

TB<—A = [/]B<—A-

27



m Koordinatazo leképezesek: Ry : Vi [V]4, kg : W — [wW]z.

1%

w
k4 kg L4 matrixleképezése kg oL ok}

F' ———— F"

Lgea

28



A L'L:Vp — W linearis transzformacio, és A = {as,az,...,an} a V,

B az W bazisa. Ekkor
Leca = [[La1]s | -+ | [Lan]B]

melyre [Lv]g = Lga[V]a.

V1
L'v=>"via;azaz [vla= | : |, és L! k4 €s kg a két koordinatazo
Vi
flggveény.
V4
LgalVla = [[Laa]s | --- [ [Lan]s] | 1 | = X vilLlajls = X viks(La)) =
Vn

k(X2 vila)) = Re(L(X_via;)) = Rs(Lv) = [Lv]s
Lz 4 egyértelmu, mert [La;]p csak Lg.4€;, azaz az L. 4 i-edik
oszlopa lehet.

29



A Hau 5 v 5w, ahol X és Y linearis leképezések, az U, V, W
bazisai rendre B, C, D, akkor

[YoXlpes = [YlprcXlces,

leképezések matrixanak szorzataval.

B L'u e U, koordinatas alakja [u]p. Ekkor

ami igazolja az allitast.

30



Linearis leképezés matrixa kiilonb6z6 bazisparokban

LB/ .A/
X4 —— [IX]p

Caen Dy
X4 — [Xs

Lgca
- Attérések: [X]A/ = CA’%A[X]A) [LX}B/ = DB’<—B[LX]37
- Az Lgc 4 s Ly 4 matrixok hatasai:

[(X]g = LacalX]a, [X|g = Larea[Xa-
- Linearis leképezés matrixai kozti kapcsolat

Dy« BLlea = Lge aCaria, azaz

-1
Leea = DBN_BLB’%A/ Carea. 31



Linearis leképezés matrixa kiilonb6zo bazisparokban

A Az A,B € F™" matrixok ugyanannak a linearis lekepezéesnek a
matrixai két bazisparban <= 3IC e F"™" D € F™ "™ invertalhato
matrixok, hogy B = D~'AC.

B (=) azel6zbkben lattuk
(<) az x — Ax matrixleképezés lesz a linearis leképezés és a két
bazispar egyike a standard, masika a C és D oszlopvektoraibol all.

A Linearis leképezések matrixai Ha A és B ugyanannak az’ V — W
lin. leképezésnek két matrixa kiilonbozd bazisparokban, akkor a
két matrix rangja és nullitasa megegyezik.

B havalamely invertalhatd C és D matrixszal A= D~'BC és
atrendezve B = DAC™', akkor a szorzatmatrix rangjara vonatkozo
allitas szerint r(A) = r(D~'BC) < r(B) és r(B) = r(DAC™") < r(A).
Igy r(A) = r(B).

Innen dim(N(A)) = n —r(A) = n —r(B) = dim(N(B)). 32



:
P L!A:[
1

C =1{(1,2),(1,1)}. Irjuk fel az [L]¢._s matrixot!

1 1

M A=[llece, Beeg = [O 1
10

[Lees = CelellleeBees.
A szamitasok:

0
1
2

oo |

1
2

1M 4 —
1], C5<—c = [

1 1 0
1 1 0|0 -1 1
12 111 0 2 - [L]C%B:l;
-1 1710 1 T11 =1 3
2 =111 0 =110 17 =2

1
2

ﬂ ésL:x— Ax L' B={(1,0,1),(1,—1,0),(0,1,2)},
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- Ellenorzes:




P Irjuk fela D :RX]n = R[x]n_1; p(x) — p’(x) lin. leképezés matrixat
a{l,x,....x"}, {1,x,...,x"~1} bazisparban!
M Qg+ @iX—+ ...+ aX" = a1 4+ 20X+ ... + NApX" T

010 ... 0
00 2 ... 0
0 0 0 ... n

P Trjuk fela D : R[x]s — R[x]2; p(x) + p’(x) lin. leképezés matrixat a
kovetkezd bazisparokban:
1. {1,x}, {1,x, %%},
2. {x+1,2x+ 1}, {1,x,x%},
3 {x+ 1,2+ 1} {6 —x, x+2,x2 + 1}
Mi a kozos e matrixokban?
M1 [00], 2 [03] 3. [ 1 3]
00 00 1 -2
Mindegyik rangja 1.



A rang és a nullitas fogalmanak kiterjesztése

D AlinearisL:V — W leképezeés rangjan képterének dimenziojat
ertjuk, azaz r(L) = dim(Im(L)). A magtér dimenziojat, azaz a
dim(Ker(L)) szamot a linearis lekepezes nullitasanak nevezzuk,
jelolése nul(L).

T Dimenziotéetel linearis leképezésekre - rang-nullitasi tétel Legyen
L:V — W egy linearis leképezes. Ekkor

dim(Im L)+dim(KerL) = dimV mas jelolessel r(L)+nul(L) =dimV.
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A L'alinearis f: Vg — Wk leképezés rangja r (és elég, ha Vy véges
dimenzios). Ekkor 3A4, ill. B bazis a V, ill. W terekben, hogy

I, O
[f]B(—A = lo 0]
B L' {as,...,a,} bazisa Kerf-nek. Ez kiegészithetd V bazisava:

A={a),...,aya,...,a,}. Megmutatjuk, hogy {f(a}),...,f(a;)}
bazisa Im f-nek.

Fuggetlenek: 0 = - ¢if(a}) = f(3 gaj) ~ Y cai € Kerf ~
Y.caj=> daj~Vijc=d =0.

Generatorrendszer: LIv e V tetszéleges ~ v =Y ¢aj + Y d;a; ~
flv) = Y cif(@l) + X d0 € span(f(@}), ..., f(@y) ~ £ = ra
leképezes rangja.

Egészitsuk ezt ki W bazisava: B = {f(a)),...,f(a}),b1,...,b¢}. E

bazisparban:
I, O
mB%A - lé O‘| . 37



P Melyik bazisparban lesz az f : R[x], — R[x]3; p(x) — p’(x)
leképezés matrixa [ 3] alaki? Mennyi a leképezés rangja?
B dim(Kerf) =1~ r(f) =dim(Imf) =3 —1=2. Masreszt

X2 — 2

X — 1

T — 0
7 0 0
) , S .. lo10
gy A= {x,x,1}, B={1,2x,x%,x°}, a matrix .
0 0 O

HF Legyen azf:F" — F™ linearis leképezés rangja r. Bizonyitsuk be,
hogy tetszdleges r rangl A € F™*" matrix eléall f matrixaként
alkalmas bazisparban!
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Hasonlosag




A hasonlosag fogalma

D Azt mondjuk, hogy az n x n-es A matrix hasonlo a B matrixhoz, ha
letezik olyan invertalhato C matrix, hogy

B =C'AC.
] Jelolés: A ~ B.

m Ha A hasonlo B-hez, akkor B is hasonlo A-hoz.

A=CBC'=(C")'BC"=C'BC.
0 1 —6 4 —6 4 -2 =110 1] |=-2 1
P ~ , mert = )
R e e O e
-2 1 |—6 4 0 1] (-2 1 3 =2
vagy = = :
S e O e
D A C'AC alaki kifejezést az A matrix C-vel vald konjugaltjanak
nevezzuk.
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Mikor hasonlo két matrix?

T Keét matrix pontosan akkor hasonlo, ha van két olyan bazis,
melyekben e két matrix ugyanannak a linearis transzformacionak
a matrixa.

B (Llintrafo =A=Ls~B=1Lg) v
(A ~ B = 3L lin.trafo)
A~B~ B=C"AC
Legyen C = {c1,Cy,...,Cn}, ekkor

L az A matrixhoz tartozd matrixleképezés a standard bazisban, B
az L matrixa a C bazisban.
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D

Négyzetes matrix nyoman foatlojaban lévd elemeinek 0sszegét
ertjuk. jeloles: trace(A).
A nyom linearis leképezés, mert trace : F™" — ¥ és

1. trace(A+ B) = trace A+ trace B

2. trace(cA) = ctraceA
trace(AB) = trace(BA)

n

trace(AB) ZA,*B*, = Z > ajibji

=1 j=1
n n n n n
=Y D apbi=> > ajbi= Z Bj. Ay
Jj=1i=1 Jj=1i=1

m

trace(C'C) = > > 5

= trace(
n
=1 j=

BA).
C
1
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Hasonlosagra invarians tulajdonsagok

T HaA ~ B, akkor

1.

DN S

r(A) = r(B),

dim(N(A)) = dim(N(B)),

det(A) = det(B),

trace(A) = trace(B).

r(A) = dim(O(A)) =dim(Im(L)) =
dim(N(A)) = dim(Ker(L)) = dim(NV
det(A) = det(C~'BC) = det(C~ ") de
det(C) det(C™") =1.

Hasznaljuk a trace(AB) = trace(BA) 0sszefuggest:

trace(A) = trace(C'BC) = trace((C~'B)C) = trace(CC™'B)
= trace(B).

dim(O(B)) = r(B)
(B))
t(B) det(C) = det(B), mivel
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A determinans és a nyom fogalmanak kiterjesztése

D AlinearisL:V — V transzformacio det L-lel jelolt determinansan
(illetve trace L-lel jelolt nyoman) az L leképezés barmely bazisban
folirt matrixanak determinansat (illetve nyomat) értjik. A
definicio értelmes, hisz e két érték mindegyike fliggetlen a bazis
valasztasatol.
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P Melyek hasonloak a kovetkezo matrixok kozul?

b b b b b |

2
0

1
1

|

rang 1 2 2 1 2
det 0 2 -2 0 1
trace 1 3 0 2 2

M e; — eq, e — 2ey b1 — 2bq, by — by + by,
0

Az attérés matrixa: by :=e;, by :=e1+e; ~ Te g = [1

2M Megoldhatjuk egyenletrendszerrel: T := li Z] és

=" v 2 W azaz|! Or=1|® ]
0 2 0 1 0 2 0 1
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Peldak

F Hatarozzuk meg a rangjat, nullitasat, determinansat, nyomat a sik
1. « szogl elforgatasanak,
2. egy egyenesre valo tikrozésenek,
3. egy egyenesre valo merodleges vetitésének,
ater
4. egy egyenes koril valo a-szogl elforgatasanak,
5. egy egyenesre valo meroleges vetitésének,
6. egy sikra valo meroleges vetitésének,
7. egy sikra valo merdleges tiikrozésének!
F Legyen A: R" — R" egy linearis transzformacio. A {vi,...,vp}
vektorok es az {Avy, ..., Av,} altal kifeszitett paralelepipedonok
térfogata hogyan viszonyul egymashoz?
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Vektorterek direkt osszege




Két altér 0sszege

A Hal ésW aV altér két altere, akkor az egyesitésiik altal generalt
U + W altér pontosan azokbol a vektorokbol all, melyek egy U- és
egy W-beli vektor 0sszegeként eldallnak.

u

u+mw
w



T LU, W <V, ekkor ekvivalensek:
L U+W=VésUnW = {0},
2. haU egy tetszOleges bazisa B = {b;} és W egy tetszéleges
bazisa C = {¢;}, akkor BUC a V egy bazisa
3. weVIucuésI'we W, hogyv=u-+w.
B (1.=2)
BUC generatorrendszer: v=u+w =3 3ib; + > v¢;
BuUC fuggetlen: 3 Bib; + >27¢j = 0 ~
Y Bibi =X (g eUnW ={0} ~Vij: fi=7=0
- (2. =3) felirhato: v=3 b + Y v =u+w
egyértelmden:
V=Uu+Ww=73 8bj+ 3¢ =u"+w =3 Bb;+ 3¢~
Y(Bi=B)bi+ (-G =0~u=uv=V.
- B=21VU+W=V:V
UNW={0}veUNW ~Vv=V+0=0-+Vvkét killonbozd
feliras~v=0
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Két altér direkt osszege

D AV vektortérazif és W alterei (belso) direkt 0sszege, ha az el6z6
allitas barmelyik feltételét kielégitik. Jeloleés: V =U & W.

T VU < ValtéerhezZaw < v:v=UoWw

B L' BazU egy tetszéleges bazisa, és egészitsiik ki V bazisava. Az j

bazisvektorok C halmazaval L! W = span(C).

Az igy kapott W alteret U direkt kiegészitdjének nevezziik.

m A direkt kiegészité nem egyértelm(, de meréleges kiegészito
legfoljebb egy van (R folott egy, véges test folott lehet 0).

)4%

S
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Alterek direkt osszege

D L!Vgvéges dimenzidosvt, Vi,V ...,V < V. AmhaVtéra,
k
V..., Vy alterek direkt 0sszege, jel6lése V=V & ...V, = PV,
i=1

ha ¥V minden vektora egyértelmien felbomlik egy V-, egy V;-... €s
egy Vi-beli vektor osszegere.
T U'W,...,V, <V, dimV = n. Ekkor ekvivalensek:

1. V=VieWwhd...eV,
2V=Vie(Ve(V:&...0 V)
3. V=V, vieV és Sk vi=0 akkorvi=0,i=1,...,k

~

YR Vi=Vesyn (2#,- Vj) = {0}, és
5. W1,.., Vi €8y-egy bazisanak egyesitése a V bazisat adja.
m 4.-ben nem elég kikotni, hogy V; NV, = {0} barmely i # j esetén!
L''a, b € R? fggtln, V; = span(a), V, = span(b), V3 = span(a + b)
Viny,={0},deR*# V&V, ® V5, (0+0+ (@a+b) =a+b+0). 4



(1. e2)v

(1. =3) v, (3. = 1) indirekt v

(3. = 4.) indirekt: Amn Ll'v; € V1 N (Zfzz Vj).

~ =1 € 3LV~ =V = 3, v, ahol v € V),
WO:vﬁL(—vq):Zf;v/qu =V, =...=V, =0~ v, =0.
(4. = 3) Tfh Vi VN (z,@é,w) = {0}.

Llv; € Vi Z,& v; = 0. Amn Tfh v4 # 0. Mivel —v; = Zfzz vj, ezért
vieVin (z};z vj) s

(1. = 5.) AV terek bazisainak unioja generatorrendszer v/

Ha {b;} a V; bazisa és 37, >, ¢jjb;; = 0, akkor a v; = 37 ¢;;bj;
jelolessel Yjvi=0eésv; €V

vV =---=Vp =0~ ¢j=0Vij-re~ abazisok unioja
linearisan fliggetlen ~ bazis.
5.=1) v

50



Két vektortér kiilso direkt 6sszege

D L'U esW kétF folotti vektortér. Tekintsuk azid x W
Descartes-szorzatot a komponensenkénti
(u,w) + (U, W) == (u+u',w+w)
c(u,w) := (cu, cw)
muveletekkel. E struktlrat az U és W kulso direkt 6sszegenek
nevezzik, melyet U @ W jelol.
A U @ W vektortér, melynek zéruseleme (0, 0).
m AV =U & W vektortérben
U={(u,0)|ueld}~U
W ={0,w) | weW}~W.
Ha azonositjuk Z4-t ¢4-val és W-t W-vel, akkor nincs kiilénbség a

belso és kiilso direkt 0sszeg kozott. :



Vetités




Vetités egy altér mentén egy direkt kiegészitore

D L'V=UDW.A

P:V—->U,u+w—u

leképezést V-nek U-ra (vagy az els6 komponensére), W mentén
vald vetitésenek vagy projekciojanak nevezzik.

A Afenti P:V — U vetitésre:

1.

P linearis transzformacio,

2. ImP=U,KerP =W,
3.
4 | — Pis vetitées a Ker P-re Im P menten, azaz Ker(l — P) = Im P,

P az Im P-re Ker P mentén valo vetités,

Im(l — P) = KerP,
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Vetitések jellemzése

T Alinearis P: F" — F" transzformaciora ekvivalensek a
kovetkezok:
1. P vetités,
2. F"-nek van olyan bazisa, melyben a matrixa

P = diag(1,1,...,1,0,...,0) = L') 8].

3. PoP =P, azaz P idempotens (irhatjuk, hogy P> = P).
m A 3. allitas azt is jelenti, hogy ha egy P matrixra P? = P, akkor az
X — Px matrixleképezés vetités.
K r(P) =trace(P)
B A2 allitashol.
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(1. = 2.) L' U bazisa B = {by,..., bk}, W bazisa C = {cy, ...

ekkor V egy bazisa BUC. Mivel Pb; = bj, Pw; = 0, ezért
[Plsue = diag(1,...,1,0,...,0).

(2. = 3.) L! P matrixa a B bazishan P = {' 0

% O] esvey

tetszbleges. Mivel P> = P, ezért
[(Po P)(v)]g = P*[v]g = P[v]g = [PV]g, tehat Po P = P.

(3. = 1) LlaPlintraforaPoP =P, U = ImP, W = Ker P.

UNW =1{0}: havelUdnw,akkor Ix: Px =, igy
0=Pv=PPXx)=(PoP)x=Px=v.

U+W =V:VveVesetén v — Pv € KerP, ugyanis
P(v— Pv) = Pv — P(Pv) = Pv — Pv = 0,

~»V=Pv4 (V—Pv)eImP+KerP=U+W.
P az Im P-re vetit: L!v=u+w, aholu € ImP,igy 3x : u = PX,
w € KerpP ~

Pv=P(u+w) = P(Px+w)=P(Px) + Pw = Px+ 0 = u.

7C£}1




P R3-ben sikra (egyenes mentén) vagy egyenesre (sik mentén) valo
vetités:

P Hatarozzuk meg annak a linearis leképezésnek a matrixat, mely
(a) atér 0sszes pontjat az (1,—2,1) vektorral parhuzamosan az
X +y+ 2z = 0 egyenletl sikra vetiti és annak, mely
(b) a tér 0sszes pontjat az x + y + 2z = 0 egyenlet( sikkal
parhuzamosan az (1,—2,1) vektorra vetiti.
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M (a) Keressiink a sikban két fliggetlen vektort: (—1,1,0), (=2,0,1).

A vetités P matrixara

=1 =2 1 -1 =2 0 0 -1 -2
Pl 1 0 —-2{=| 1 0 0f,ahonnanP=| 2 3 4].
0 1 1 0 1T 0 -1 =1 -1
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1M (b) A vetités P’ matrixara

—1 0 —2 0 1 1
Pl1]|=10|, PPlo]|=]0|, P|=2|=]-2].
0 0 1 0 1 1
Egyetlen matrixszorzasba foglalva:
-1 =2 1 0 O 1 1 1 2
PPl 1 0 —2{=1(0 0 =2, ahonnanP = |-2 —2 —4].
0 1 1 0 O 1 1 1 2
2M (b) Mivel P’ =1 — P, ezért
7 0 0 0o -1 =2 1 1 2
P=1010/-|2 3 4 =|-2 -2 —4
0 0 1 -1 =1 -1 1 1 2
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