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NÉV NEPTUNKÓD
Bevezetés az algebrába 1 2. vizsga – elmélet 2018-01-10

Az írásbeli dolgozat első felében tesztkérdésekre kell válaszolni, melyekre összesen 20 pont kapható. A második
részében definíciók és tételek precíz megfogalmazását kérjük. A matematikailag korrekt válaszra adunk maximális
pontszámot. Az utolsó részben bizonyításokat, vagy azok egyes részeit kell tömören, de világosan leírni. A vála-
szokat írjuk a kérdéshez tartozó üres dobozba! Kidolgozási idő 60 perc. Semmilyen segédeszköz nem használható!

1. Mindegyik állításról állapítsuk meg, hogy igaz vagy hamis (I|H)! (6 pont)

a) Ha (𝑎, 14) = 1, akkor 𝑎7 ≡ 𝑎 (mod 14). I

b) Ha 𝑎, 𝑏 ∈ Z, akkor az {𝑛𝑎 + 𝑚𝑏 | 𝑛, 𝑚 ∈ Z} halmaz megegyezik az (𝑎, 𝑏) egész számú többszöröseinek
halmazával. I

c) Van olyan racionális együtthatós polinom, mely Q fölött irreducibilis, de R fölött nem, és olyan is, amelyik
R fölött irreducibilis, de Q fölött nem! H

d) Ha A ∈ R𝑘×𝑛, 𝑘 < 𝑛 és dim(𝒪(A)) = 𝑘, akkor az Ax = b egyenletrendszer konzisztens bármely b ∈ R𝑘

vektor esetén. I

e) Legyen A ∈ R7×3 és r(A) = 3. Ha az Ax = b egyenletrendszernek x0 egy megoldása, akkor x0 ∈ 𝒮(A). I

f) Minden 𝑓 : 𝑍𝑝 → Z𝑝 függvényhez van olyan legföljebb (𝑝 − 1)-edfokú polinom, hogy minden 𝑎 ∈ Z𝑝 elemre
𝑓(𝑎) = 𝑝(𝑎). I

2. Adjunk meg olyan egészegyütthatós polinomot, mely Q
fölött irreducibilis, de Z fölött nem, és egy olyat is, amelyik
Z fölött irreducibilis, de Q fölött nem! (2 pont)

pl. 2𝑥 + 2, 5

3. Az alábbi négy mátrix közül melyik merőleges vetítés min-
den teljes sorrangú valós A mátrixra? (2 pont)
(a) AA+A, (b) A+A, (c) A(ATA)−1AT, (d) AT(AAT)−1A.

(b), (d)

4. Melyik altér az alábbiak közül az R feletti valós 𝑛 × 𝑛-es
mátrixok vektorterében? Az 𝑛×𝑛-es (a) zérus mátrix egyedül,
(b) invertálható mátrixok, (c) A-val fölcserélhető mátrixok,
(d) diagonális mátrixok, (e) egész elemű mátrixok. (2 pont)

(a) igen, (b) nem, (c) igen, (d) igen, (e) nem.

5. Számítsuk ki a Φ6(𝑥) körosztási polinomot! (Lehet a defi-
níció segítségével is!)

𝑥2 − 𝑥 + 1

6. Soroljon fel legalább négy testet, és legalább két gyűrűt
(melyek nem testek)! (2 pont)

testek: Q, R, C, Z𝑝, gyűrűk: Z, Z𝑚, Z[𝑥], R[𝑥].

7. Ha det[x1 | x2 | x3] = 3, akkor mennyi a
det[2x3 | (x1 − 2x2) | (x2 + x3)] determináns értéke?
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8. Legyen A ∈ R8×5. Mit lehet tudni 𝒪(A) és 𝒩 (A) dimen-
ziójának kapcsolatáról? (2 pont)

dim(𝒪(A)) + dim(𝒩 (A)) = 5.
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9. Definiáljuk a primitív polinom fogalmát! (2 pont)

10. Definiáljuk a determináns fogalmát! (2 pont)

11. Hogy szól a prímszámtétel? (3 pont)

12. Írjuk le a legjobb közelítés tételét! (vektornak altérbeli) (3 pont)

13. Mondjuk ki a számelmélet alaptételét és igazoljuk annak egzisztenciára vonatkozó részét! (5 pont)

14. Igazoljuk a két mátrix szorzatának és összegének rangjára vonatkozó tételt! (5 pont)
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