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Meroleges vetités, legjobb kozelités



Meroleges vetités

T Asikvagy a tér vektorait egy b iranyvektorl egyenesre
merélegesen vetito leképezés matrixa
1
b’b
B x-nek a e egységvektor egyenesére esd meroleges vetiilete

P= —_bb', specialisan P = ee', ha e egységvektor.

proj,x = (x-e)-e =e(e-x) = e(e'x) = (ee")x ~ P = ee'.

Ha b # 0, akkor e = b/|b| jelolés mellett P = ee” = bb'"/|b|%.
n

] , o X proj, x
T A ter vektorait az n egyséegnyi

normalvektorl sikra merodlege-
sen vetitd leképezés matrixa S

rojc x
P=1-nn". .



Vetités hipersikra és egyenesre R"-ben

m A tér sikra és egyenesre vonatkozo vetitd és tiikrozo matrixai
valtoztatas nélkil atvihetok R hipersikra és egyenesre
vonatkozo transzformacioira.

P Irjuk fel az R*-beli v = (1,0,2, —2) vektorra valdo meréleges
vetités P matrixat!

10 2 =2
0O 0 ©
_ A — ]
M P=_wW =g 5 0 4 -4
-2 0 —4 &4

P Irjuk fel az R*-beli x + 2z — 2w = 0 egyenlet( hipersikra valo
meréleges vetités P’ matrixat! (e sik normalvektora v!)

8§ 0 -2 2
09 0O
/I 1 T _ _ 1
M P =1-gGw=I-P=3 W =
2 0 4 5



Meroleges vetiilet altérre

T Legyen W < U valos véges dimenzios vektorterek. Ekkor
1. wnwt = {0},
2. WH+Wt =U,
3. U minden vektora egyértelmuen eldall egy W- és egy
W-t-beli vektor dsszegeként,
4. (WHE=w.

D Azt mondjuk, hogy az v € V vektornak a W < V altérre eso
meroleges vetilete a w vektor, haw € W, és v —w merdleges a
W altérre, azazv — w € W, A v — w vektort a v vektor W
altérre meroleges 0sszetevojének nevezziik.



Meroleges vetités R" egy alterére

T Altérre valo vetités matrixa
Ha W < R", és az A oszlopvektorai a W egy bazisat alkotjak
(~ Ateljes oszloprangi), akkor a W altérre valo merdleges
vetités, azaz a proj,,, leképezés matrixa

A(ATA)~TAT.

B L'veR"ésw=proj,V.
OA) =W ~ Ix: AX=w
WL = N(AT) ~ v —w € N(AT)
~ AT(V — W) = 0 ~ AT(V — AX) = 0 ~» ATAX = ATv.
ATA invertalhatd, azaz x = (ATA)~'ATv
proj,, v =w = Ax = A(ATA)~"ATv.



P Hatarozzuk mega (—2,1,3) vektornak az (1,0,1) eés a (—1,2,0)
vektorok altal kifeszitett sikra es6 meroleges vetiiletét!

M Az altér bazisvektoraibol képzett matrix

17 -1 S5 -2k
A=1{0 2 ,amibélA(ATA)”Ang -2
1 4

- gy a (—2,1,3) vektor merdleges vetiilete



Meroleges vetités matrixai

T Egy P matrix pontosan akkor meréleges vetités matrixa, ha
P=P' =P

B (=) L'P=A(ATA)'AT ahol A oszlopai az O(P) egy
tetszoleges bazisanak vektorai.
Ekkor

P2 = (A(ATA)—“AT)2 = A(ATA)'ATA(ATA)TAT = A(ATA) AT = P,
PT = (A(ATA)—W)T =A ((ATA)—1)TAT = A(ATA) AT = P,

(<=) Tfh P = PT = P?. (Biz: P az O(P)-re merdlegesen vetit)
Elég megmutatni, hogy Vx : x — Px L O(P)

P2 =P ~» P(X — PX) = PX — P’X =0 ~» X — Px € NV/(P)
de P =P’ ~ x—Px € N(P") ~ x— Px L O(P).



P lIgazoljuk, hogy az

1700 0 10 0 1 3 -1 =1 —1
o100 10110 1]-1 3 =1 —1
0000 20110 &|-1 -1 3 —1
0 00O 10 0 1 1 -1 -1 3

matrixok merdleges vetités matrixai! Hany dimenzios térre
vetitenek?



Altéertol valo tavolsag

D x-neka W < R" altértdl valo tavolsagan a W altér x-hez
legkozelebbi w vektoranak téle vald tavolsagat értjiik. E vektort
az x vektor W-beli legjobb kozelitésenek nevezziik.

T Legjobb kozelites téetele: Adva van x e R", W < R". Az x
vektornak egyetlen W-beli legjobb X kozelitése van,
nevezetesen X = projy,, X.

B LlweW: x—w= (X—projy X) + (proj,, x — w).

X — Projy, X € W+, proj,, x —w € W
alkalmazhato rajuk Pithagorasz tétele:

X — W|? = |x — projyy, X|* + | projy, x — w|?.

- gy |x — w[? > |x — projy,, x|?, és egyenléség csak akkor allhat
fonn, ha w = x = proj,, x, ami egyuttal a legjobb kozelités
egyértelmuséget is bizonyitja.



Vektor felbontasa meroleges 0sszetevokre

T xeR" W <R" Az x vektor egyértelmien felbomlik egy
W-beli w és egy W-re meréleges w vektor 0sszegére,
nevezetesen W = projy, X és wt = x — w.

B Tfh letezik két felbontas: x = w + w+ = v + v+
oV — W= Wt — vt
ewW e wt

~~sV—W=0~V=W
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P L'W =span((1,-1,1,0),(0,1,—1,0)) < R* x = (8,4,2,1).
Bontsuk fel az x vektort W-be esé és W-re merédleges vektorok
0sszegere.

M A W-re valo merdleges vetités matrixa P = W(W™W)~"WT, ahol
W két oszlopa a megadott két bazisvektor, tehat

1 0 1 0 0 0] |8 8
— . —=1/2 0Of |4 1
W= T , amibol Px = U2 / =
1 — 0 —-1/2 1/2 0] |2 —1
0O O 0 0 0 0] [1 0

- lgy projyyx = Px = (8,1,—1,0) &s x — projy,, x = (0,3,3,1).
Egyszeru szamitassal ellendrizheto, hogy a (8,1,—1,0) € W és
hogy (0,3,3,1) € W+, azaz (0,3,3,1) L W, azaz merGleges a

W-t kifeszitd bazisvektorok mindegyikére. .



A vetiilet gyorsabb kiszamitasa a vetito matrix nélkiil

- WW'W) Wb =w m =

12



Optimalis megoldas




Inkonzisztens egyenletrendszerek

- Ax = b pontosan akkor konzisztens, ha b € O(A).

D Keressunk olyan x vektort, melyre Ax a legkozelebb van b-hez
(azaz (b — Ax)? a legkisebb). Ezeket az Ax = b egyenletrendszer
optimalis megoldasainak vagy a legkisebb négyzetek elve
szerinti megoldasainak nevezzuk.

- Ub= Projoa b, és az Ax = b egyenletrendszer helyett oldjuk
meg az AX = b egyenletrendszert!

T Normalegyenlet
Az Ax = b egyenletrendszer optimalis megoldasai
megegyeznek az egyenletrendszer
megoldasaival. Ezek kozil egyetlen egy esik az A matrix
sorterébe, a legkisebb abszolut értékd. (Neve

normalegyenlet-rendszer vagy normalegyenlet). .



S(ATA) = S(A), N(A) = N(AA) (azaz Ax = 0 < ATAX = 0)

(=) AX =0~ ATAX = 0 ~ N(A) C N(ATA)

(<) ATAX = 0 ~» 0 = XTATAX = (AX)T(AX) ~» AX = 0 ~>

N(A) D N(ATA), tehat N'(A) = N(ATA).

Ax = b opt. megoldasai = AX = projy sy b megoldasai

(x opt.mo. = ATAx =A"b) b — projO(A) b L O(A) ~

b — projpa) b € N(AT) ~ AT(b — projpa) b) = 0

(de Ax = prOJO(A) b) ~ AT(b — AX) = 0, ~ ATAX = ATb.

(x: ATAx = ATb = x opt.mo.)

AT(b —AX) =0~ b —AX € N(AT) ~ b — AX L O(A)

b = Ax + (b — AX) - felbontas két merodleges vektor 6sszegére
a L vetilet definicioja szerint AX = projoa) b, (X optmo.)
Egyetlen egy mo. van A'A sorterében, igy A sorterében is!
Minden valos matrixra r(ATA) = r(A). (ui. S(ATA) = S(A))

Ha A teljes oszloprangl, akkor az Ax = b egyenletrendszernek
egyetlen optimalis megoldasa van. (ui. ATA invertalhato) 14



Példa: egyenletrendszer optimalis megoldasai

P Hatarozzuk meg az

y+ z=3
X+y+22=2
X + z=2

egyenletrendszert optimalis megoldasait, és a
min. absz. értékdt!

m Az egyenletrendszer inkonzisztens:
0 1 1|3 70 1]0

0

1
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Példa folytatasa: a minimalis abszolit érteki

Az 0sszes megoldas:
2 1 3 4

1 1
123500 N ey x= 2+t
0 1 1 200 & X= :
336 9 0 1

A minimalis abszolUt értékl = sortérbe esé megoldas: az
eredeti egyenletrendszer kiegészitésevel:

T 0 1 1 1T 0 00
O 11 2=1]10 1 0 1.
-1 -1 10 00 1 1

A sortérbe esé megoldas (0,1, 1), azaz az 0sszes megoldas
ezzel folirva:




Linearis regresszio

y = a + bx valtozoira méréseket végzink, hogy meghatarozzuk
a és b érteket.

1T X Y
| X a Y2
n mérés utan | ol =1 |
T Xn Vn
normalegyenlet
1T x )2
1 1T e qal |11 1|2
X1 X . x| |5 bl ¥ ox oo Xal |
T Xn Vi

kifejtve

n x| |a Y
Sxi S| bl |y

Az y = a + bx egyenest regresszios egyenesnek nevezziik, mely

a megadott adatokra a legkisebb négyzetek elve szerinti Vv



T Az (x,y;) (i=1,2,...n) parokhoz tartozo, y = a + bx egyenlet

regresszios egyenes paraméterei kielégitik az

nooY x| lal | XV
SXi DX bl | xw;

egyenletet. Ez egyértelmien megoldhato, ha van legalabb két
kilonbozo x; érték.
még bizonyitando az egyértelmiség: ha van két kilonbozo x;

erték, akkor az
T X

1T X9
A p—
1 Xp
matrix teljes oszloprang(, igy r(ATA) = 2, és a normalegyenlet
egyértelmien egyértelmien megoldhato.



Polinomialis regresszio

- Keressiink az ag + a1x + - - - + apx* polinom egyitthatoira
optimalis becslést a legkisebb négyzetek modszerével, ha az
(xi,y;) (i =1,2,...n) parok sorozatat ismerjik.

- Keresendd az n egyenletbol allo k + 1-ismeretlenes

Ao + G1X1 + ...+ apxt = vy

Qo+ o+ ...+ apl =y,

Ao + G1Xn + ... 4+ apxt =y,

egyenletrendszer megoldasa az ao, as,.., a, ismeretlenekre.
R

T X 00X do Vi

T X ... X’? a Vo R .
’ = |""|, opt.mo. az X"Xa = X"y -béLl.
) :

T Xo ... X ag Vn

19



Pszeudoinverz




Pszeudoinverz - altalanositott inverz

- Ax = b sortérbe esd optimalis megoldasa megkaphato egy
X = ATb képlettel?

- Ax= B(: projO(A) b) egyenlet mindig megoldhato, sortérbe
esé x megoldasara X = A*b = A*b kéne!
~ At(b—b) =0~z e N(AT) = Atz =0.

- Az inverz fogalmanak sokféle altalanositasa van.

20



Moore - Penrose-féle pszeudoinverz

D A Moore-Penrose-féle pszeudoinverz
Legyen A egy m x n-es valos matrix. Pszeudoinverzen vagy
Moore - Penrose-féle pszeudoinverzén azt az A*-szal jelolt
matrixot ertjuk, amellyel
1. AT hatasa O(A)-n: a sortér minden x vektorara A*(Ax) = X,
2. AT hatasa O(A)+-én: minden z € N(AT) vektorra Atz = 0.

- m x n-es matrix pszeudoinverze n x m-es
- Afenti At matrix létezését még bizonyitani kell.
- N(AT) = N(AT), és S(AT) = N(AT) L, Tgy

S(AT) = S(AT) = O(A).

21



Néhany pszeudoinverz

- At =A"T haAinvertalhato,
- Oxxn = Onxmy

- [a]* =[Ya], ha a # 0, és [0]* = [0],

- (A+)+:A,
- haa;#0(=1,2,...,r), akkor
- o+ - -
an 0 ... 0 ai” 0 ...
0O ap ... 0 0 Oizz
C 0 -1 0 =z - . 10
0 0 ...ay 0 0 ... ai”
0 0 | 0] 0]
= mxn L 4 nXm

22



A pszeudoinverz matrixa

T A pszeudoinverz matrixa
Minden valos matrixnak létezik pszeudoinverze és az
egyértelmU. Ha a valos A matrix teljes oszloprangl, akkor

At = (ATA) AT, (1
ha teljes sorrangu, akkor
At = AT(AAT)7", (2)

Ha A = BC, ahol B egy teljes oszloprangu, C egy teljes
sorrangl matrix, akkor

AT =CtBT =c'(cc")7'(B"B) "B’ (3)
= C"(B'AC)'B. (4)



- A€ R™" teljes oszloprangl ~» S(A) = R" ~ (ATA)~TATAX = x.
A'z=0= Atz =0, mert (ATA)~'ATz = (ATA)~'0 = 0.

- Ateljes sorrangl ~~ O(A) = R™ ~~ Ax = y konzisztens
X az egyetlen sortérbe es6 megoldas, akkor minden mas x
megoldas esetén projg X = X ~ ATy = X, ugyanis

projs(a X = AT(AAT) ~Ax = (AT(AAT) ") (Ax) = A*y.

- A=BC y=Ax,w=Cxésy=Bw
B teljes oszlop-, C teljes sorrangll ~ CTBTy =Ctw=x a)v
A és B oszloptere azonos ~ BTz = 0, tehat C"BTz = 0 b) v

- HaXeésYisazA pszeudoinverze, akkor hatasuk azonos O(A)-n
és O(A)*-en, igy azonos ezek egy-egy bazisan, vagyis az R™ tér
egy bazisan ~» a tér minden x vektorara Xx — YX = 0 ~

(X—Y)e;=0~X=Y. )



Peldak

- Szamitsuk ki a kovetkezo matrixok pszeudoinverzét!
0 1

B=1|1 1]/,C=
T 0

1T 0 1
0 11

0 11
]éSM:112
T 0 1

- Bteljes oszloprangl, hasznaljuk az (1) képletet

—q
B*(BTB)1BT[2 1] [o 1 1]
1 2 71 0
| —1/3- 0 1 1 |- V3 23
B e T T I O R 0 N 7 TV T | I
- A C matrix teljes sorrang(, igy a (2) képlet szerint

10 5 =f 23 =13
cr=c(ccH'= [0 1 [ 1 = |- 25|.
1/3 1/3

25




M bazisfelbontasa BC:

2/3 _1/3
tT=C'Bt=|-15 24
1/3 1/3
A (4) képlettel
=c'(B"MC")~ "B’
17 0
1
0 1
0
1 1
4 1
_9 5 1 —4
17 2 1

|

_‘1/3 'I/3
2/3 'I/3

Qo O
O 4
—_ N

26



T ATAésAAT merdleges vetités
TetszOleges A € R™*" matrix esetén

ATA = projs;n €s AAT =projon) -

Tehat ATA az R" teret merdlegesen vetiti A sorterére, mig AAT
az R™ teret merdlegesen vetiti A oszlopterére.

1B ATA = (R"(RR")""(B'B)~'B")(BR) = R"(RR") 'R,
AAT = (BR)(R"(RR")~"(B"B)~'B") = B(B'B)~'B'.

- ATA =RT(RR")"'R az R" oszlopvektorai altal kifeszitett térre -
azaz a sortérre — valo meroleges vetités matrixa, mig
AA+ = B(B'B)~'B" a B oszlopvektorai altal kifeszitett térre -
azaz az oszloptérre — valo meroleges vetités matrixa.

27



>
o>

o/ AT o

S(A) O(A) =8(AT) = S(AT)
2B (A definicio alapjan) Legyen x = X+, ahol

X = projs) X €€ S(A), tehat A*Ax = x és y € N'(A), azaz

ATAX = ATA(X +y) = ATAX + ATAy = X + AT0 = X = projga) X.

- b=b+zaholb= Projoa) b €€ O(A) ész € N(AT), azaz
Atz =0~ AATb = AAT(b +z) = AATb + AAtZ = AATD = b,
ahol az utolso egyenldség azért all fenn, mert A és AT inverz
leképezések a sortér es az oszlopter kozott.

28



T Moore - Penrose-tétel
A valos A matrixnak X pontosan akkor pszeudoinverze, ha az
alabbi négy feltétel mindegyike fennall:

a) AXA=A, b)XAX=X, c) (AX)"=AX, d)(XA)" = XA.

B (AT teljesiti e feltételeket)
AATA = AR"(RR")~'(B"B)~'B'A
= BRR'(RR")'(B'B)"'B'BR=BR = A
ATAAT = RT(RR")~"(B'"B)"'B'BRR'(RR")'(B'B)'B"
— R'(RR")~"(B'B) "B = A*
- AAT és ATA meroleges vetitések matrixai, €s minden
merdleges vetités matrixa szimmetrikus.

29



(EgyertelmUség) Tfh X és Y is teljesiti a 4 feltételt:
AY 2 axay < (AX)T(AY)T = XTATYTAT

— XT(AYA)T 2 XTAT = (Ax)T < AX

YA 2 vaxa 2 (ya) (xa)T = ATYTATXT

= (AYA)XT Z ATXT = (xA)T £ XA

)

v 2 vay @ vax © xax 2 x.

30



A minimalis abszolit értéki optimalis megoldas

T Optimalis megoldas pszeudoinverzzel

Legyen A egy valos matrix. Az Ax = b egyenletrendszernek az
X = ATb a minimalis abszollt értékl optimalis megoldasa.

- (A*b optimalis megoldas), azaz megoldasa az ATAx = ATb
normalegyenlet-rendszernek

- lgazolni kell, hogy ATAA*b = ATb.

- Elégezt: ATAAT = AT

- A=BR

A'AAT = (R'B")(B(B'B)'B")
=R"(B'B)(B'B)"'B" =R"B" = A’
- Atb asortérben van, és a sortérbe csak egyetlen optimalis

megoldas esik
31



P Adjuk meg az

y+ z=3
X+y+22=72
X 4+ z=2

egyenletrendszer minimalis abszoldt értékd optimalis
megoldasat!

M Az egyenletrendszer inkonzisztens, ami bovitett matrixanak
redukalt [épcsos alakjabol leolvashato.

A minimalis abszolUt értékl optimalis megoldas

32
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