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Az R" vektorter



Az R" vektortér fogalma

D Halmaz hatvanya

Egy tetszéleges H halmaz elemeibdl képzett rendezett
elem-n-esek halmazat H"-nel jeloljuk.

- H=1{01} elemeibol képzett rendezett elemharmasok:
H3 — {(OYOIO)I (OIOI1)I (07110)7 (1IOIO)Y (OI1I1>Y (1IOY1)I (17110)7 (’IIIII’I)}'

- Sik pontjai és vektorai R?, téré R3
- Halmaz hatvanya # hatvanyhalmaz (halmaz 6sszes
részhalmazanak halmaza)



4-dimenzios kocka

10:

2D:

4D:

3D:




Az R" vektorter

Vektormuveletek R"-ben



D Vektormlveletek definicioi
Legyen c € R tetszéleges valos, u = (uq, Ua, ..., Up) €S
V= (v1,Va,...,Vn) az R" két tetszoleges vektora. Két vektor
0sszegen és egy vektor c-szeresén az

U+v=_Ui+Vv,Uy+Va...,Un~+Vp)

cu = (cuq,CUy, ..., CUp).

R"-beli vektorokat értjuk.



Az R" vektortér alaptulajdonsagai

T Az oOsszeadas és skalarral szorzas tulajdonsagai

L' u,v,w € R" tetszéleges, c,d € R, jelolje 0 a (0,0,...,0)
vektort. Ekkor

Al u+v=v-+u folcserélhetd (kommutativ)
A2 u+(Vv+w)=(u+V)+w csoportosithato (asszociativ)
A3 u+0=u zérusvektor

M1 ¢(du) = (cd)u a ket szorzas kompatibilis
M2 Qu=0 szorzas 0-val

M3 1u=u szorzas 1-gyel

DT c(u+v)=cu+cv disztributiv

D2 (c+ d)u=cu+du disztributiv




B Mindegyik visszavezethetd a valos szamok algebrai
tulajdonsagaira. Pl: A1 bizonyitasa:

U+v=_Us+Vvi,Uy+Va...,Un~+ Vp)
= (V1 + U1, Vo + Uz, ...,V + Up)
=V-+Uu.

m u ellentettjén a —u-val jelolt vektort ertjuk, melyet u-hoz adva
a nullvektort kapjuk: u+ (—u) =0 ~
—u=(=Tu=(=Ug,—Uz,...,—Up) ~»U—V=U+(—V).

- Askalar hatra is irhat6: cu = uc, u/c = tu

- A1-A3 az 6sszeadas (addicio), M1-M3 a szorzas (multiplikacio),
D1-D2 a két mivelet kozos disztributiv tulajdonsagait irjak le.

- Avektortér altalanos fogalma erre épul, mivel sok matematikai
objektum rendelekezik e tulajdonsagokkal. Példaul a folytonos
valos fluggvenyek, a differencialhato valos fuggvenyek, a
polinomok, a legfoljebb 3-adfokd polinomok,...



Vektorok linearis fiiggetlensége

D

Linearis kombinacio

Vektorok linearis kombinaciojan skalarszorosaik 0sszegét
értjuk. Konkrétan: vy,vs, ..., v, € R" egy linearis
kombinacidja a civq + Vo + ... + ¢,V vektor, ahol
C1,C2,...,Cp € R tetszoleges konstansok.

Vektorok linearis fliggetlensége

Azt mondjuk, hogy egy v vektor linearisan fuggetlen a vy,
Vy,.. Vi (R > 1) vektoroktol, ha v nem fejezhetd ki e vektorok
linearis kombinaciojaként. Azt mondjuk, hogy a vi, v5,...vp,

(R > 2) vektorok linearisan fliggetlenek ha e vektorok egyike
sem fejezheto ki a tobbi linearis kombinaciojaként. Az
egyetlen vektorbol allo vektorrendszert linearisan
fliggetlennek tekintjuk, ha a vektor nem a zérusvektor.



D Vektorok linearis 0sszefliggoséege
Egy vektorrendszer linearisan 0sszefliggd, ha nem fliggetlen.
(> 2 vektorbol allo vektorrendszer linearisan 6f,, ha legalabb
egyikiik kifejezhetd a tobbi linearis kombinaciojaként
[linearisan fligg a tobbitél], az egy vektorbol allo
vektorrendszer lin. 6f, ha a zérusvektorbol all.)

D Generatorrendszer
Azt mondjuk, hogy a vy, Vs, ...V, € R" vektorok
generatorrendszert alkotnak, ha a vektortér minden vektora
eldall ezek linearis kombinaciojaként.

D Bazis
Egy vektortér fliggetlen vektorokbol alldo generatorrendszerét
bazisnak nevezzik.



A standard bazis

D Standard bazis
Aze; = (1,0,...,0), &= (0,1,...,0),.. e, = (0,0,...,0,1)
vektorokbol allo halmazt az R" vektortér standard bazisanak
nevezzuk.

T Astandard bazis bazis
Az R"-beli eq, e,,..., e, vektorok bazist alkotnak.

B Flggetlenek: e; nem all eld a tobbi vektor linearis
kombinaciojaként, hisz azok els6 koordinataja 0, igy barmely
linearis kombinaciojukban is 0 az elsé koordinata, e;-ben
pedig 1. Hasonloan a tobbire.

Generatorrendszer: egy tetszoleges v = (vq, Vs, ..., V,) vektorra

(V1,V2,...,Vn) =\Vie1+ Ve + ...+ Vpep,

tehat minden vektor eléall az e, ..., e, lin. komb.-jaként. 9



Linearis fliggetlenség

T Linearis fliggetlenség
Tetszoleges R"-beli A = {a1,ay,...,a } vektorrendszerre az
alabbi két allitas ekvivalens:
1. A linearisan fuggetlen.

2. A zérusvektor csak egyfeleképp - a trivialis médon - all
eld A linearis kombinaciojakent. Masként fogalmazva, a
C1, C,..., Cp Skalarokkal vett linearis kombinacio csak akkor
lehet a nullvektor, azaz

Cla1+Cay+...+Car =0

csak akkor allhat fenn,haci=c, =...=¢c, = 0.

10



B Tfh a vektorrendszer csak egyetlen a vektorbol all.
Ekkor a tétel azt allitja, hogy e vektor pontosan akkor linearis
fuggetlen, azaz pontosan akkor nem a nullvektor, haaca=0
csak ¢ = 0 esetén allhat fenn. Ez nyilvanvalo v/
Tfh a vektorrendszer legalabb két vektorbol all.
Kontrapozicioval bizonyitunk: A = B (ha A, akkor B) allitast a
vele ekvivalens =B = —A (ha nem B, akkor nem A) allitassal.
(<) Megmutatjuk, hogy ha cja; + ... + cpa, = 0 csak
1 =...=C, = 0 eseten allhat fenn, akkor semelyik a; sem
fejezhetd ki a tobbi lin kombjaként (i=1,..., k).
Tfh valamelyik - pl. a a1 - kifejezhetd a tobbi lin kombjaként:

a1 = dray + ...+ dpag,
vagyis atrendezeés utan
(—1)&11 +dya, +...+ d,?a,? =0.

a 0-t eldallitottuk nemtrivi lin kombként. n



(=) Megmutatjuk, hogy ha a vektorrendszer egyik vektora sem
all el6 a tobbi linearis kombinaciojaként, akkor egyedil csak a
csupa zérus egyltthatoju linearis kombinacioja lehet
zérusvektor.

Ismét kontrapozicioval bizonyitunk: ha van olyan - nem csupa
0 egyltthatoju - linearis kombinacio, mely a nullvektorral

egyenlo, azaz
Cla1+ Gay+ ...+ Crap =0,

de valamelyik egylitthato — példaul a ¢c; - nem 0, akkor ay
kifejezhetd a tobbi vektor linearis kombinaciojaként:

ami bizonyitja az allitast.

12



Skalaris szorzas

D Skalaris szorzas R"-ben
Legyen u = (U1, Us,...,Upn) €SV = (V1,V5,...,V,) az R" tér két
tetszbleges vektora. Skalaris szorzatukon a kovetkezd
kifejezést ertjik:

U-V=UVi+ Uy + ...+ UpVp.

P Legyenu=(2,3,4,14) ésw = (0,3,6,—2). Szamitsuk ki u - w és
VU - u értékét!

Muw=2-0+3-3+4-6+14-(=2)=5.

- U-u=+v2-243-34+4-4+14-14 =+/225=15.

13



A skalaris szorzas alaptulajdonsagai

T Askalaris szorzas alaptulajdonsagai

Legyen u, v és w az R" harom tetszdleges vektora, és legyen ¢
egy teszbleges valos. Ekkor

ST u-v=v-u kommutativ

S2 u-(V+w)=u-v4+u-w disztributiv

S3 (cu)-v=c(u-v) kompatibilis a két szorzas
S4 u-u>0eésu-u=0 <= u=0 poztyvdefinit

B A valosok tulajdonsagaibol konnyen adodnak, pl. S1-et:
u-v=uvi+UuUyVy+...4+UnVy
=ViU1+ Voly + ...+ Vplp = V- U.

m E négy tulajdonsag vezet majd az euklideszi tér fogalmahoz. 1%



Az R" vektorter

Linearis alakzatok egyenletei



Explicit Implicit
vektoregyenlet  egyenlet(rendszer)

egyenes r=rg+tv Ax+ By =C
Sikban pont r=rp AX+ By =G
ArX + B2y =G
sik r=ro+su+tv Ax+By+Cz=D
egyenes r=rg+tv AX+ By + Gz = Dy
Térben Aox + By + Gz = Dy
pont r=rp AX+ By + Ciz= D,
Ax+ By + Coz= D,
Asx + B3y + C3z = Dy
hipersik 7?7 Q1X1+ QXo + ...+ anXy = Db
R"-ben sik r=ro+su-+tv 7?7
egyenes r=ry+tv I4&s

pont r=rp e




Egyenletrendszerek




Egyenletrendszerek

Alapfogalmak



Linearis egyenlet

D Az
QX1+ AXp + -+ apxp = b (1)

alakra hozhato egyenletet az x;, X,..xn ismeretlenekben linearis
egyenletnek nevezzik, ahol a;, ay,... €s ap, valamint b
konstansok. Az aq, a,,... €s a, konstansokat az egyenlet
egyutthatoinak, b-t az egyenlet konstans tagjanak nevezzuk.

P Linearisak-e az x, y, illetve az x, y és z valtozokban?
- XZ—y=0,x+2y=3%,

- Xxsinz+ycosz+y=2%0=2,

- X=Y,x=3-y+22x—y+0z2=0,x+y—2z=3
- 2414 2=0x+y+22=07



Linearis egyenletrendszer

D Linearis egyenletrendszeren ugyanazokban a valtozokban
linearis egyenletek egy véges halmazat értjuk. Altalanos alakja:

anXs + QX + ...+ QiXxp = by
(*)
Am1Xq1 + QmaXo + ... + AmnXn = brm

ahol xi, Xp,..Xx, az ismeretlenek, a; egyltthato, b; konstans tag.
Ha mindegyik egyenlet konstans tagja 0, a linearis
egyenletrendszer homogén, egyébkéent inhomogen.

- Linearis az x és y valtozokban:

ax+ y=20  FTV=O

] —X+2y=0 X+y=1
X——y= 0 0=2

a 0=0



Linearis egyenletrendszer megoldasa

D Azt mondjuk, hogy a rendezett (us, Uy, ..., Un) SZam-n-es (vagy
vektor) megoldasa (megoldasvektora) a (*) ersz-nek, ha
megoldasa minden egyenletnek (minden egyenletet kielégit az
X1 = Uy, Xp = Uy,.., Xn = Up helyettesités). Az 6sszes megoldas
halmaza a megoldashalmaz. Egy ersz konzisztens (vagy
megoldhato), ha megoldashalmaza nem Ures. Ellenkezd
esetben az ersz inkonzisztens (nem megoldhato).

m Tulhatarozott, ha az egyenletek szama nagyobb az
ismeretlenekénél, és alulhatarozott, ha kisebb.

P Tekintsik az alabbi harom egyenletrendszert:

X+ y=3 X+y=3 X =2
X+ 2y =4 y=1 y=1
Mindharomnak (x,y) = (2,1) az egyetlen megoldasa.



Ekvivalens linearis egyenletrendszerek

D Azonos ismeretlenekkel felirt két egyenletrendszert
ekvivalensnek neveziink, ha megoldasaik halmaza azonos.

T Ekvivalens atalakitasok
Egyenletrendszert ekvivalens egyenletrendszerbe visznek at:

1. ket egyenlet felcserelése;

2. egy egyenlet nem nulla szammal valo szorzasa;

3. egy egyenlet konstansszorosanak egy masikhoz adasa.
4

. egy 0 = 0 alakd egyenlet elhagyasa (csokkenti az
egyenletek szamat!)

19



Matrixok

- Fejléc nélkili tablazat: matrix (elemei azonos algebrai
struktlrabol valok).

- Altalanos alakja:

an dn Qin
an Ay ... 0dop

A= . ) . | A=1ajlmxn, A=]la]
am‘l sz oo amn

- azelso index jeloli a sor, a masodik az oszlop szamat

- Az A matrix i-edik sorara az (A);,, j-edik oszlopara az a; vagy az
(A),j, elemére az (A);; jeloleés is hasznalatos.

20



Egyenletrendszer egyiitthatomatrixa és (bOvitett) matrixa

D egyenletrendszer egyutthatomatrixa az egyenletek
egylitthatoit, mig matrixa (bovitett matrixa) az egyenletek
egyutthatoit es konstans tagjait tartalmazza.

an ap ... i an G ... Qin | b
a»p Qdxp ... don y Qp ... Gy | by

Om1 dm2 ... Qmn m1 dm2 ... Qdmn | bm

21



Egyenletrendszerek

Két geometriai modell



Sormodell 2 ismeretlennel: egyenesek metszete

P Egy egyenletrendszer és megoldasa:

X+ y=3 X+y=3 X =2
=
X+2y=4 y =1 y=1

22



Sormodell 2 ismeretlennel: egyenesek metszete

P Két masik egyenlet:

X+2y=3 X+2y=3
X+ 4y =7 2X+ 4y =6

/II
/

23



Sormodell 3 ismeretlennel: sikok metszete

24



Sormodell: hipersikok metszete

p 1

Sormodell: hipersikok metszete

Ha egy IF folotti n-ismeretlenes linearis egyenletrendszer m
olyan egyenletbol all, melyek egyikének bal oldalan sem 0
minden egyltthato, akkor az egyenletrendszer megoldasa a
nekik megfelelé m hipersik kozos része F"-ben.

Az i-edik egyenlet:
AjpXa + QjpXa + -+ - + AjpXn = b;.
Skalarszorzat alakban:
aj, - X=Dbj.

Homogén esetben: a;, - x = 0, azaz a megoldasvektor
meroleges az a;, vektorok mindegyikére.

25



Oszlopmodell, 2 egyenlet: sikvektorok linearis kombinacioja

P Egy egyenletrendszer és megoldasa:

X+ y=3 X+y=3 X =2
= =
X+2y=4 y =1 y=1
— | —

26



Oszlopmodell, 2 egyenlet: sikvektorok linearis kombinacioja

P Két masik egyenlet:
X+2y=3 X+2y=3
X+ by =7 X+ 4y =06

f
/

/

27



Oszlopmodell: vektorok linearis kombinacioja

A Oszlopmodell

A (*) egyenletrendszer a kovetkezd vektoregyenlettel
ekvivalens:

an an QA1n by

an a Qon b,
X1+ | Xo+ .o+ Xn =

am am? amn bm

E modell szerint egy egyenletrendszer pontosan akkor oldhato
meg, ha az egyutthatomatrix oszlopvektorainak dsszes linearis
kombinaciojabol allo halmazban a konstans tagokbol allo

vektor is szerepel.
28



Egyenletrendszerek

Kikiszobolés: Gauss-modszer



Elemi sormuveletek

- Egy matrix sorain végzett alabbi mUlveleteket elemi
sormuveleteknek nevezziik:

« Sorcsere: ket sor cseréje (S; +» St az i-edik és a j-edik
sorok cseréje.)

« Beszorzas: egy sor beszorzasa egy nemnulla szammal (cS;:
az i-edik sor beszorzasa c-vel)

« Hozzaadas: egy sorhoz egy masik sor konstansszorosanak
hozzaadasa (S; + cSj: a j-edik sor c-szeresének az i-edik
sorhoz adasa).

- Hasonloan definialhatok az elemi oszlopmiiveletek (O; <+ O},
cO;, O; + COJ').

29



Lépcsos alak

D

Lépcsos alak
Egy matrix (sor)lépcsos alakd, ha kielégiti a kovetkezo két
feltételt:

+ a csupa 0-bol allo sorok (ha egyaltalan vannak) a matrix
utolso sorai;

« barmely két egymas utan kovetkezd nem-0 sorban az also
sor elején (legalabb eggyel) tobb 0 van, mint a folotte lévd
sor elején.

A nemnulla sorok elsd zérustol kiilonbo6zo elemét foelemnek,
vezérelemnek vagy pivotelemnek hivjuk. Egy féelem
oszlopanak féoszlop vagy bazisoszlop a neve.

30



Gauss-modszer

- A kovetkezd matrixok [épcsos alakuak:

010110
1T =2 3 —4

3 2 1T 0 00 0 1 0 1
: , |0 0 =5 6/,

0 4 0 1 00 0 0 1 1
0O 0 0 O

0 00 0O0O0

- A Gauss-modszer, -kikiszobolés vagy -eliminacio: linearis
egyenletrendszer megoldasa lépcsos alakra hozassal
(oszloponként haladva).

31



Gauss-modszer - egy megoldas

- Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert Gauss-modszerrel:

X+ y+2z2=0

T 1 20| S=25 |1 1 210
2X+2y+3z2=2 2 2 3|2 §§;§1 0 0 —112| ses5,
— —
X+3y+3z=4 13 3|4 0 2 1|4
X+2+ z=5 12 1|5 0 1 —-11]5
1 210 11 210 11 2|0
0 2 4 si=1s, [0 2 1|4 S=3s500 2 1|4
— — —
00 —-1]2 00 —-1]|2 00 —1(2
0 1 =15 00 —3|3 00 00

X+ y+22=0 x=1
2y+ Z=4 — y:3 _>(X7y72):<1737_2)

—7=2 Z7=-2 32



Gauss-modszer - végtelen sok megoldas

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert Gauss-modszerrel:

121 2 1|1 siess 12 1 2 1] 1
1233 1/0/2% 100 2 1 012>
367 8 3|1 00 4 2 0|2
12 71 21 L X1+ 2X0 + X34+ 2X4 +Xx5 = 1
002 101 —

0000O0| 0 Ch .

- Kotott valtozok: xq és x3, szabad valtozok: xy, x4, X5, értékik

tetszoleges: pl. X, =S, x4 = t, X5 = U.

- (X1,%2,X3,X4,X5) = (3 —25 — 3t — U, 5, —3 — 3t,t, U).

33



Gauss-modszer - végtelen sok megoldas

- lrjuk fel oszlopok linearis kombinaciojaként!

X1 J g =di—m 2 —2 2 —1
X s 0 1 0 0
X3| = —]— 3t =|-3|+s| o +t|—3|+u| O
X4 t 0 0 1 0
| Xs | | u | | 0 | O] | 0] L1

F Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert!

X+ 2y 432+ 4w =1
2X+4y+52+6w=3
X+2y+ z =3

34



Gauss-modszer - homogén linearis egyenletrendszer

- Oldjuk meg az el6z0 ersz-hez tartozo homogén ersz-t.

X1+ 20+ X3+ 2%+ X5 =0 12 1 2 1
X1+ 2% +3X3+3X,+ Xs=0— 1|1 2 3 3 1| —
3X1 + 6Xy 4+ 7X3 + 8X4 4+ 3xs = 0 36 7 83
e 2 X1+204+ X3+2X+ x5 =0
00 2 10

00000 2+ X =0
(x| [-2s-— 3t— ul [ 2] _—g- [—1]
X2 S 1 0 0
x3| = —1t =s| O|+t|-3|+u]| O
Xy t 0 1 0
| X5 | i u | i O_ i O_ 1

35



Lépcsos alakra hozas

T Lépcsos alakra hozas
Barmely valos (vagy barmely test feletti) matrix elemi
sormUveletekkel [épcsos alakra hozhato.

B Az algoritmus:
1. nulloszlop(ok) letakarasa a matrix bal oldalan
2. sorcsere utan a;; # 0
3. S — 2—1”151 utan ap alatt minden elem 0.
4. takarjuk le az elsé oszlopot és az elsé sort, és ha nincs
tobb sor, VEGE, ha van, menjink az 1. pontra.

36



Egyenletrendszerek

Kikiiszobolés: Gauss-Jordan-modszer



Redukalt lépcsos alak (rref: reduced row echelon form)

D Redukalt lépcsos alak
Egy matrix redukalt lépcsos alakd, ha

1. lépcsos alakd;
2. minden féelem egyenld 1-gyel;

3. minden féelem oszlopaban a foelemen kivili elemek 0-k;

- Vezéregyes
- A kovetkezd matrixok redukalt [épcsos alaklak:

T -2 0 —4
10 0 1
: , {0 0 1 6],
0 0 00

0 00 0

O O O O
o O O —
O O O O
o O - O
o -~ O O
o - 4

37



Redukalt lépcsos alakra hozas

m Algoritmus: oszloponként haladva el6szor a vezérelemek alatt,
majd utana az utolso oszloptol kezdve folottik eliminalunk!

13 0
P Hozzuk redukalt lépcsds alakraaz [1 1 2| matrixot!
2 2 4
(1 3 0] s=ss [1 3 0 13 0] s;44s, [1 0 3
— 592 —

M1 1 2/ o —2 2| &0 1 —1=lo 1 -1
2 2 4 0 —4 4 0 —4 4 00 0
[1 3 0] 171 2] si=s, [1 1 2] 3% [1 0 3

M2 (1 1 2|22 (1 3 ol 3" |0 2 2| >¥ o 1 —1
2 2 4 2 2 4 00 O 00 O

38



Gauss-Jordan-modszer

171 210 171 210 (11 2] 0 1
1/25; 1 S a5
S22 2312 (002 4l S5 |01 5] 2| sl
13 3|4 00 —1]2 00 1|-2
12 1]5 00 00 0 0 0| O
710 100 N _
0 10| 3|s-5(0 10 3
00 1|-2 00 1|-2
0 00| 0 000| 0 Z=—2

- Tehat az egyenletrendszer egyetlen megoldasa
(vavz) = (1737 _2)

39



Gauss-Jordan-modszer - végtelen sok megoldas

121 2 1|1 121 2 1] 17 s
- 1233 1/0/=>]00 2 1 0]-1] 2
367 8 3|1 0000O0|O0
12 0 3/2 1] 3/2 Ay +§X4+X5:
001 12 0|-1/2] — :
000 0 0| 0 5t oXe =
T 00X, X0, X5) = (3= 25— 3t - s, —3 3t L),

Xq 3_2s-3t—u 3 -2 -3
X2 s 0 1 0
- |l = —1 =gt =|—3|+s| o|+t|-3|+u
X4 t 0 0 1
xs| | u | [ o o] | o

40



A redukalt lépcsos alak egyértelmiisége

T Avredukalt lépcsds alak egyértelmi

Egy test elemeibol képzett minden matrix redukalt lépcsds
alakra hozhato. Ez az alak egyértelm.

B Indirekt: R és S két redukalt lépcsos alak. Valasszuk ki az elso
oszlopot, melyben kilonboznek, és az 0sszes megel6zo
bazisoszlopot:

_ _ (1 0 ... 0]o0]
10 ... 0|n - olo
0 0 r
R : ‘ . o o 0
R=1]0 0 1| re vagy R = - .
0 0 0|0 o o ol o
0 0 0|0 :
- - 0 0 ... 0]0 4




A redukalt lépcsos alak egyértelmisége 2.

_ _ 17 0 0| 0]
1 0 ... 0] s
0 0|0
0 1 ... 01]s
S — : v S=1o 0o ... 10
S 0 O 1 Sk agy S
0 0 ol o 0 0 ... 011
0 0 ... 0O

- Mivel oszlopok kihagyasa nem valtoztat a sorekvivalencian,
ezért az R és S matrixok ekvivalensek, azaz a hozzajuk tartozo
két egyenletrendszernek ugyanaz a megoldasa

- ~svagy mindeni=1,...,kindexre r; = s;, vagy egyik
egyenletrendszer sem oldhatd meg, tehat R = S, ellentmondas.

m rref(A) az a fliggvény, mely egy m x n-es matrixhoz a redukalt
lépcsos alakjabol a zérussorok elhagyasaval kapott matrixot
rendeli. 42



Egyenletrendszerek

Peldak



Szimultan egyenletrendszerek

X+ y+ z=3 u+ v+ w=3 r4 s+ t=0
- 2XH43y+22=7 204+3v+2w =7 2r+3s+2t=0
2X+2y+32=6 2U4+2v+3w=7 2r+2s+4+3t=1

T 17 113 3 0| s,-25 T 1T 113 3 0| 5-5
- 23277020 10|11 0]
22 3|6 7 1 00 1/0 1 1

T 0 02 1 -1
O 1 011 0
0O 0 110 1 1
- Ebbdl leolvashatd mindharom egyenletrendszer megoldasa:

X 2 u 1 r —1
y = |1 ) v = |1 5 S| = 0
4 0 w 1 t 1 43



Egyenletrendszer paraméterrel

P Az a paraméter mely értékei mellett van az alabbi
egyenletrendszernek 0, 1, illetve oo sok megoldasa?

T 1 a1 S,—S; 1 1 a 1

= 1 a 1]a|l’ 22 |0 a=1 1-a | a-1| 2
a 1 1|ad 0 1—a 1—-a*|a>—a
K a 1
0 a-—1 1—a a—1
0 0 —(@a—-N@+2)|(a+MN@-1

- a =1 az egyenletrendszer az x; + Xo + x3 = 1. Ennek
megoldasa: (x,X2,x3) = (1—5—1t,s,t), azaz

X 1 1 1
| =|ol+s|1|+t]o0
X3 0 0 1

- a= —2:az utolso egyenlet 0 = 3, az egyenletrendszer nem

. Lt
konzisztens!



Linearis kombinacio meghatarozasa

P Allitsuk el6 az u = (=1,2,—-3,6) és w = (—1,2, —3, 4) vektort
(ha lehet) a vy = (1,0,1,2), v, = (=1,2,—-2,1) ésv3 = (1,1,1,1)
linearis kombinaciojaként!

M XqV1 + XVo + x3v3 = u ( = w) megoldasat keressiik. A szimultan
egyenletrendszer matrixa [vq v, v3 | u w].

T -1 1 -1 T =1 1 -1
0 21 2 2 0O 10| 2 2
1T -2 1|-3 =3 0O 0 1|-2 =2
2 11 6 4 0 0 0| O 1

amibol (x1,x2,X3) = (3,2, —2), és w valoban nem all el6 linearis
kombinacioként, mert a w-t tartalmazo egyenletrendszer
inkonzisztens.
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Linearis fliggetlenség eldontése

A LA= [a1 a ... ak}! Ekvivalens allitasok:
e az aj, ay,.., , vektorok linearisan flggetlenek;
« az A egyltthatomatrixi homogeén linearis egyrsz-nek a
trivialison kivul nincs mas megoldasa;
« A lépcsos alakjanak vV oszlopaban van foelem, azaz
r(A) = k.
P Mutassuk meg, hogy a 4-dimenzios (1,2,3,4), (0,1,0,1) es
(1,1,1,0) vektorok linearisan fuggetlenek.
M A vektorokbol képzett matrix és lépcsos alakja

7 0 1 1T 0 1

2 1 1 0o 1 -1
=

3 0 1 0 0 =2

4 1 0 0 O 0

Eszerint a homogén linearis egyrsz-nek csak egyetlen

megoldasa van, azaz az oszlopvektorok linearisan fliggetlenek. w
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