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Linearis algebra mérnokoknek

Az oOsszpontszam 50. A wdlaszokat irjuk a kérdéshez
tartozo tres dobozba! Segédeszkidz nem haszndlhatd!

0. Vialaszoljunk az aldbbi kérdésekre valamely definicié

alapjan! (1-1 pont)

a) Az A,B € R™*" métrixok hasonléak, ha
J invertalhaté C matrix, hogy A = C™'BC.

b) Legyen V és W két F test folotti vektortér. Egy L :
YV — W filiggvényt linedris leképezésnek neveziink, ha
Yu,v € V,Ve € F: L(cu+ v) = cL(u) + L(v), vagy
L(u+v) = L(u) + L(v), L(cu) = cL(u)

¢) Azt mondjuk, hogy a A szdm az L: )V — V linedris
transzformaci6 sajatértéke, ha
Jx €V, x # 0, hogy Lx = Ax.

d) Az x1,x9,23,24 szdmokhoz tartozé6 Vandermonde-
determindns definicié szerint =

1 1 1 1 1 = Lf Lf
1 X T3 X4 T2 X3 Ty
c vagy b G
:lrf 1% :r? l’i &Y 1 x3 .ng l‘g
3 23 a3 a3 1 24 2% 23

e) Az A € R™™ mitrixot ortogonélisnak nevezziik, ha

az X — Ax ortogonalis|tavolsdgtart6 (vagy AAT =1I).

1. Vélaszoljunk az aldbbi kérdésekre valamely tétel alap-
jan! (1-1-1-2 pont)

a) Egy linedris egyenletrendszer ekvivalens dtalakitdsai a
kovetkezok:

(1) két egyenlet cseréje, (2) egyenlet beszorzdsa egy
nemnulla szdmmal, (3) egy egyenlet konstansszorosa-
nak egy madsikhoz addsa, (4) 0 = 0 alakt egyenlet el-
hagyéasa

b) Hany elemii lehet egy 3-ismeretlenes, Fo f6l6tti inho-
mogén linedris egyenletrendszer megoldashalmaza?

0,1,2 4

¢) Soroljon fel a rangon kiviil tovabbi legaldbb négy, a bé-
ziscserére nézve invaridns matrixtulajdonsdgot (vagy a
métrixhoz rendelt valamely objektumot)!

det, nyom, nullitas, kar. polinom, sajatértékek. . .

d) A téblazat bal felében az A € R™ ™ maétrix dia-
gonalizalhatosaganak két tipusa, a jobb felében az
A matrixra vonatkozd tulajdonsidgok szerepelnek.
Irjuk le a koztitk 16v6 kapcsolatokat (=, <, <)!
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2. Mindegyik allitasrél allapitsuk meg, hogy igaz vagy
hamis (I|H)! (5 pont)

a) Egy konzisztens egyenletrendszer minden megolddsa

b) Ha az Ax = b egyenletrendszernek végtelen sok meg-
olddsa van, és A négyzetes, akkor det(A) # 0.

¢) Ha U altere V-nek és V altere W-nek, akkor U altere
W-nek! B
d) Ha az A mdtrix nilpotens, akkor I — A invertalhaté!

3. Irjuk le a legjobb kozelités tételét, és annak bizonyita-
sat! (5 pont)

egyuttal optimalis megoldas is.

e) Tetszéleges A valés matrixra r(A) = r(ATA).

1: szimmetrikus

2: sajatértékei kiillonbozok

3: sajatalterei direkt 6sszege R™

4: R™-nek van sajatvektoraibol
allé bazisa

A: diagonalizélhatd

B: ortogonalisan
diagonalizalhaté

A=, A<=2 A3, A4, B 1,B=3 B=14
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4. Hatarozzuk meg az

2 0 0
A=|-1 -2 =5
1 0 3

(4 pont)

A sajatértékek, sajatvektorok, majd a sajatvektorokbdl
allé matrix invertdlasa utan a sajatfelbontés

matrix sajatfelbontasat!

0 0 11 (-2 0 0 0 1
1 1 1 0 3 0] [|-1 0 -1
0 -1 -1 0 0 2 10 0

5. Irjuk fel az A métrix egy Jordan-bézisat és Jordan-

felbontasat! (5 pont)
210
A=(-1 0 0
1 11
Egy lehetséges Jordan-bazis
0 1 1
0<—A—7—IX1: 0 ) 0£X2: -1 &X;}Z 0
1 1 0
Az A Jordan-felbontdsa e bazissal (CJC™1):
1 1 01 1 00 -1 O
A=|-1 0 0|0 1 0] |1 1 0
1 0 110 0 1|0 1 1

6. a) Mennyi az (1,1,2), (—1,1,0), (1,2,1) vektorok 4l-
tal kifeszitett paralelepipedon térfogata? E harom
vektor jobbrendszert vagy balrendszert alkot?

térfogat 4, balrendszer

b) u= (_17 ]-7 _17 17 _]-v 1)7V = (1707 1,0, 1,0) € RG vek-
torok hajlasszoge?
3 EE _ uv -3
3T (ui. cosa = T = e = 7%)
- H -
1 il |1 1
¢ |o J H - - i}
23 000
1 2 0 00
10 0 1 2 3 =1-(-27)=-27
00 2 30
003 00

e) Hany dimenziés a D : Py — Py;p(z) — p”(x) leképe-
zés magtere és képtere? (P, a legfoljebb negyedfoki
valdsegyiitthatés polinomok vektortere) (2 pont)
dim(Py) =5, D(Py) = P2 = Im(D), dim(Im(D)) = 3,
dim(Ker(D)) =5—-3=2
(vagy dim(Ker(D)) = dim(P;) = 2)

7. Hatérozzuk meg x értékét a Cramer-szaballyal, és ad-
juk meg az egyttthatométrix LU-felbontasat!

1 2 4] |z 0
2 6 4| |yl =|-5
0 —1 5| |z 1
A = LU, ahol
1 00 1 2 4
L=|2 10 U=10 2 -4
0 -4 1 00 3
x a Cramer-szaballyal
0 2 4 1 2 4] .
x=|-5 6 4 / 2 6 4 :%4:9.
1 -1 5 0 -1 5

8. Keressiink ortogondlis bdzist, melyben az

2 2 -2
A= 2 -1 4
-2 4 -1

matrix diagondlis alak!

A sajatértékek —6, 3, 3, a karakterisztikus polinom
—x3 + 27z — 54.  Sajatalterek: span(1,—-2,2) és
span (2,1,0),(—2,0,1), igy egy vektori szorzds utin az
egyik ilyen bézis {(1,-2,2),(2,1,0),(-2,4,5)}.

9. Legyen f(z,y) = ax + by + c¢. E fiiggvény grafikonja
egy sik. Egy mérés soran adott (x, y) helyeken a kovetkezd
f(z,y) értékeket mérjiik:

(z,y)  (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)

f(z,y) 2 2 2 6
E pontok nincsenek egy sikon. Hatérozzuk meg az a, b, ¢
értékeket gy, hogy az eltérések négyzetosszege minimélis
legyen (frjunk fel az a, b, ¢ ismeretlenekre egyenletrend-
szert, és hatdrozzuk meg annak optimadlis megoldasat)!

Az egyenletrendszer
0 0 1 a 2
01 1 bl — 2
1 01 2]
c
1 1 1 6
amihez tartozé normalegyenlet
2 1 2| |a 8
1 2 21|10l =1]8
2 2 4 12
a megoldésa (2,2,1), a sfk egyenlete z = 22 + 2y + 1.




