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E lecke befejezése utan a hallgato

« meg tudja hatarozni matrixok altalanositott sajatvektorait,

- fel tudja irni 3 x 3-as matrixok Jordan-féle normalalakjat,
valamint

 Jordan-bazisat, Jordan-felbontasat.

« ki tudja szamolni az A matrix f(A) érteket, ha f definialva
van az A spektruman.



Matrixok polinomjai



Cayley-Hamilton-tétel

T Ha A egy tetszoleges négyzetes matrix, melynek
karakterisztikus polinomja x, akkor x(A) = O.

m Diagonalizalhatd matrixokra konnyU a bizonyitas:
A= CAC™" ~ x(A) = Cx(A)C" ~

X(/\1) 0 0

0 X)) ... 0
x(A)=C| . X(,2), | '=coc'=0.



Cayley-Hamilton-tétel bizonyitasa”

B* L' B =A— \l. Az A karakterisztikus polinomja igy
det B = x(\) = (=1D)"A\" + pp A"~ + ...+ p1A + po.
B barmely eleméhez tartozo eldjeles aldeterminans \ egy
legfoljebb n — 1-edfokl polinomja, igy léteznek olyan konstans
elemU Co, Cy,..., Ch_q matrixok, hogy

adjB=A""Ch_1+... 4+ AC + Cp.
det(B)l = Badj(B) ~-

BadjB = (A— Al (zm)

n—1
= ACy + (Z AR(AC, — ck_1)> —\"Chs.
k=1



Egyutthatoosszahasonlitas:

det(B)l  BadjB

(_1)!7' ES —Cnf’l . An
pn—1| - ACn—1 - Cn—2 'An%
pal = AC, — G, - A2
p1| = AC1 — Co -A

p0| = AC;.

A beszorzas utan kapott egyenléségeket 0sszeadva

(_1)nAn + Pn—1Anf1 4+ ...+ p1A+pol =0.



Minden A € F™" matrixhoz és minden F folotti p polinomhoz
van olyan legfoljebb n — 1-edfoku r polinom, hogy p(A) = r(A).
Ha p-t elosztjuk x-vel maradékosan, azaz p = xq + r, ahol
tehat r az osztas maradéka, akkor x(A) = O miatt

P(A) = x(A)q(A) + r(A) = Oq(A) + r(A) = r(A).
Ha x(x) = x* — x3 + x?, és az x'90 : x* — x3 + x? osztas maradéka
x3 — x?, akkor hogy szamitjuk ki az A'°° matrixot?
E matrixra A'0 = A3 — A,
Minden invertalhato A € F"*" matrixhoz létezik egy legf.
n — 1-edfokd F folotti g polinom, hogy A=" = g(A).
Egy A € R>*®> matrix karakterisztikus polinomja
x(X) = x> +x% — 1. Hogyan szamolnank ki az inverzét?
0 = x(A) = A° + A® — |, beszorozva A~'-gyel: A* + A2 - A~1=0
~s A7 = A% + A? (ez 2 négyzetre emelés és egy 6sszeadas).
Valojaban minden matrixfliggvény kiszamolhato polinommal!



Invarians alterek



Invarians alterek definicioja

D Azt mondjuk, hogy azi/ < V altérazL:V — V linearis
transzformacio (illetve az L valamely bazisbeli L matrixanak)
invarians altere, ha minden x € U vektorra Lx € U (Lx € U).

T AzU <V altér pontosan akkor invarians altér az L linearis
transzformaciora nézve, ha i egy {uq,uy, ..., u,} bazisanak
minden vektorara Lu; e U (i=1,...,R).

B (=) U invarians altér ~» & minden vektoranak képe ¢/-ban van
~LlupeUd (i=1,...,R).
(S)Vui:lueld

LIX € U: X = XqUq 4+ XUy + . .. + XpUp ~>

[X = xqLuq + XoLuy + ... + XplUp € U,



P" Tekintslk az L : x — Lx matrixleképezést, ahol

1T =1 0 1

L -1 0 0 1
0O 0 21

-1 =2 0 3

Mutassuk meg, hogy az U = span((1,-1,2,-1),(1,2,—1,2))
altér invarians altere az L linearis transzformacionak.
M Lu=(1,-2,3,-2),Lv=(11,0,1)
Eleg megmutatni, hogy az [u | v | Lu | Lv] rangja 2.
- (még megmutathatjuk azt is, hogy e voktorok és képeik kozt mi
a linearis kapcsolat:
1 0 43 1
rref (Ju | v | Lu | Lv]) = /s
0 1 =3 23
4 1 1 2
azaz Lu=3u— 3V, Lv=3u+%v)



Blokkdiagonalis matrixok

T Blokkdiagonalis matrixok s az invarians alterek: L! az
L:V — YV lin trafo két invarians alteretd és W. HaV =U & W,
akkor L matrixa

-

a V vV olyan bazisaban, mely az &/ és W bazisainak unioja.

m Altalanositas: ha 4, Us,..., U, a V vektortér invarians alterei, és
YV =U & ...® U akkor L matrixa blokkdiagonalis alaku
minden olyan bazisban, mely az alterek bazisainak egyesitése.

S O O W N -

2

O O O &~ W

3

o O O o &~

O O o O O O

0

N - O O O

0

- N O O O

U = {eq,e5,e3},

Ur = {es},
Us = {es,eq}
V=R =l olhdls 9



B L' {uy,...,u-}és{wy,...,w,_} azl es W egy-egy bazisa.
Mivel V =U @ W, ezért egyesitésik a V egy bazisat adja. L e
bazisra vonatkozo matrixa a bazisvektorok képvektoraibol
alkotott matrix:

Luj = ujuq + -4+ Ujuy +0wWq + - - - 4+ OW,_,

Lwj = Oup + -+ 4 OUr + Wj g Wy - - - 4 W) Wi

aholi=1,...,r,j=r+1,...,n. Igy a matrix alakja
Uy Uy ... Upn 0 0 R 0
U’|r U2r Urr O O e O
L= ,
O O e O Wr+’|7r+’| Wr+27r+'| e Wn7r+’|
L O O P O Wr+’|7n Wr+27n N Wn’n ]




Altalanositott sajatvektorok




Az A =

o o &~
o~ -
~ o O

Ae, = 4eq
matrix hatasa a standard bazison: Ae, = e + 4e;

Aes; = e) + 4e3

(A = 4')91 =0
Atrendezés utan: (A — 4l)e; = e

(A = 4I)e3 = e
A — 4l hatasanak diagramja:

A—4l A—4l A—4l
0 «— e +—— e +— e3

Eszerint e sajatvektor, és A-nak mas sajatvektora nincs, viszont
(A—4l)%e; =0
(A —4l)e3 = 0.

"



Altalanositott sajatvektor

D Az x # 0 vektort a négyzetes A matrix \ sajatértékéehez tartozo
altalanositott sajatvektoranak nevezzik, ha valamilyen k
természetes szamra (A — A)fx = 0.

kR = 1 esetén x sajatvektor. Az altalanositott sajatvektorokbol
allo x; (i=1,2,...,k) sorozatot Jordan-lancnak nevezziik, ha
(A — A)X; =X;j_1 €s (A— A)x; = 0.

Egy tér diszjunkt Jordan-lancokbol allo bazisat Jordan-bazisnak
nevezzuk.

12



Jordan-lanc és Jordan-bazis konstrukcioja

P Keressiink egy Jordan-bazist! Tudjuk, hogy x(x) = (4 — x)3.

6 -1 -3
A=1|-1 5 2
2 -1 1

M A sajataltér 1-dimenzios, melyet az x = (1, —1,1) vektor feszit ki.
- (A—4)3=0,de (A—4l)? £0~ Ixz: (A—4l)’x3 #0

- -1 0 1
A—4l?2=] 10 -1,
-1 0 1
~ (A= 4D2(X,y,2) = (~X+2,X—2,—X+2) ~ X # 2, pl (1,0,0)

0 A—4] X| = (_1’1’_1) <_A:i| Xy = (2’ —1,2) (_A:il X3 = (1,070)
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- Aalakja az {xq,x, X3} bazisban

4 1 0
J=10 4 1],
0 0 4

ugyanis Axs = Xy + 4X3, AXy = Xq + 4Xy, AXq = 4Xq, aminek
matrixszorzat alakja:

4 1 0
AlXp [ X | X3] = [X1]| %2 %3] [0 4 1
0O 0 4
~ XTIAX = J, ahol X = [x1 | ;| x3] (X az £ « X attérés matrixa!)
- Konkrétan: J = X" 'AX =
0 2 1 6 -1 =-3| |-1 2 1 4
0 1 1 —1 5 2 7 =1 0| = |0
7 0 —1 2 -1 1 —1 2 0 0

14



2 -3 2
C= |4 10 —4|,xc(¥)=(4—-x)>
4 6 0
Sajataltér: span((1,0,1),(0,2,3))
(C — 41)? = O (legfdljebb ketté hosszi lancra szamithatunk),
E|X2 3 (C — 4|)X2 75 0

—2 -3 2
C—4l=| 4 6 —4,
L6 —b4

~ pl. x = (1,0,0) megfelel.
X1 = (C—4l)x; = (=2, 4,4) (a sajataltérben van, de kilonbozik
a kapott sajatvektoroktol:
X1 = (=2,4,4) = —2(1,0,1) +2(0,2,3).)
y; legyen fliggetlen x;-tol:
0 <& Xy = (=2,4,4) &L x, = (1,0,0)

0 <= yr = (1,0,1) K



C alakja az {x1, %2, y1} bazisban

O O <

— I O

< O O

X~TAX

J
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Jordan-blokk

D A négyzetes matrixot, melynek foatlojaban azonos X értékek,
folotte 1-esek, egyebitt 0-k allnak, Jordan-blokknak nev.:

Ih=

A

[ R
> = O

0
0

0 0 0
0 0 O

0
0
0

A
0

0
0
0

.
A

m Egy Jordan-blokknak a standard bazisvektorok altalanositott

sajatvektorai, ui. i > 1 esetén J e, = \e; + e;_4, azaz

(Jx — Al)e; = e;_,, és 1gy e vektorok egyetlen Jordan-lancot
Ja—Al

alkotnak: o A=

m So6t, ha egy matrix Jordan-blokkokbol allo blokkdiagonalis

Ja—Al

Ja—Al

€n

matrix, akkor a standard bazis diszjunkt Jordan-lancokbol all. 17



Jordan-féle normalalak




Jordan-tétel

T Tfh AeF"™" és x(x) linearis tényezdk szorzatara bomlik F
folott (azaz minden gyoke F-beli). Ekkor A hasonlo egy (n.
Jordan-matrixhoz, mely Jordan-blokkokbol allo blokkdiagonalis
matrix, azaz 3C : ) = C'AC alakja

b O ... O
o) ... 0

= : 2 % : )
0 0 ... J

ahol k az A fliggetlen sajatvektorainak maximalis szama, és J;
az i-edik sajatvektorhoz tartozo Jordan-blokk. Az A = CJC™?
alaku felbontasat az A Jordan-felbontasanak nev., mely a
Jordan-blokkok sorrendjétol eltekintve egyértelmu.



Algebrailag zart IF test (pl. C) esetén minden A € F™*" matrix
hasonlo egy Jordan-matrixhoz, és minden linearis A : F" — F"
trafohoz van olyan bazis, melyben matrixa Jordan-matrix.
Minden C™"-beli matrixhoz és minden C" — C" linearis
transzformaciohoz van olyan bazis, melyben matrixa
Jordan-normalalaka.

A kiilonboz6 Jordan-blokkok kiilonbozo sajatvektorokhoz
tartoznak, de egy sajatérték tobb Jordan-blokkban is
szerepelhet.

(Jordan-tétel linearis transzformaciokra) L! V véges dimenzios
[F folotti vektortér, A : V — V linearis transzformacio es ya
minden gyoke legyen F-beli. Ekkor V-nek van Jordan-bazisa.
E bazisban A matrixa Jordan-matrix, melyet az A Jordan-féle
normalalakjanak nevezink. Ez egydttal normalalakja az A
barmely mas bazishan felirt A matrixanak is.

19



P Hany nem hasonlo normalalak létezik, ha x(A\) = (1 — \)“.

M

1

1

0 00

0 00

1

1

0 00
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Matrixfuggvények”




Diagonalizalhato matrixok fliggvényei

m Ha f(x) = 3222, apx® és D diagonalis, tovabba D féatlobeli
elemei benne vannak a hatvanysor
konvergenciatartomanyaban, akkor

f(D) = 3 a,D* = diag (Z apdf, ..., > akdﬁ*) = diag(f(dh),. ... f(dn))
k=0 k=0

k=0

Eszerint példaul barmely diagonalizalhatd A matrixra
értelmezhetd az e hatvany, nevezetesen

A? A"
A =l+A+— 4+ —+...
2! n!

21



m Egy hatvanysorba fejtheto fliggvénynek egy diagonalis
matrixban — és igy barmely diagonalizalhatdo matrixban -
folvett ertékét a fuggvenynek csak a sajatértékekben valo
viselkedése befolyasolja.

m A Cayley-Hamilton-tétel szerint minden matrix kielégiti sajat
karakterisztikus egyenletét, igy egy n-edrendl matrix minden
hatvanya legfoljebb n — 1-edik hatvanyok linearis
kombinaciojaval helyettesithetd, azaz a fliggvény értéke egy
polinomba valo helyettesitéssel is kiszamolhato.

A Legyen az A € C"™" matrix Jordan-felbontasa A = CJC~" és
p € C|x] egy tetszdleges polinom. Ekkor

o plh) ... O

0 0 ... plk ;



m" Tegylk fel, hogy az f figgvény \ koril Taylor-sorba fejthetd,
azaz

m))\
f(x):f(/\)+f()\)(x—)\)+...—s—f(m(‘ )(x—/\)m
és legyen J € C"™*" egy Jordan-blokk, azaz
AN 0 ... 0 O 1 0 ... A1 0
0O X . 0 o0 1 ... 0O X 1
= A+N = =
J=AN=1 oo 0 [T o o A
0O 0 ... A oL
Mivel N = O, fenn kell alljon az
f(n 1)
) = fAl + N) = fO)1 + /(A T o 4) X e (3)

osszefliggés — ha egyaltalan van értelme az f()) kifejezésnek.
Tehat az f fliggvénynek csak a Jordan-matrix rendjénél kisebb
rendU derivaltjai jatszanak szerepet a fiiggvényértékben. 3



Matrixfliggvény a Jordan-alakbol®




Spektrumon definialt fliggvény

D Legyen az A matrix spektruma {\,..., \¢}, @ \j sajatértekhez
tartozo legnagyobb Jordan-blokk rendjét jelolje m;. Azt
mondjuk, hogy f definialva van az A spektruman, ha az

fA0N), j=0,1,....m—1,i=1,...,k

értékek leteznek. Azt mondjuk, hogy ezek az ertekek az f
értékei az A spektruman.

m Minden fluggvény, mely C minden pontjaban akarhanyszor
differencialhato, tetszéleges matrixra értelmezve van annak
spektruman.
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbol

D Legyen A € C"™" Jordan-felbontasa A = CJC~', ahol
) = diag()y, . ..,Jr) @ Jordan-féele normalalakja, és n; jeloli a J;
blokk rendjét. Ekkor

f(A) = Cf())C™" = Cdiag(f()h), .- ., f(Jr))C

ahol
o) Foy) T SO S
0 ) FO e ... D (n,”éi>
foy=|+ (4)
0 0 0o ... fo) L ( ),
0o 0 o0 )
0 0 0 0 ) |

25



Egyszerl képletbehelyettesitéssel f(x) = x* esetén

-5 ) F Bl

Az f(x) = ¢ fuggvény esetén, ha

2 10 e e ¢
A= 1[0 2 1|, akkor ef= |0 2 e?| =¢’
0 0 2 0 0 e?

Altalaban a \-hoz tartozo Jordan-blokkra

A 1 0 ... 0] T 1 5
0 X 1 0 0 1 1
J=10 0 A ... 0 eseténe = |0 0 1

o O -
O
[ NS




Matrix exponencialis fliiggvénye

P Legyen
-3 2 1
A=| 1 =2 1
-1 =2 =5

Hatarozzuk meg az e® matrixot!
M A karakterisztikus polinomja
X3 4 10x% 4 32x + 32 = (X + 2)(x + 4)?,

-2 0 0 17 1 0 12
J=| 0 -4 of, P=|1 0 1/, FH:E 1 =2 -1
0 0 —& — = =2 — B =

e?+1 202—-2 e?2 -1
e2—1  2e? e?-1
1—22 2-—0r 33—~ 97



2 3 9
P Hatarozzuk megaz A = [o 2 0 } matrix Jordan-féle
0 0 -5
normalalakjat, J-t, és az A0, o), €3 matixokat.
M x(\) = (A —2)?(A+5). A2-hoz tartozo sv.: (1,0,0), a —5-h0z

2 1 0
tartozé (—=9/7,0,1) ~ )= 10 2 o0 |.

0 0 -5
A 2-hoz tartozo masik altalanositott sajatvektor:
0 3 9 |x 1
(A—2D)x; =x, azaz |0 0 Of |y| =10
0 0 —7| |z 0

Ennek egy megoldasa x, = (0, §,0) ~

o

10 —9/7 1 9/7
C=1]0 1/3 o0 c'=l0o 3 0
0 0 1 0

28



Mivel (x190) = 100x%°, (X) = &, (e¥)" = 3e%, ezért

20 g - 22 @ e? e 0
=10 20 o |, =0 € o[,
0 0 5100 0 0 e
e® 3¢5 0
el=10 e o
0 0 e™®

Innen az A190 = CJ100C—1 gs ¢3A = Ce3lC—" felhasznalasaval
2‘]00 100 -3 - 299 %(2100 o 5100)

A =10 2100 0 :
0 0 5100
e® 9eb 2(ef —e ™)
eA=10 e 0
0 O e P

29



	Mátrixok polinomjai
	Invariáns alterek
	Általánosított sajátvektorok
	Jordan-féle normálalak
	Mátrixfüggvényekmath text inlined[fg]math text inlinedfgmath text inlined[fg]math text inlinedfg*
	Mátrixfüggvény a Jordan-alakbólmath text inlined[fg]math text inlinedfgmath text inlined[fg]math text inlinedfg*

