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E lecke befejezése utan a hallgato

« ki tudja szamitani a determinans éertéekét haromfélekéepp
is: elemi sormUveletekkel, sor vagy oszlop szerinti
kifejtéssel, kigyok determinansainak osszegével,

« hasznalni tudja a determinanst
- egyenletrendszer egyértelm( megoldhatosaganak
eldontésében,

a megoldas meghatarozasaban (Cramer-szabaly),

az inverz kiszamitasaban,

a rang meghatarozasaban,
- n darab n-dimenzios vektor fuggetlenségenek
eldontesében.
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Determinans: sorvektorok fliggvénye



Definicio

D Determinans (elemi sormuveletekkel)

Determinans az a valos négyzetes matrixokon értelmezett
skalar értéku fliggveny, amely

D1 érteke c-szeresére valtozik, ha egy sorat c-vel szorozzuk,
D2 —1-szeresére valtozik kiilonbozo sorok folcserélésekor,
D3 nem valtozik a hozzaadas sormUvelete kdzben,

D4 az egységmatrixhoz 1-et rendel.

J Az A matrix determinansat det(A) vagy |A| jeloli.
m (sor)vektorok fliggvényeként is definialhato:

7 0 0
det(l3) = [0 1 0| = det((1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)) = det(er, &, €3).
0O 0 1



A determinans létezese

m D2 elhagyhato (S,‘ <> Sj =S5+ Sj,S}' -5, —SJ,S; = Sj)

m A definiciobol nem latszik, hogy az igy definialt figgvény
létezik-e. Ezt késobb bizonyitjuk.

m Ertéke Gauss-modszerrel (lépcsds vagy redukalt lépcsds alakra
hozassal) kiszamolhato.

m A definicio kimondhato és a definiciora épulé kiszamitasi mod
valtoztatas nélkil atvihet6 tetszéleges testre!

m A determinans egységelemes kommutativ nullosztomentes
gylr( (integritasi tartomany) folott is definialhato, bar
kiszamitasa a Gauss-modszerrel nehézségekbe tkozik, mivel
az osztas nem mindig végezheto el.

A Egységelemes nullosztomentes kommutativ R gylri folott a
fenti D1-D4 feltételeket kielégito fliggveny létezik és
egyértelmd. (Késébb bizonyitjuk) 5



Zérus determinans

A Ha egy matrixnak van egy zérussora, akkor determinansa 0.
B szorozzuk egy sorat ¢ # 0-val
A Ha egy matrixnak van két azonos sora, akkor determinansa 0.
T Mikor zérus egy determinans (ekvivalens allitasok)
1. det(A) =0,
2. A sorvektorai linearisan osszefliggok,
3. A szingularis,
4. a homogeén linearis Ax = 0 egyenletrendszernek van
nemtrivialis megoldasa.

B ha egy vektora kifejezhetd a tobbi lin kombjaként, akkor
0-sorba vihetd

2 -1 0 —1
> 08 1 2 =1 0
P 2 1 2[=0, =0.
0 -1 2 -1
3 56 6

-1 0 -1 2



Egyenletrendszerek és a determinans

T Determinans nem 0 volta és az egyenletrendszerek
Legyen A € F™" (F test). Ekvivalens allitasok:
« det A #£ 0,
« az AX = b egyrsz. Vb € F"-re egyértelmien megoldhato,
+ az Ax = 0 egyrsz.-nek csak trivialis megoldasa van.

- A kozelitéssel ovatosan:
1

10 ...0

1 1

1 9 . 0 0

n =1, ésaz 2 = 5

0 n R
00 ... 1

2
- Avéletlen valos matrixok determinansa 1 valoszinlséggel nem

0, ha a matrix elemeit valamely folytonos valoszinlségeloszlas
szerint valasztjuk.



A determinans ertékének kiszamitasa

T Az also vagy fels6 haromszogmatrix, s igy a diagonalis matrix
determinansa megegyezik a foatlobeli elemek szorzataval.

K det kiszamitasa: elemi sormUveletekkel hozzuk a determinanst
olyan alakra, melynek vagy van egy zérussora, vagy haromszog
alaka.

K Ha létezik determinansfliggvény, akkor az egyértelmd.

B hisz az elobb kiszamolt értéket veszi fel

P Pascal-haromszog:

T 1 1 ) 11 T 11 11
12 3 4_fo12 3_f0o12 3 _j0o123_.
13 6 10 [0 25 001 3 0013
1410 20 [0 39 19 |0 031 |00 0 T



Elemi matrixok determinansa

A a hozzaadas sormlvelettel kapott elemi matrix determinansa 1,
A asorcserével kapotté —1,
A egy sor c-vel valo szorzasaval kapotteé c,
P példaul:
T 0 0 0 O
70 0 O
0 0 0 0 1 T 0 O
01 00
=1 |0 01 0 Ol=-1, |0 1 0/=3
00 10
00 0 10 0 0 3
0O 4 0 1
01T 0 0O




Permutaciok

D Permutacio: egy véges halmazt bijektiv modon onmagara
képezo fliggvény.

A Ha o és 1 az X halmaz permutacioi, akkor kompoziciojuk is
permutacioja X-nek.

D ezta o és T permutaciok szorzatanak hivunk: o7 = oo .

J Keétsoros jelolés:

1T 2 3 45 172 4 5 3 < 3
o= = = ... Altalanosan:
2 4 5 1 3 2 4 1 3 5
B X1 X2 Xn
o) o) -+ alxn))
) Egysoros jelolés: ha az elemek eredeti sorrendje adva van, pl.
24513, Altalaban: o(x1) o(x2) - -+ o (Xn).



Inverziok

D

egy permutald matrix két sora inverzioban all, ha az elébb allo
sorbeli 1-es hatrébb van, mint a masik sorbeli

0O 0 10
0O 1 0 0Of. . P
inverzioinak szama peldaul 4.
0O 0 0 1
7T 0 0 O
Legyen o az X = {1,2,...,n} halmaz egy permutacioja. Azt

mondjuk, hogy az i,j € X elemek inverzioban allnak, ha i < j, de

(i) > o(j).

A 3241 permutacioban 4 inverzio van.

Egy permutaciot parosnak (paratlannak) neveziink, ha
inverzidinak szama paros (paratlan).

"



Permutalo matrix determinansa

T A permutaldo matrix determinansa aszerint +1vagy —1, hogy
inverzioban allo sorparjainak szama paros vagy paratlan. (Ez
megegyezik annak a permutacionak a paritasaval, mely az 1-es
elemek els6 indexeit a masodikba viszi.)

B Elég megmutatni, hogy egy sorcsere mindig megvaltoztatja az
inverziok szamanak paritasat, vagyis azok szama parosbol
paratlanra, paratlanbol parosra valtozik.
lgy ha egy permutald matrix inverzidinak szama paros, akkor
csak paros sok sorcserével vinetd az identikus matrixba.

Ha a két megcserélendo sor szomszédos, akkor a sorcsere
pontosan eggyel valtoztatja az inverziok szamat.

Ezutan cseréljik fel az i-edik és j-edik sorokat (legyen i < j).

Ehhez 0sszesen 2(j — i) — 1 szomszédos sor cseréje szikséges,

ami a paritast ellenkezojére valtoztatja. 12



Matrixmuveletek és determinans

A Ap.n matrixra és tetszéleges c skalarra det(cA) = ¢ det(A)
T det(AB) = det(A) det(B)
B det(EB) = det(E) det(B)

Ha det A = 0, akkor det(AB) is 0.

Legyen A = E4E; ... E, az elemi matrixok szorzatara bontas.
~» det(A) det(B) = det(Eq) det(Ey) ... det(Eg) det(B) = det(AB).
A det(A) = det(AT).

B A=EE;...ER~ |AT| = [RTE]...EJE]| = |RT||E]| ... |ED||E]].
A Determinans konnyen szamolhatd a PLU-bol.

13



A determinans additiv minden sorban

dq dq aq
ar ar a)

T Additivitas az i-edik sorban: | “ | +| | = :
3 bi| |ai+b;

dp dn an

B Haaza, ay,..,aj_1, aj41,,an vVektorok linearisan 0sszefliggok,
akkor |A] = |B| = |C| = 0, ha a; és b; fligg a tobbitdl, ugyanez.
Tfh b,‘ = bia; +bra, +...+ b,-a,- 4 ...+ bpan. Ekkor
Al + [B] = |A[ + bi|Al = (1 + bj)[A] = [C].

K A determinans minden soraban ,megtartja a linearis
kombinaciot”.

B additivitas az i-edik sorban és az Gn. homogenitas (D1) miatt!

14



Determinans: elemeinek fliggvenye




Additivitas hasznalata
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Determinans mint kigyok osszege

T Tétel

Minden n-edrendd determinans folbomlik az 6sszes belole
kivalaszthato kigyo determinansanak osszegere. Jelolje
djj,. j, (ennek értéke +1vagy —1) annak a permutald
matrixnak a determinansat, mely az ayj,, yj,,..., Gpj, €lemekbol
allo kigyohoz tartozik. Ekkor

det(] Zdh}z Jn @1 A2j; « - - Anjys

ahol az 0sszegzés az {1,2,...,n} halmaz 0sszes lehetséges

{j1,j2,- - -»jn} permutaciojan veglgfut



Sarrus-szabaly

P Sarrus-szabaly: féatlo-sodrastak — mellékatlo-sodrasiak.
Csak n =2, n = 3 esetén érvenyes!

<@>@c
1> O
@ [ <




Kovetkezmények

K Determinansfliggvény létezése Egységelemes kommutativ
nullosztomentes gylru folotti determinansfliggvény létezik, és
egyértelmd.

B A kigyok 0sszegére bontott képletrél kell bizonyitani, hogy
kielégitik a D1, D3, D4 axiomakat (a D2 kov. a tobbibdl).

A A determinans kiszamolasahoz elég csak az 6sszeadas és
szorzas muvelete, az osztasra, melyet az elemi sormuveletek
soran hasznalhatunk, nincs sziikség. Igy a determinans
folytonos, sot differencialhato fliiggvénye elemeinek.

A Egész szamokbol allo determinans értéke egész szam.

m A kigyok determinansainak 6sszegére bontas tételét nagyobb
n-ek esetén nem hasznalhatjuk a determinans kiszamitasara,
mert miveletigénye n!-ral aranyos.



Determinans rendjének csokkentése

D Az n-edrendl |A| determinans i-edik soranak és j-edik
oszlopanak elhagyasaval kapott (n — 1)-edrendl determinans
(—1)*-szeresét az |A| determinans a; eleméhez tartozo
eldjeles aldeterminansanak nevezziik.

A Ha az n-edrend(i |A| determinans aj; elemének soraban vagy
oszlopaban minden tovabbi elem 0, A; az a; elemhez tartozo

eldjeles aldeterminans, akkor

19
|A| = a;Aj;.



B Legyen az |A| det. i-edik soraban az a;;-n kivil minden elem 0.

an an e aqj . A1 Ay an an . A1n
(03] an . Clgj‘ . Aon Clz/ an a . don
= (=07,
0 0 aj 0 @G 0 0 0
an1 am an/ Ann am am Qn2 Ann
a; 0 0 10 0
ayj an ... O ayj an ...
_ (7—])1*1(71)J*1 ) An ... Q| — (71)I+Jafl' Gy Aan ... Qo
apj am ... Qmn Qpj Am ... Qnn
an dip ... Qi
it ay dQdxp ... Qo
=(=D"a| .. | = aiAy

am anz . Ann



172 0 3 4
172 0 8 4
P Szamitsuk ki az alabbi determinans értékét! (6 0 0 7 O0f.
8 9 8 7 6
5 4 0 3 2
M Ha tudjuk, csokkentjik a determinans rendjét:
1T 2 0 3 4
1T 2 3 4 1T 2 3 4
T2 0 12 8 &4 0 0/[5]0
6 0 0 7 0l=(-1*"3.8 = (-8)
8 9 7 6 6 0 7 0 6 0 7 0
5 4 3 2 5 4 3 2
5 4 0 3 2
1T 2 4 5 4
= (8)- (-1 5[6] 0 0| = (~8)- (=5)- (~1)** 6|4 2|
5 4 2

I
—
|
[0}
SN—
—
|
Ul
=
—~
|
(@)
SN—
—
LN
N
S—
I
N
(0]
(0]
=
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Kifejtési tétel

T Az n-edrendl |A| determinans értéke kifejezheto barmely
soranak vagy oszlopanak elemeivel és a hozzajuk tartozo
eldjeles aldeterminansok segitségével. Az i-edik sora, illetve a

j-edik oszlopa szerint kifejezve (kifejtve):

=
OAng}:o;mw
-

_\44[\)344_\[\)

Q)
- 0O 0O QO 0 O -

~
N = =2 N D = =

n n
‘A‘ = Z aif?Aif?7 illetve ‘A| = Z aijf?j"
k=1

k=1
szlop szerint érdemes:
2 1 1 322
=111 1 1 =12 1 1f=1-0=1
01 2 1 1 1

22



Cramer-szabaly

J Ai,b = [8*1 N b Ay i1 - a*n].
T Cramer-szabaly egyenletrendszer megoldasara

Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhato meg
egyértelmden, ha det A # 0, és ekkor

det Ajp .
X. — 2. I = 1 2 c oo n
= g U= Bl
Ali,x = A[e*1 s By i1 X €y - e*n]

= [Aey1 ... Ae, i1 AXAe, i ... Aey]
= [3*1 N I b Ayt - a*n}

= Ai,b 23



Példa a Cramer-szabalyra

- Oldjuk meg az
2X 45y =4
5+ 3y =6
egyenletrendszert a Cramer-szaballyal!
2 5 4 5 2 4
- |Al= = =19, |A1p| = =18, |A)p| = = 8.
|’53 Al =, S Az ’56
—-18 18 —8 8
Innen x = J=s—==

19197 T 2197 19

24



Inverz matrix elemei

D A (klasszikus) adjungaltja adjA =

tartozo elojeles aldeterminans.

T Matrix inverze

A =

X,‘j =

N

det A,"ej
m, ahOldetAhej
det Aﬂej
Xi detA -~

A/',‘ -1_ 1
det A’ det A

B AX =1, azon beliil az Ax,; = e; megoldasa (Cramer-szabaly):

A" =

an
Q1

aj

1

det A

an

axn
ajz

an2

adj A.

0
0

[ ,‘j]T, ahol A,‘/‘ az a,-j—hez

Q1
Qon

- ji?

25



P Szamitsuk ki a szemléltetés céljabol csupa kiilonbozo elemet
tartalmazo kovetkezo matrix inverzét!
0 1 2
A=13 5 6
4 7 9

M Az adj A matrix elemei determinansok, az elhagyando elemeket
szinessel jeloltik: adjA =

r o 1 2 0 1 2 o 1 2077
+(3 5 6 —[3 5 6 4|3 5 6 I O R I N R
47 9 4 7 9 4 7 9 7 9 4 9 4 7
0 1 2 0o 1 2 0o 1 2
12 2 1
-3 5 6 +{3 5 6/ —={3 5 6 = -1, 5 +29 727
47 9 4 7 9 47 9
12 0 2 0 1
0o 1 2 0o 1 2 0o 1 2 + _ +
+13 5 6 —13 5 6 +13 5 6 5 6 36 35
4 7 9 4 7 9 4 7 9

Il
—
me
[
o 0w
|
SR SN
. —

Mivel detA = —1, ezért A~" = ;i adjA = {3 K 2],



Tovabbi kévetkezmények”

A AadjA = det(A)l (szingularis matrixra is).

L

Kifejtés és ferde kifejtés sorokra:
n detA, hai=u,
> iphAue = ,
1 0, ha i # u,
oszlopokra:

n detA, haj=v,
> Al = .
P 0, haj # v.

Ha az i-edik sor elemeit az u-adik sorhoz tartozo elojeles
aldeterminansokkal szorozzuk és u # i, akkor az u-adik sor
elemeit nem hasznaljuk, tehat szabadon megvaltoztathatjuk:
masoljuk az i-edik sort az u-adik helyébe. Ekkor

> heq QirAuk = Yoh_q QurAyr, Masrészt e matrix kifejtését kaptuk,
aminek van két azonos sora, tehat értéke 0.

27



Tovabbi kovetkezmények 2

K Az inverz matrix minden eleme folytonos fuggvénye a matrix
minden elemének minden olyan helyen, ahol a determinans
nem 0, azaz minden olyan helyen, ahol az inverz létezik.

K Egy n-ismeretlenes n egyenletbdl allo egyenletrendszer
megoldasvektoranak minden koordinataja folytonos fliggvénye
az egyenletrendszer egyutthatoinak és a jobb oldalan allo
vektor koordinatainak, hisz a megoldas az inverzzel valo
szorzassal megkaphato.

K Egészelem( matrix inverze pontosan akkor egészelemu, ha
determinansa 1vagy —1 (det(A) det(A~") = det | = 1).

28



Vandermonde-determinans

D Vandermonde-determinans
X1, X2,... Xn Szamokhoz tartozo Vandermonde-determinans

1 1 1
1T X o X
X1 X2 A Xn n—1
2 2 2 1T X2 ... X5
VH(X'I?X27"'5XH): X X5 Xn | =
' ' ' 1T X, ... X071
n—1 n—1 n—1 n n
X177 X5 .. X

T Vandermonde-determinans értéke

Vi (X1, X2, - s Xn) = T1(X — X))

i<j
29



Az utolso elotti oszlop xj-szeresével eliminaljuk az utolso
oszlop elsd elemét, majd az n — 2-edik oszloppal az n — 1-edik

elsd elemét...

Vi (X1, X2, -+« s Xn)
T o o L xXTT 1 0
1T % % ... x5 1T X—x X—xx ... X3
1 xo X2 ... x0T 1 Xp—X1 X2—XXn ... X07
Xo—X1 XB—xiXa ... X5 —xixp?
Xn — X1 X3 —XiXn ... XD —xpxDT2
1 X X X3—?
1 X5 X3 x]~?
=X =x1)0G6=x1)...(Xn —X1) |. .
1 X0 X X2
= (X2 =x1)(X3 = X1) ... (Xo — X1)V—a(Xa, . .., Xn)

= Vn_w(Xz, . 7Xn) H1<j(X/ 7X1).

T xxp

n—2
= X1X2

n—2

30



Blokkharomszog-matrixok determinansa

T Ha A és D négyzetes matrixok, akkor = |A||D.

A B A O

0 D' C D

B E determinansok kigyok determinansainak 0sszegére bontasa
megegyezik az A és D ilyen felbontasanak szorzataval.

A B L . . ) .
T HaM= [C D] azonos méretu és egymassal folcserelheto

részmatrixokra particionalhato és A invertalhato, akkor
IM| = |AD — BC|.

B Trukk
A B | Ol |A B
M: =
CD CA' 1||0 D—CA "B

31



Blokkmatrixok determinansa”

T Legyen M = [’2 E] ahol A és D négyzetes matrixok. Ekkor

Ha |A| # 0, akkor [M| = |A||D — CA~'B|.
Ha |D| # 0, akkor [M| = |A — BD~'C||D|.

B Trukk
A Bl [1 oOffA B
C D|] |cA" 1||0 D-cA'B

A—-BD'C B I o
o D| [D7'C |

M

32



Determinans és rang

T Egy My, matrix r rangja megegyezik

a belole kivalaszthato legnagyobb méretli nemszingularis
negyzetes matrix rendjével,

a belole kivalaszthato legnagyobb méretli nemnulla
aldeterminans rendjével.

Sor és oszlopmuveletek kozben a rang nem valtozik. A rang
megegyezik a maximalis figgetlen sorok, illetve oszlopok
szamaval.

Valasszunk ki r fiiggetlen sort és oszlopot, keresztezodésiikben
all az A matrix. Sorcserékkel és oszlopcserékkel vigyik a bal
felso sarokba. Tehat léteznek olyan Py és P, permutalo

matrixok, hogy
M’ = P;MP; = [A B] :

cD 33



Determinans és rang 2

- Ainvertalhato, mert M’ elsé r sorara vonatkozo elemi
sormUveletekkel I-be viheto, igy determinansa nem 0.

- Léteznek olyan invertalhatdo m x m-es Qi és n x n-es Q,
matrixok, hogy

Q:P1MP; =

B A O
P\MP,Q, = .
0 O]’ Q,P1MP,Q; [O O]

- Veégul, ha barmely (r+1) x (r+ 1)-es Y részmatrixot tekintjuk
M-ben, annak oszlopai és sorai linearisan 0sszefliggdk, igy
Y-ban is.

- A determinansokrol szolo allitas kovetkezik az el6z6kbol.

34



Osszefoglalas

- A determinans fogalma a paralelogramma elojeles teriilete,
illetve a paralelepipedon eldjeles térfogata fogalmanak
altalanositasa tetszéleges test (vagy egységelemes kommutativ
nullosztomentes gylr() folotti n x n-es matrixokra. Ekkor Ggy
tekintiink a determinansra, mint sorvektorainak figgvényere.

- Fogalma definialhato az elemi sormuveletekkel, hozzatéve,
hogy az egységmatrix deterinansa 1. (és ezzel ki is szamolhato)

- A determinans kifejezhetd elemeinek fliggvényeként is, ami
abbol adodik, hogy minden determinans folbomlik a beldle
kivalaszthato kigyok determinansainak osszegére. Ugyancsak e
felbontas vezet a sor, illetve oszlop szerinti kifejtéshez.

- Még: egyenletrendszer megoldasa (Cramer-szabaly); matrix
inverze elemei fliggvényeként; tetszéleges méret(l matrix
rangja a minorok segitségevel; Vandermonde-determinans. 35
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