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Matrixmuveletek definicioi



E lecke befejezése utan a hallgato

« el tudja végezni a matrixok kozti alapmuveleteket és az
invertalast,

- fel tudja irni a matrixszorzast szumma-jelek segitségével,

- fel tudja irni az egyenletrendszert, a linearis helyettesitést,
egy vektor koordinatas alakjat egy masik bazisban
matrixszorzas segitségével,

« ki tudja szamolni egy matrix bazisfelbontasat és
LU-felbontasat,

- alkalmazni tudja a matrixmdveletek algebrai
tulajdonsagait, beleértve a specialis tipusu matrixok
(elemi matrixok, kigyok, permutaldé matrixok,
haromszogmatrixok, szimmetrikus és ferden szimmetrikus
matrixok...) egyéni tulajdonsagait, 2



Matrixmuveletek definicioi

MUveletek tablazatokkal



Osszeadas

- Avalos szamok kozti miveletek természetes modon
kiterjeszthetok matrixokkal valo miveletekké.

- Ezek definicidihoz az 0sszeadas és a szorzas hétkoznapi
alkalmazasainak tablazatokra valo kiterjesztésén keresztil
fogunk eljutni.

- 3almameg2almaaz5alma

- Azonos méretl, azonos fejlécl tablazatok 0sszeadasanak egy
lehetséges modja:

alma szolo alma szolo alma szolo
(db)  (furt) (db)  (furt) (db)  (furt)
+ =
piros 3 2 piros 2 2 piros 5 4

zold 2 1 zold 0 1 zold 2 2




Szorzas szammal

- Az asztalon 2 alma van. Ha szamukat megharomszorozzuk,
dsszeszorzunk egy mértékegység nélkili szamot (3) egy
mértékegységgel rendelkezdvel (2 darab).

- Ezt megtehetjuk egy kosar egész tartalmaval is:

”

alma sz6l6 alma sz6l6
, (db)  (furt) (db)  (furt)
piros 3 2 piros 9 6

zold 2 1 zold 6 3




Tablazatok szorzasa

Egy adag (10 dkg) alma energiatartalma 30 kcal, 5 adag
energiatartalma
kcal

5adag- 30 Sk =150 kcal.

Gyumolessalatak (A, B, C), gylimolesok (alma, banan, narancs),
tartalmuk (szénhidrat- és energiatartalom).

Két tablazat: a sorokba kerlilnek azok a tételek, melyek
tartalmat az oszlopokban részletezzik:

Alma Banan Narancs Szénhidrat Energia
(adag) (adag) (adag) (g/adag) (kcal/adag)

A 5 1 4 Alma 7 30
B 4 4 2 Banan 24 105
C 4 2 4 Narancs 8 40




Tablazatok szorzasa (folytatas)

- Az A salata energiatartalma:

kcal kcal kcal
5adag-30 —— +1adag-105 —— + 4 adag-40 —— = 415 kcal
g adagJr £ adagJr g adag ’
Szénhidrat Energia
(g/adag) (kcal/adag)
Alma 7 30
Banan 24 105
Narancs 8 40
Alma Banan Narancs Szénhidrat Energia
(adag) (adag) (adag) (g) (kcal)
A 5 1 4 A 91 415
B 4 4 2 B 140 620
C 4 2 4 C 108 490




Linearis helyettesités

D Linearis helyettesités
Linearis helyettesitésrol beszélink, ha valtozok egy halmazat
mas valtozok konstansszorosainak dsszegeként allitjuk elo.

- Legyen pl.
a=>5%+ y+4z X= 7s+ 30k
b=t4x+4y+2z €s y=24s5+ 105k
C=4xXx+2y+ 4z z= 8s+ 40k
- Egy pillanatra visszalépiink (tablazatositunk)
‘x y Z ‘ S 3
als5 1 4 x| 7 30
bl4 4 2 y |24 105
Cl4 2 4 z| 8 40



Linearis helyettesitések kompozicioja

- kompozicio: egymas utan valo elvégzes
- Az a=5x+y+ 4z kifejezésben helyettesitsik x, y és z helyébe
a masodik linearis helyettesités szerinti kifejezéseket

a = 5X+Yy+4z = 5(75+30R)+(245+105R) +4(85+40R) = 91s+415k.

- PL kegyltthatoja: 5-30 +1-105 + 4 - 40 = 415.
s R
7 30
105
8 40
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91 415
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Matrixmuveletek definicioi

Matrixtiveletek



Matrixok

- Sfolotti m x n tipust matrixok tere S™*" vagy My, xn[S], ahol S
egy halmaz (p.S=R,Q N, Z...)
- Két matrixot akkor tekintlink egyenlonek, ha azonos tipusiak,
és az azonos indexU elemek egyenldek.
- Peldaul
1
[1 2 3} £ 121,
3

- négyzetes matrix, foatlo, diagonalis matrix,
7 0 O

diag(1,2,3) = [0 2 0

0 0 3



Elemenkénti matrixmulveletek

- A =[a;], B = [bj] azonos tipustak:
A+B = [aj] + [by] == [a; + b], A—B=[ay]—[bj] := [aj — bj].

- Zérusmatrix: Omxn, On

- cskalarral szorzas

cA = c[aj] := [cay].

%

- Matrixokra is definialhatjuk a linearis kombinacio, a linearis
flggetlenség és a kifeszitett altér fogalmat.



Matrixszorzas

D Egym x t-s A ésegytx n-es B matrix szorzatan azt az AB-vel
jelolt m x n-es C matrixot értjuk, amelynek i-edik soraban és
j-edik oszlopaban allo eleme

Cjj = nbyj+apbyi+. ..+ aibei+. . . +ajtby = Za,?bk, aj, b,

m><s t><n

: teve hﬂ
by |
AB tipusa
m x n

Qip Qjg .. Qjt Cij

"



Muveletek blokkmatrixokkal

- Hatalmas méret( matrixokkal végzett miveletek
parhuzamosithatok, és a memaoriakezelésuk is hatékonyabba
valik, ha a matrixokat vizszintes és fliggdleges vonallal
részmatrixokra, Un. blokkokra osztjuk.

- Ha A és B azonos tipusl, azonos modon particionalt
blokkmatrix, akkor

C[A;] == [cAy], [Aj] + [Bjj] := [A; + Bjj].
- Ha A= [Ailmxt, B = [Bjltxn két blokkmatrix, és minden k-ra az

Ajr. blokk oszlopainak szama megegyezik By; sorainak szamaval,
akkor a C = AB szorzatra

t
Cj =Y AirBy;.
k=1

12



rixokkal

Muveletek blokkmat



Matrixmuveletek definicioi

A matrixszorzas hasznalata



Skalaris szorzat és diadikus szorzat matrixszorzatos alakja

- a,beR" ekkor
a'lb=a-b,

- ueR™ veR" Az uv' szorzatot a két vektor diadikus
szorzatanak, roviden diadnak nevezzik. E szorzat egy m x n-es

matrix:
Un UiVi  UVa ... UqVy
i us Uovq Uvo ... UyVp
uww =u®VvV=| [w Vo oo vn}:
Wi UnVh UmVa ... UmVp
- u=(1,0,2),v=(3,2,7),u-v=2,u®@v="
1 3 2 1
uW:[w 0 2} 2| =5, w' = |0 [3 2 1}= 00 0
1 2 6 4 2

14



Linearis egyenletrendszer matrixszorzatos alakja

- HaAjeloli egy egyenletrendszer egyltthatomatrixat, illetve b a
konstans tagok és x az ismeretlenek oszlopvektorat, azaz

an dan Q1n X1 b
a1 ax» Qzn X2 b,
A= S, x= , es b= ,
am1 dm2 Amn Xn bm
akkor az

anXi + apXy + ...+ ainXn = by
AX1 + AxpXp + ...+ AuipXp = bz

AmiX1 + Am2X2 + ... + AmnXn = bm

egyenletrendszer Ax = b alakba irhato. 1



ax =u X+2y =1
2X1 + 3X, — X3 = 5, by =wv es y=1
cZ=Ww 0=1

matrixszorzatos alakjaik rendre:

X1 a 0 Of |x u 17 2
X
[23—1}x2=5,0b0y:v,01H
X3 0 0 c| |z w OOy

A szimultan egyenletrendszerek AX = B alakba irhatok, pl.:

2X11 43X =7 2X19 + 3% =9

3X11 — 4Xp1 =2 3X12 — 44Xy =5

23X11X12_79
3—4X21X22_25'



Linearis helyettesités matrixszorzatos alakja

- Hasonloan az egyenletrendszer matrixszorzatos alakjahoz, pl.:

X =3a+ 2b + 4c X 3 2 4| |a
y= a—-3b+2c vyl =11 =3 2| |b].
V4

z=2a— b+2c 2 =1 2



Szorzas vektorral

A Matrixszorzas és linearis kombinacio
Legyen A m x n-es matrix, x n-dimenzios, y m-dimenzios
vektor. ERRor az Ax szorzat az A oszlopvektorainak

As1X1 + @x2Xp + - -0+ AunXp



Szorzas standard egységvektorral

A Matrix elemeinek, sor- és oszlopvektorainak eloallitasa
Legyen A egy m x n-es matrix, e; m-dimenzios, e; n-dimenzios
standard egysegvektor. EkRkor

e/A =a;,, Ae; = a,;, tovabba e] (Ae)) = (e[A)e; = a;.

Az e,~ejT diad (i,j)-indexu eleme 1, az 6sszes tobbi 0:

0 0O ... 0 ... 0

19



A baziscsere matrixszorzatos alakja

P Attérés standard bazisra: B={(1,2,3),(0,2,3),(3,5,8) } az R3
egy bazisa. Irjuk fel [v]s standard bazisbeli koordinatas alakjat
egyetlen matrixszorzassal. (PL. [v]g = (3,2, 1))

M [v]zg = (3,2,—1) azt jelenti, hogy

1 0 3 0 7 0 3 3 0
v=3|2|4+2|2|—|5| = |5|,azazv= |2 2 5 21 =15

3 3 8 7 3 3 8| |-1 7
Legyen [v]z = (X,Y,Z). Ekkor

1 0 3 170 3
V=X |2|+Yy|(2|+Z|5 =12 2 5
3 3 8 3 3 8

N < X

20



A baziscsere matrixszorzatos alakja 2

D Attérés matrixa
Legyen B = {bs,b,,...,b,} @V egy bazisa és C egy V-t
tartalmazo vektortér egy bazisa (pl. a V vektortére). Az

Tees = [[bilc | [bale |-+ | [bnlc]
matrixot a B bazisrol a C-re valo attérés matrixanak nevezzuk.

A Koordinatak valtozasa a bazis cseréjéenél

Ha B a V vektortér bazisa, és C egy V-t tartalmazo ter bazisa,
akkor barmely v € V vektorra

Ve = TeesV]s.

21



B Legyen [V]z = (v1,V2,...,Vy). A koordinatas alak jelentése
szerint
vV =viby + by + ... +vyby.

Ennek koordinatas alakja a C bazishan

[Vle = va[b1]c + va[b2]c + ... + Vn[bn]c
= [[brle | [b2lc | -+ | [bnle] [V]B

= TeeBV]B-

22



P & azR*standard bazisa, és B = {(1,1,0,-2),(2,3,3,-2)}.
vektorok altal kifeszitett altér. Irjuk fel az Te._g matrixot és
adjuk mega (—1,1)p és a (—3,2)p vektorok £-beli koordinatas
alakjat!

M Az attérés matrixa

1 2

1 3

Tee =[[bile | [b2e] = S
=D =2

lgy a két vektor koordinatas alakja a standard bazisban

12 1 102 1
13 [-1] |2 T3 [-3] |3
03{1]3’ 03[2} 6
-2 -2 0 -2 -2 2

23



Bazisfelbontas

A Bazisfelbontas

Legyen A reduRalt lépcsds alakja a zérussorok nélkil R, az A
foszlopaibol allo matrix B. ERRor A = BR.

P lrjuk felaz A =

1

=2

2
3
3
-2

B Redukalt lépcsos alak:

Innen A =

1
30 .. .
. bazisfelbontasat!
2

2 1 1 10 -1 =3

3 2 3 N o1 1 2

3 3 6 0 0 0 0
-2 0 2 00 0 O
S

= BR
1 2
24



Teljes rangl matrixok

D Az A matrix teljes sorrangu, ha sorvektorai fuggetlenek, teljes
oszloprangu, ha oszlopvektorai fuggetlenek.

- Ez azt jelenti, hogy egy matrix teljes sorrangl, ha rangja
megegyezik sorainak szamaval, illetve teljes oszloprangd, ha
rangja megegyezik oszlopainak szamaval.

- A bazisfelbontas egy matrixot egy teljes oszloprangu és egy
teljes sorrangl matrix szorzatara bont!

D Az A matrix teljes rangu, ha teljes sorrangl vagy teljes
oszloprangd.

25



Egységmatrix, elemi matrixok

I

10 0

01 ... 0
Az n x n-es |, :=diag(1,1,..., 1) = | . | matrixot

0 0 1

egysegmatrixnak nevezzik.

Az |, egységmatrixon végrehajtott egyetlen elemi
sormUvelettel kapott matrixot elemi matrixnak nevezziik.
Az alabbi matrixok elemi matrixok:

000 1 1000 1020 1000
0100 0500 0100 0100
0010 |00 1O (0010 (00710
100 0 000 1 000 1 0 0 0 1ps



Szorzas elemi matrixszal

- Mit vesziink észre az alabbi szorzasok eredményén?

0

O O O —»~ =~ O O

o O O -

O O -~ O O O uUur o o o -~ O

(@)

SO -~ ONN O~ O O O -~ O

- O O O O O o -

- O O O

an
an
asn
Qs
an
a1
as1
am
an
a
asn

Ay

an
a
as,
(o)
an
ax
asz
(o)
an2
az
dsz

Qs |

(OVR]
an
asn
an

an
50y
asy

am

-011 + 203
a1
asq

Ay

o)
ax
)

as;
an

an
502
as;
(o)
Ay + 203
az
as;
s2 27



Elemi sormUvelet matrixszorzassal

A Legyen E az az elemi matrix, melyet I,,-b6l egy elemi
sormUvelettel kapunk. Ha ugyanezt a sormlveletet egy
tetszoleges m x n-es A matrixra alkalmazzuk, akkor
eredmeényil az EA matrixot kapjuk.

28



Homogeén lin. egyrsz. megoldasai blokkmatrixszorzat alakban

P Egy homogén lin. egyenletrendszer és redukalt [épcsos alakja:

1T 2 3 4 5 1T 2 3 4 5
70 1 2 7
2357 NMN=1(/01 11 -1 = .
o 11T 1 -1
o 1T 1 1 —1 0O 0 0 0 O
- A megoldasok linearis kombinaciok, igy matrixszorzat alakba is
felirhatok:
X1 —1 -2 —7 — )
X —1 —1 1 -1 -1 th
X3 :t‘| 1 +t2 0 +t3 o = 1 0 t
X4 0 1 0 0 t
Xs 0 0 1 0 0

A HaAecF™" r(A) =r, rref(A) = [I|S]rxn, akkor

N(A):{[f]t‘tEFn_r}. 29



Particionalas: [sorvektorok] - [oszlopvektorok]

mx1 1xn mxn

ad1x a1*b*1 a1*b*2 R a1*b*n

A b b ... axnbing
AB = [ b | b | =] .

Amsx Amsx b*1 Amsx b*Z <. Amx b*n

30



Particionalas: [matrix] - [oszlopvektorok]

C:AB:A[ b

b | ...

b*n } = [ Ab*1

Ab*Z

...\Ab*n}

31



Particionalas: [sorvektorok] - [matrix]

P a1*B
A aQ*B
C=AB= BE
am* am*B
A B C

32



Particionalas: [oszlopvektorok] - [sorvektorok],

= +0 +
Txt tx1
b1
AB:[a*1 ...‘a*t} & = Ax1b1s + Auobos + - - - + Autbis.
b
o 1 2 T 0 1 2
5 4 5} 2 ? —Mﬁ 1}+ . [—2 o]+ : [1 1}

33



A szorzat oszlopai és sorai

A Az AB matrix minden oszlopa az A oszlopainak linearis
kombinacioja, és minden sora a B sorainak linearis
kombinacioja.

B Az AB matrix j-edik oszlopa

(AB)*} = Ab*j = a4 bU + a*zsz + ...+ a*tbtj

az i-edik sora pedig

(AB)j, = a;,B = aj1b1. + apbos + ... + aj;bys,

34



Matrixmuveletek és rang

A r(AB) < r(A) ésr(AB) < r(B), igy
r(AB) < min (r(A),r(B)).

B Az AB matrix minden oszlopa az A oszlopainak linearis
kombinacioja ~» O(AB) < O(A) ~ r(AB) < r(A).
Hasonloan az AB minden sora a B sorainak linearis
kombinacioja ~~ S(AB) < S(B) ~~ r(AB) < r(B).

A r(A+B) <r(A) +r(B)

B S(A+ B) < span(S(A) US(B)), az utobbinak van r(A) + r(B)
elem( generatorrendszere ~

- 1r(A+B) = dim(S(A+B)) < dim(span(S(A)US(B))) < r(A) +1(B)

35



Matrixmiveletek algebraja




Matrixmiveletek algebraja

Az alapmiveletek tulajdonsagai



Az 6sszeadas és a skalarral valo szorzas tulajdonsagai

Legyenek a kovetkezdkben szerepld matrixok egy
egységelemes kommutativ R gylir( folotti matrixok.

- A+B=B+A
- A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C
- ¢(A+B)=cA+cB, (c+d)A=cA+dA

36



Mire vigyazzunk a matrixszorzasnal?

A matrixszorzas nem kommutativ, azaz AB = BA nem all fenn
barmely két 0sszeszorozhato matrixra.

b ol o]l of e o ol ol o)

Ha AB = AC, akkor az A # O feltétel kevés ahhoz, hogy a B = C
kovetkeztetésre jussunk.

V2 s S 1 =3 1 3
2 -1 1 2 2 -1 1 2
1 -2 1 -2
Az AB = O-bol nem kovetkezik, hogy A vagy B a nullmatrix.

Nulloszto: egy alg. strukt. a # 0 eleme, melyhez 3 b # 0, hogy
ab = 0. (R-ben nincs, Zy,-ben van, ha m nem prim.)

AR



A szorzas tulajdonsagai

A A(BC) = (AB)C csoportosithatosag, asszociativitas
- A(B+C)=AB-+AC disztributivitas
- (A+B)C=AC+BC disztributivitas

- (cA)B = c(AB) = A(cB)
MNroseinOpmsee = Onser szorzas nullmatrixszal

ImAmxn = Amxnln = Amxn  SzOrzas egységmatrixszal

38



Az asszociativitas bizonyitasa

B Ha az egyenldség egyik oldalan kijelolt szorzasok elvégezhetok,
akkor a masik oldalon is. (Amxs, Buxv, Cixn ~>S=U, V=1)
- Elégsorvektor alakd A és oszlopvektor C-re bizonyitani, ui.

((AB)C),‘I‘ = (aI*B)C*ja (A(BC))U = ai*(BC*f)‘

C1
m m m @
= [Z Clkbm Zakbkz . Zakbkn] | = ZZakbmc,.
k=1 k=1 k=1 . (=1 k=1
Cn
n
byc
=1 m n m n
- [01 Clm} :Zak beelcl = ZZahme,.
n k=1 (=1 k=1 [=1
> bmic

39



Asszociativitas kovetkezményei

m Tobb matrix szorzatat nem kell zarojelezni.
- Ha D = ABC, akkor

m n

dij =" aibrcy.

k=1 =1

A fizikusok altal hasznalt Einstein-konvencio: az indexelt
valtozok szorzatainak osszegében a szumma jelek feleslegesek,
hisz azokra az indexekre kell 0sszegezni, amelyek legalabb
kétszer szerepelnek, mig az egyszer szerepldkre nem:

djj = Qjgbr(Cyj.

40



Matrix hatvanyozasa

D A':=Aés A" := ARA itt A € R™", ahol R tetszéleges gylir(]
m csak négyzetes matrixok szorozhatok onmagukkal
A ARAT = AREM
- (Af?)m — Af?m
K A% =?
- precedencia-elv:
I ¢
D A =1,

41



Hatvany kiszamitasa

1]
P A= 0 , AT =7
_’I O_
M A2 =1~ AR =], és AFHT = A
LA
1 a
P B=|2 .| lim B*=?
O j_ R—00
1k
5 Si=d . . 0 0
M Bf = |2 27771 (teljes indukciovall) ~ lim B = =0.
0 ok kR—o00 0 O
1T 2 =3
P LegyenC= |2 3 —4|.Mennyip(C), hap(x) =x>+2x2—1?
3 4 —6
M p(C)=C+2C—1=
9 8 14 -4 =4 7 1T 0 0 0 0 O
8 7 12| +2|-4 -3 — 10 1 0|l=1]0 0 O
1% 12 =21 -7 -6 M 0 0 1 000

42



A transzponalas tulajdonsagai

’

(AB)") = (AB); = (A);, (B),;-

)

=

43



Matrixszorzas inverze — matrixok osztasa

m A matrixszorzas nem kommutativ ezért az AX =B és az YA =B
egyenletek megoldasa kiilonbozo is lehet.

- Be lehet vezetni egy balrol és egy jobbrol valo osztast, de
ahhoz a késobb tanulando pszeudoinverz fogalmara lesz
szukség. Viszont altalaban még az sem igaz, hogy ha

YA = B, akkor Y = B/A, illetve ha
AX = B, akkor X = A\B.

- Ha csak egyetlen megoldas létezik (a kovetkezOkben

megtudjuk mikor), akkor igazak a fonti implikaciok, pl.:

e SN AP B
CAL B /-0 -



Matrix inverzének definicioja

D Matrix inverze

Legyen A € F"*"-es matrix, ahol FF test. Azt mondjuk, hogy A
invertalhato, ha létezik olyan B matrix, melyre

AB =BA = I,.

A B matrixot A inverzének nevezzik, és A~'-nel jeloljuk. A
nem invertalhatdo matrixot szingularisnak nevezzuk.

m Ha A inverze B, B inverze A.

_213—1710 3 =112 11 |1 0
5 3/ |-5 2| |0 1" [-5 2|5 3] [0 1|
A Egy matrixnak egy inverze lehet. Tfh A inverze B és C:
C=Cl=C(AB)=(CAB=IB=B

m A~ precedenciaelv: A-TA=A"1 = A0 = | 45



Példa matrix inverzére

D Amh az A matrix nilpotens, ha van olyan k pozitiv egéesz, hogy
Ak =0.

2 4" foo
5 -l
A Ha A nilpotens, és A® = 0, akkor | — A invertalhato, és inverze
|+ A+ A2+ .. AR
B (I—A)(I+A+A2 4 . AT
=1 +A+A + AT A A AT AR
= — A"
=
m Ha AB = I, akkor r(A) és r(B) egyike sem lehet kisebb r(l1)-nél,
azaz a matrixok rendjénél.

46



Invertalhato matrix tulajdonsagai

T Invertalhatosag T Szingularitas
A € R"™" Az alabbiak A € R™" Az alabbiak
ekvivalensek: ekvivalensek:
1. Ainvertalhato; 1. A szingularis;
2. A oszlopvektorai 2. A oszlopvektorai
linearisan fuggetlenek; linearisan osszefliggdk;
3. A oszlopvektorai bazist 3. dim(O(A)) < m;

n_ o
SURRIEIR I S0r2i: 4. A sorvektorai linearisan

4. A sorvektorai linearisan osszefliggok;

fuggetlenek; 5. dim(S(A)) < n;

5. A sorvektorai bazist

6. A barmely lépcsos
alkotnak R"-ben;

alakjanak van zérus sora,
6. r(A) =n. igy r(A) < n. 47



Elemi matrixok inverze

elemi matrix sormdUvelet inverz sormUvelet inverz matrix

E,‘j Si & Sj S+ Sj E'-j-1 = E,‘j
E,‘(C) cS; %S,‘ EI(C)_1 = Ei(%)
E,'j(C) S,‘ + CS/‘ S,‘ — CSJ‘ E,‘j(C)_1 = E,‘j(*C)
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Inverz kiszamitasa

A Inverz kiszamitasa elemi sormuveletekkel
A negyzetes A matrix invertalhato, ha az [A|l] matrix elemi
sormuveletekkel [I|B] alakra hozhato, ekkor A inverze B. Ha
rref(A) # I, akkor A nem invertalhato.

B Az AX = | tekinthetd egy szimultan egyenletrendszernek, mely
pontosan akkor oldhatdo meg (akkor viszont egyértelmuien), ha
rref[A[l] = [I|B], &és ekkor X = B.

- Ha rref(A) # 1, azaz r(A) < n, akkor AX = I nem oldhato meg,
mivel r(l) = n miatt r[All] = n > r(A).

- Har(A) =n, akkor az YA = | egyenlet is megoldhato, hisz az
ekvivalens az ATYT = | egyenlettel, ami r(A) = r(AT) = n miatt
megoldhato.

- Be kell még latnunk, hogy X =Y. 49



Az inverz létezése

T Azinverz letezéséhez eleg egy feltétel

A négyzetes A matrix pontosan akkor invertalhato, ha létezik
olyan B matrix, hogy az AB = | és a BA = | feltételek egyike
teljesll. Ha ilyen B matrix létezik, az egyértelmu.

B Ha [A|l] — [I|B], akkor az elemi sormUveletek inverzeit forditott
sorrendben elvegezve kapjuk, hogy [B|I] — [lI|A].
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2 x 2-es matrix inverze

A Az A=[95] matrix pontosan akkor invertalhato, ha
ad — bc # 0, és ekkor

ar_fa ] _ 1 [d -b
" lc d|  ad—bc|-c al

B matrixszorzassal ellenorizziik

- afeltétel eléegségesséegét a képlet igazolja

- szukségesseég: ad — bc = 0, azaz ad = bc < A egyik sora a
masik skalarszorosa

- ekkor A nem alakithato elemi sormuveletekkel
egysegmatrixsza.
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Az inverz alaptulajdonsagai

T AésBegyarant n x n-es invertalhatd matrixok
a) A" invertalhato, és inverze (A=") "' = A,
b) c # 0 esetén cA invertalhat6, és inverze 1A~T,
¢) AB invertalhato, és inverze B—'A~T,
. B PR = k ..
d) A% invertalhato, és inverze (Ak) = (A1), definicio
szerint ezt értjik A=F-n,
e) AT invertalhato, és (AT) - (A",
B ¢)Az
(AB)(B~'A™") =A(BB HA " =AAT =1
szorzat bizonyitja, hogy AB invertalhato, és inverze B~'A".
- d)Az (A’?) oo (A‘“)k egyenldséget igazolja:
AA. . AATTATT AT =ATATT L ATTAAL L A=

53
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Invertalhatosag és az egyenletrendszerek megoldhatosaga

T Azinvertalhatosag és az egyenletrendszerek
Legyen A € F™" matrix. Az alabbi allitasok ekvivalensek:

1.
2.

A invertalhato;

az AX = B matrixegyenlet barmely n x t-es B matrixra
egyértelmien megoldhato;

. az Ax = b egyenletrendszer barmely n dimenzios b

vektorra egyértelmien megoldhato;

a homogeén linearis Ax = 0 egyenletrendszernek a trivialis
x = 0 az egyetlen megoldasa;

A redukalt lépcsos alakja I

A eloall elemi matrixok szorzataként.
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Matrixegyenlet megoldasa matrixinvertalassal

P Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert matrixinvertalassal!

X+ y=2
5x+3y =3

M Az egyutthatomatrix és inverze

ac 21 A
53

igy az ismeretlenek (x,y) vektorara

==F-= -

E
I

—1]
2_

]:
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Matrixegyenlet megoldasa matrixinvertalassal

P Oldjuk meg az AX = B matrixegyenletet, ahol

A:21,ésB:132.
5 3 4 3 1

1M Az AX = B matrixegyenlet megoldasa:

X AR — 3 =111 3 2:—1 6 5.
=5 2|4 3 1 3 -9 -8

2M Minden AX = B alakd matrixegyenlet invertalhato A esetén
megoldhato szimultan egyenletrendszerként az [A|B] matrix
redukalt [épcsoOs alakra hozasaval. Tehat igy szamolhato
minden A~'B szorzat:

2 1)1 3 2 10
=
[53431] [013—9—8

—165]
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Matrix elemi matrixok szorzatara bontasa”

- Ha A-t elemi sormuveletek I-be viszik, akkor a sormUveletek
inverzei forditott sorrendben elvégezve I-t A-ba.

Elemi sormUveletek Elemi matrixok Elemi matrixok inverzei
1 2
300 [ 1 0] 10
102 L ]
0 - [1 0] 1 0
U =55 E; = E;' = { :|
0 -1 0 -1
1 2 - -
0 (1 —2] 1 2]
U S —-25 Es = _ E3_1 = |:O 1_

~eeeasi=[ -0 U0 [
- 58



Baziscsere

- BésC azR" két bazisa. Legyen v € R" tetszoleges. Ekkor
Ve = TeenlVls, €s [Vl = Tgec|Vc.
- A masodik egyenletbe helyettesitve az elsot kapjuk, hogy
Vs = TaecTesWMB,

azaz TpcTce minden vektort 0nmagaba visz, tehat egyenlo
az egységmatrixszal.

- TgecTeen = |, azaz e matrixok egymas inverzei.
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Baziscsere

P B= {<1a070)a (13130)7 (17171)}v C= {<1a2a3)a (07172)7 (07071>}r
Teep =?
1M A bazisokbol leolvashato

T 11 1T 0 0
Teen=10 1 1], Tece=12 1 0
0 0 1 3 21

Teee =Tz, 0,18V Tees = TeceTee s

10 0| [1 1 1 1 1 1
Tees=12 1 0 01 1 =12 -1 —1
32 1 0 0 1 1 -1 0
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Baziscsere (folytatas)

2M TecTeen = Teep, ahol Te_p az ismeretlen matrix.
megoldasa a [Te.c|Tep] redukalt [épcsos alakjabol:

T 0 011 11 1T 00 1 1 1
2 1 0|/0 1T 1=1]0 1 0|-2 -1 —1
32 110 0 1 0 0 1 T -1 0

- Tehat

Teep=|-2 -1 -1
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Matrixmiveletek algebraja

Miveletek specialis matrixokkal



Diagonalis matrixok

T Miveletek diagonalis matrixokkal
Legyen A = diag(as, @z, . ..,an), B = diag(b1,by,...,by), €s
legyen k egész szam. Ekkor
1. AB = diag(a1by, azby, ..., anbp),
2. AR = diag(ak, ak, ... af), specialisan
3. A7 =diag(a; ", ay .. an ).
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Permutalo matrixok és kigyok

D Permutalo matrix, kigyo
matrixot kigyonak (mas néven transzverzalisnak) nevezziik,
specialisan az egységmatrixbol ugyanigy kapott matrixot
permutaldé matrixnak (mas néven permutaciomatrixnak)
hivjuk.

- Az alabbi matrixok mindegyike kigyo, az utolso kett6 egylttal
permutald matrix is:

0O o« 0 O 01 00

0 50 1T 0 0
v 0 0 0 0 0 0 1

0 0 9/, : , (0 10
0 0 0 O 0 0 10

300 0 0 1
0 00 B |1 00O

63



Mlveletek permutalo matrixokkal

A Barmely két azonos méretl permutald matrix szorzata és egy
permutalo matrix barmely egész kitevds hatvanya permutalo
matrix.

B Pe, =g, eLP = e} ~» minden sorban és oszlopban pontosan
egy 1-es.

A Permutald matrix inverze megegyezik a transzponaltjaval, azaz
ha P permutald matrix, akkor P~' = P

B (PP"); =P, -P, =1 migi+#jesetén

(PPN = (P)iu(P")wj = (P)ix - (P)ju = 0.
0100]fooo01 [1000
o ppr_ |00 0 1|1 000 _Jo1o0o0
0010lo010 o010
10000100 (0001
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Haromszogmatrixok

foatlo alatt csak 0-elemek: felsé haromszogmatrix
foatlo felett csak 0-elemek: also haromszogmatrix
haromszogmatrix foatlojaban csupa 1-es: egység
haromszogmatrixrol (unit triangular matrix)

m a haromszogmatrix fogalmat altalaban négyzetes matrixokra

értjlk, de a fenti definiciokkal kiterjesztheté téglalap alakd
matrixokra is.

A ha egy konzisztens egyenletrendszer egyutthatomatrixa
haromszogmatrix, akkor behelyettesitésekkel megoldhato
(angolban backward/forward substitution aszerint, hogy a
matrix fels6/alsdé haromszogmatrix).
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Mlveletek haromszogmatrixokkal

A Felsé haromszogmatrixok 0sszege, szorzata, és invertalhato
fels6 haromszogmatrix inverze felsé haromszogmatrix. Alsora

analog.
A Egy haromszogmatrix pontosan akkor invertalhato, ha
foatlobeli elemeinek egyike sem zérus.
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Szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrixok

p =1 >\§

szimmetrikus matrix: AT = A
ferdén szimmetrikus matrix: AT = —A

5 6 1 1 9 9 0 1 =2
A=|6 2 0|, B=|-9 2 9|, C=|-1 0 3
1T 0 3 =9 =9 3 2 =3 0

A szimmetrikus, B egyik sem, C ferdén szimmetrikus.
Ferdéen szimmetrikus matrix foatlojaban 0-k allnak.
Szimmetrikus matrixok 0sszege, skalarszorosa, inverze
szimmetrikus. Ferdén szimmetrikus matrixok osszege,
skalarszorosa, inverze ferdén szimmetrikus.
Szimmetrikus matrixok szorzata szimmetrikus <=
felcserélhetok.

(«<) (AB)T = B'AT = BA = AB,

(=) AB = (AB)T = BTAT = BA. .



Szimmetrikus és ferden szimmetrikus matrixokrol 2

T Felbontas szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrix
0sszegére Minden négyzetes matrix eléall egy szimmetrikus és
egy ferdén szimmetrikus matrix 0sszegeként, nevezetesen
minden A négyzetes matrixra

A:%(A+AT)+%<A—AT).

szimmetrikus ferdén szimm.
T T
B (A+AT) — AT+ (AT) —AT+A=ALA
T T
(A—AT) — AT (AT) :AT—A:—(A—AT)
T ATA és AAT szimmetrikus tetszéleges A matrix esetén.

B (AAT)T = (AT)TAT — AAT.
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Matrixok terei

m Az R™X" vagyis az m x n-es matrixok tekinthetok mn hossz(
vektoroknak, vagyis R™" elemeinek, igy tekinthetok egy
vektortér elemeinek a matrixok 6sszadasara és skalarral
szorzasara nézve.

P Alteret alkotnak-e az R™" matrixok terében a szimmetrikus
matrixok, &s ha igen, adjuk meg egy bazisukat. Mennyi az altér
dimenzioja?

M Szimmetrikus matrxokhoz tartozo vektorok 0sszege és
skalarszorosa olyan vektort ad, melyhez szimmetrikus matrix
tartozik, tehat alteret alkotnak.

- Afoatloban egy 1-es, egyebiitt 0 alakiak, valamint a foatlo
alatt és folott szimmetrikus helyzetben egy 1-es, egyebitt 0
alakd matrixok kifeszitik ezt az alteret.

- Az altér dimenzi6ja = bazis elemszama = 200, 69



Matrixok gyorsszorzasa*

- Strassen-formulak, 1969: C = AB és mindegyik 2 x 2-es matrix,
akkor a szorzas elvégezhetd a kovetkezo formulakkal:

dy = (an + ax)(bn + bx) n=di+ds —ds +dy
dy = (a1 + ax2)bn 1 =dy+d,
d3 = an(bn — by) Cp =d3+ds
ds = an(—bn + bx) Cp=0d1+d3—dy+ ds

ds = (an + ap)bxn
de = (—an + ax1) (b1 + b12)
d7 = (a2 — a22)(ba1 + b22)
- 2" x 2"-es matrixokat 2 x 2-es blokkokra osztjuk, majd
rekurzivan alkalmazzuk a fenti képleteket.
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A gyorsszorzas hasznalhatosaga*

- A standard matrixszorzas muveletigénye 2n® — n? (ebbél n3
sz0rzas és n® — n? 0sszeadas). A Strassen-formulakkal valo
szorzasé n = 2 esetén legfoljebb 7- 7% — 6 - 4% Ez k = [log, n]
esetén cn'°&:’ ~ cn?8074 fels6 becslést ad.

- Coppersmith-Winograd 1990: cn?-3/>+/7

- javitasok, 2010: cn?374, 2011: cn?3728642 2014: cn?3728639,

- A Strassen-algoritmus gyengéje: nagyobb memoriahasznalat,
numerikusan instabilabb.

- A Strassen utani algoritmusoknak csak elméleti jelentosége
van, a gyakorlatban nem hasznaljak, mert csak akkora
matrixokon lenne elonyos, amekkorakat nem szoroznak 6ssze
a mai gépek.
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Matrixmiveletek algebraja

LU-felbontas



m Ha egy A matrixbol el lehet jutni egy U felsé haromszdgalakhoz
olyan sormuveletekkel, melyekben egy sor konstansszorosat
csak alatta lévo sorhoz adjuk és sorokat nem cseréliink, akkor

Ey...ElA=U, (1)

azaz A = LU alakra hozhato (lower, upper).
D AMH az A € F™*" matrix egy A = LU alaki tényezokre bontasa
LU-felbontas (-faktorizacio, -dekompozicio), ha L also egység

haromszogmatrix, U felsé haromszogmatrix.
- Nincs minden matrixnak LU-felbontasa, pl.

0 1 1 0|[b ¢
I
- Az LU-felbontas nem egyértelmd, pl. tetszoleges x-re

1 1 1 1 0 0]
00 0/l=1[0 1 0
00 0 0 x 1]

o O -
o O -
o O -
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tas kiszamitasa

4 8 4 8
P Hatarozzuk megA = |2 6 4 4| LU-felbontasat!
17 3 2 4
(4 8 4 8] 1 0 0]
A=|2 6 4 of P2 Ei= |- 1 0
1 3 2 4] L0 0 1]
(4 8 4 8] (1 0 o0
EA=|0 2 2 of »=L™ E=|0 1 0
1 3 2 4 |-/« 0 1]
(4 8 4 8] e 1 o0 o0
EEA=|0 2 2 of 224> E=l0o 1 o0
0 1 1 2 0 -1 1]
(4 8 4 8]
EEEA=[0 2 2 o =U.
0 0 0 2|
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LU-felbontas kiszamitasa

- Tehat E3E;E4A = U, amibdl az (EsE>Eq) ™" = E; 'E; 'ES
matrixszal valo beszorzas utan A = (E;'E; 'E; 1)U,

17 00][1 0 0o][1 0 o 17 0 0
L=[12 1 0ol]|0o 1 0[]0 1 ol=[r 1 o0
0 0 1| |/s 0 1|]0 12 1 Vu 12 1
4 8 4 8 1 0 0][s 8 4 8
A=1[2 6 4 4/ =12 1 0|0 2 2 0

32 4 e 12 1| [0 0 0 2
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Algoritmus az LU-felbontas kiszamitasara

A Algoritmus a Gauss-eliminacio lépcsds alak helyett felsd
haromszogalakl matrixot ado megvaltoztatasaval, ahol
A € F"*" (F test):

1.
2.

L« Im, U+ A s=min(mn+1),t+1

ha ug = 0es 3k >t: ug # 0, akkor ,nincs LU-felbontas”
STOP

Uk # 0 eliminalasa k > t-re az Sy — xSt sormuvelettel;

(L)kt = e

4ot t+1

hat = s, akkor ,az LU-felbontas: A = LU"” STOP
menj 2.-re
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Algoritmus az LU-felbontas kiszamitasara

T Az LU-felbontas létezése és egyértelmiisége
A fenti algoritmusra igaz, hogy

(a) pontosan akkor all le hibatlizenettel, ha A-nak nincs
LU-felbontasa,
(b) a megkonstrualt L és U matrixok LU-felbontast adnak,

(c) ha A invertalhato, akkor e felbontas egyértelm.

76



Az algoritmus LU-felbontast ad

B Csak (b)-t bizonyitjuk: jeldlje az S; — [;;S; sormivelet elemi
matrixat E; (1 <i<j<m).
- Legyen

E = (Emm—1)(Emm—2Em—1,m=2) - .- (Em2 ... E42E32) (Em1 ... E31Ep).

- Az algoritmus szerint ekkor EA = U.

= [EL=X

- L fdatlojaban csupa 1, ji-edik helyén [j; all, ezért az elemi Ej;
matrix épp ezt az elemet fogja eliminalni, és igy E minden
foatlo alatti elemet eliminal, azaz EL = I.

- EszerintE~' =L, tehat A =E~'U = LU.
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Egyenletrendszer megoldasa LU-felbontassal

- Ax=b megoldhatd <= Ly =b, Ux =y megoldhato.
- E két egyenletrendszer visszahelyettesitésekkel megoldhato.
- Oldjuk meg: 4x; + 8x, + 8x3 = 8

2X1 + 6X0 + 4X3 =4

X1+ 3% + X3 =4

- Ly=b
10 0] |w 8
21 0| |y| = |4
Vo 2 11 |ys 4

- y=(8,0,2)

- Ux=y:
4 8 8| |x 8
0 2 0Of |x| = 1|0
0 0 2| [Xx3 2

- x=(0,0,1). 78



Matrix invertalasa LU-felbontassal

- AX=1 < LY=I UX=Y.

4 8 8 7 0 Of 4 8 8
- Invertaljuka (2 6 4| = |12 1 0| |0 2 0| matrixot!
13 4 s 2 1| o 0 2
- LY =1
T 0 Of (yn Vi Y3 10 0 1 0 0
Voo 1 0| |yan Y2 ya|=|0 1 0 ~ Y=|- 1 0
Vo Y2 1 |y Yo Vi 0 0 1 0 =2 1
- UX=Y
4 8 8| |Xn X X3 1 0 0 3y -1
0 2 Of |xn Xp x| =|-2 1 0O ~»X=|-s Y2 0
0 0 2| [X1 X2 X33 0 -2 1 0 —VYu
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m Az LU-felbontas miveletigénye megegyezik a Gauss-kikiiszo-
bolésével: egy n-edrend(i matrixra nagysagrendileg 2n3/3.

- Egyenletrendszer egyutthatomatrixanak LU-felbontasahoz
nincs sziikség az egyrsz jobb oldalara (igy hasznalhato akkor is,
ha az még nem ismeretes, vagy tobb van beldle).

- Az LU-felbontas ismeretében tobb matrixokkal kapcsolatos
szamitas gyorsabban elvégezhetd (inverz, determinans,...).

- Az LU-felbontas memoriatakarekos, s vannak olyan specialis
matrixosztalyok (pl. szalagmatrixok, ritka matrixok), melyekre
van a kiktuszobolésnel gyorsabb algoritmus az LU-felbontasra.

- A komputer algebra programok ha egy matrixon LU-felbontast
igényld szamitast végeznek, azt késdbbi szamitasoknal
folhasznaljak, novelve a szamitas hatékonysagat.
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PLU-felbontas

A Egy P permutald matrixszal valo balrol szorzassal minden
matrix olyan alakra hozhato, melynek van LU-felbontasa:

PA = LU, azaz A = PLU.

D Egy tetszoleges A € F™*" matrixnak egy permutalo, egy egység
foatloji négyzetes alsd haromszog- és egy m x n-es felso
haromszogmatrix szorzatara valo bontasat PLU-felbontasnak
nevezzuk.
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PLU-felbontas

m Ha m > n, akkor U utols6 m — n sora zérussor, ezért ezeket, és
L utolsd m — n oszlopa is elhagyhato, vagyis ha s = min(m, n),
akkor P m x m-es permutalo matrix, L 1-esekbol allo foatloju
m x s-es also, mig az U s x n-es felsd haromszogmatrix.

példaul

0 1 0o 1 0]l[1 o o] [2 3
1 2l=10o 0 1/]lo 1 o]0 1
2 3 1.0 of |12 2 1| |0 0

0 1 0l [1 o
2 3
:oo1owl01]

1T 0 Of |12 )2
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PLU-felbontas részleges foelemkivalasztassal

P Részleges féelemkivalasztassal (a féatlobeli elem alatti
legnagyobb abszolit értékl elemet kivalasztjuk, és sorcserével
a foatloba tesszik, és a numerikus hibak csokkentése
érdekében vele eliminalunk) hatarozzuk meg a
PLU-felbontasat:
—1 6 1 —7 4

1 4 4 7 5

4L —8 4 8 —4

3 -6 8 6 -8

m Ha egy a adat hibaja (kerekitési, szamitasi vagy méreési) ¢, és

|b] < |c|, akkor
9

b C
tehat @ hibaja kisebb, mint § hibaja. 84
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A PLU-felbontas algoritmusa: Legyen A € F™*" (F test):
1 Lo+ Im Ap < Ug <+ A s=min(m,n+1),t<+1
2. hauy =06sVR > t: up =0, akkor
Lt < Lt—q, Ap < Atq, U <~ Ui, Pt =1
t< t+18és menj2-re
3. ha uy = 0 és uk # 0 valamely k > t-re, akkor legyen
P: az St <+ S matrixa,
Ui = PiUi—s, Lt = PeLe1Py,
At = PiAr_q = (PiLi_1Py)(PUi_q) = LU
4. Uj-ben ug # 0 eliminalasa minden kR > t-re az Sp — [p:St
sormuvelettel; (Lf)gt < lgt,
e lépések végen kapjuk az Uy, Lt és Ar = L;U; matrixokat.
5 t+t+1
6. hat=s, akkor P = PsPs_4...Pq, L = Ls, U = Us; ekkor
PA = LU; ,a PLU-felbontas: A = PTLU" STOP
7. menj 2-re 86
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