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ceélkituzések

E lecke befejezése utan a hallgato

- at tudja alakitani az algebrai vagy trigonometriai alakban
megadott komplex szamot a masik alakba,

- el tudja végezni komplex szamokkal a konjugalas,
0sszeadas, szorzas, hatvanyozas, gyokvonas muveleteit,

- ellendrizni tudja, hogy egy adott algebrai struktira test-e,

- el tudja végezni az alapmuveleteket Zn,-ben.



Testek



Testek

A szamfogalom bdviilése



pozitiv egészek — 0sszeadas, szorzas

a + x = b megoldhatosaga — negativ szamok és 0
ax = b megoldhatosaga — racionalis szamok

x> = 2 megoldasa — vannak irracionalis szamok
sorozatok hatarértekének fogalma — valos szamok

az x> = —1 egyenlet megoldasaval lesz tovabbi bovités???



Egy kis torténelem

- Girolamo Cardano (1501-1576) orvos, filozofus, matematikus -
1538 korul értesul arrol, hogy Scipione del Ferro és Niccolo
Tartaglia egymastol flggetlenil felfedezték az x> + px =g
alaku harmadfokl egyenlet megoldasat — 1545-ben megirja
,Ars magna sive de regulis algebraicis” cimd muveét, benne a
megoldoképlettel — 1552-t61 kezdddden Europa egyik
leghiresebb orvosa — a 60-as évek elején elveszti ket fiat
(gyilkossagért halal, rablasért szamuzetés) - 1570-ben
Bolognaban bebortonzik, szabadulasa utan Romaba koltozik

- Scipione del Ferro (1465-1526) felfedezi a harmadfok( egyenlet
megoldasanak modjat - titokban tartja (kivetel Nave, Fiore)


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cardan.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ferro.html

Niccolo Fontana (1499-1557) glinynevén Tartaglia (dadogo) (1511
Brescia, francia dilas) - 1535: Fiore kihivja Tartagliat egy 15
napos versenyre (30 feladat, a vesztes a gydztest és 29 baratjat
megvendégeli) - felkészlléskor Tartaglia rajon a nehezebb
tipust harmadfokl egyenletek megoldasi modjara

Cardano (kilatasba helyezve Tartaglia tiizérségi talalmanyainak
partfogot keres, titoktartas igérete mellett megszerzi a titkot) —
amikor Navetol megtudja, hogy del Ferro is ismerte e
képleteket, felmentve érzi magat, és publikalja (a negyedfokl
esetre is tovabbfejlesztve az eredményt)

Tartaglia leirta ,megcsalatasanak” torténetét

Milanoban Ferrari (Cardano tanitvanya) vitara hivja Tartagliat,
aki a vitat elveszti, ennek kovetkeztében lehetdségeit
(nyilvanos eléadasok) elvesziti



A megoldoképlet egy specialis esetre

Oldjuk meg az x3 = bx + ¢ egyenletet! A Tartaglia képlete:

O 0 -0)

Oldjuk meg a x> = 7x + 6 egyenletet!
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Alkalmazasok

hidrodinamika, aramlasok  vizsgalata,
Zsukovszkij-féle  szarnyprofil  (Joukowski
| Zhukovskii / Zhukovsky Airfoil, Nikolay
Yegorovich Zhukovsky, Hukonan Eroposuy
YYKOBCKUIA)

1
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Egy ,Wolfram demonstration” animacio. 7


http://demonstrations.wolfram.com/TheJoukowskiMappingAirfoilsFromCircles/

elektromossagtan, jelfeldolgozas, villamosmeérnoki
tudomanyok

linearis rendszerek, linearis differencialegyenletek megoldasa

relativitaselmélet, kvantummechanika

fraktalok (Mandelbrot-halmazok: aholazg =¢,z, =22 ;+¢
sorozat korlatos; Julia-halmazok)

Imle]







Testek

Komplex szamok



Komplex szam és algebrai alakja

D Komplex szam algebrai alakja
Az a + bi alakd szamokat komplex szamoknak nevezziik, ahol
a és b valosok, i az imaginarius egység, melyre i’ = —1. a-ta
komplex szam valos részének, b-t az imaginarius részenek
nevezzik. A komplexek halmazat C, az a + bi — a fliggvenyt
R vagy Re, az a + bi — b fuggvényt & vagy Im jeloli. Az a + bi
alakot a komplex szam algebrai alakjanak nevezzik.

- Algebrai alakban megadott komplex szamok dsszeadasa,
kivonasa, szorzasa és pozitiv egész kitevds hatvanyozasa Ugy
végezhetd, mintha egyvaltozos polinomokkal szamolnank i
valtozoval, de ahol i? helyébe —1-et helyettesitiink.

- Az imaginarius egységet - megkllonboztetendo az i betl egyéb
jelentéseitol — a villamosmérnoki szakirodalomban j betl
jeloli, mig bizonyos programnyelvekben I. 10



D Komplex szamsik (Argand-diagram, Gauss-szamsik): a komplex
szamok szemléltetésére az a + bi komplex szamnak a sik (a, b)
koordinataju pontjat feleltetjiik meg. Ez kolcsondsen
egyértelmU. A vizszintes tengelyt valos, a fliggdlegest
imaginarius tengelynek nevezzuk.

P Legyen z =3+ 2i. Ekkor Rez=3,Imz = 2. E szam a komplex

szamsikon abrazolva:
Imz

T3

+2i Z=3-+2

"




P Osszeadas, kivonas, szorzas, hatvanyozas
Szamitsuk ki az alabbi kifejezések értekét:
1. (1—i)+2(01—1i) — (1 —i),
2. (2 —=31)(1+ 2i),
3. (1—-1)%

M1 (1—i)+201—1)—(1T—i)=T—i+2-2i—1+i=2—2i

2. 2-3)(1+2)=2—3i+4i —6i° =8 +1i.
3. Hatvanyozashoz a binomialis tétel hasznalhato:

4 4 4
(1—i)=1- <1>i+ <2>iz— <3>i3+i‘*=1—4i—6+4i+1:—4

12



P | Osztas

Szamitsuk ki az alabbi kifejezések értéket:

1
1. =
1

T1+1
a -+ bi
S cH+di’

Kihasznalva, hogy zz minden komplex z szamra valos, komplex
szamok hanyadosanak algebrai alakjat a nevezo konjugaltjaval
valo bovitéssel ki tudjuk szamolni.

i mert—i-i=1

1

141 (1+DB-4) 7-1 7 1,

" 344 (3+4)3-4) 25 25 25
a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+ bd)+ (bc—ad)i

c+di  (c+di)(c—di) c? + d?

13



D Komplex szam konjugaltja

Az a + bi komplex szam konjugaltjan az a — bi komplex
szamot értjuk.

Imz
T 2i z=3+2i
1 "2 3
* Rez
—i
T =21 Z=3-2i

T Konjugalt tulajdonsagai

1. 217220 =21%+2

2. 717y = 2122

14



A komplex szam trigonometriai alakja

D

Komplex szam abszolit ertéke

Az z = a + bi szam abszol(t értékén az r = |z| := Va2 + b?
nemnegativ valos szamot értjiuk. Ez megegyezik a komplex
szamsikon a z szamnak a 0-tol valo tavolsagaval.

Komplex szam iranyszoge

A komplex szamsikon az (a, b) vektornak a valos tengellyel
bezart iranyitott sz0gét az a + bi szam iranyszogenek vagy
argumentumanak nevezzik.

Komplex szam trigonometriai alakja
Ha a z € C komplex szam abszolUt értéke r, iranyszoge o,
akkor

Z = r(cosp +1isiny).

Ez a trigonometriai alak. B



Im~z

Z=a-+ bi

Rez
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T Azalgebrai és trigonometriai alakok kozti kapcsolat
Ha z = a+ bi = r(cos ¢ +isin ¢), akkor

a=rcosy
b=rsinp

r=lzl=vVa2+b?=vz

tgtng ha a # 0, ctgcp:% hab #0

B Az elso két egyenldség az a + bi = r(cos ¢ + isin )
egyenldséghdl azonnal adodik.

- Azrértéke azz = (a+ib)(a —ib) = a® + b? Osszefliggés
kovetkezmeénye.

- Atgy és actgp értéke leolvashato a szamsikrol.



Az algebrai és trigonometriai alak kapcsolata

P Példa

Irjuk fel a 2 + 24/3i, —v/2 — v/2i, v/3 — i komplex szamok
trigonometriai alakjat, és abrazoljuk mindegyiket a komplex
szamsikon!

M |2 +2V3i| = /22 + (2v/3)2 = V&4 + 12 = 4, a ¢ iranyszogre:

tgp = 23 = /3, és mivel a komplex szam a szamsik elsé
negyedébe esik, ezért p = T ~» 2 +2/3i = 4(cos T +isin I).

- = V2= VEi| = (V22 + (V22 = V2F2 =2

tgp = —V2 _1 4 komplex szam a szamsik harmadik

=2
negyedébe esik, ezért ¢ = 2%: —/2 — v/2i = 2(cos 2F + isin 2F).

- WV3-i=v3+1=2 tggo— f,deakomplexszama
szamsik negyedik negyedeébe esik, ezért ¢ = —%, vagy a [0, 2x)
intervallumbol ¢ = % Ir s V3 —-i=2 (cos ”6“ —|—1sm ”“) 18




27/3

3w /4
57 /6 ‘

ST

1

V2 —/2i

77/6
57 /4 ‘

47 /3

I

3m/2
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A trigonometriai alak tulajdonsagai

T Szorzas, osztas trigonometriai alakban

Legyen z; = ry(cos @1 + isin 1), Zp = ry(cos ¢y + isin ;). Ekkor

212y = nrp(cos(¢r + ¢2) +isin(p1 + 7)),

21 r ..
— = — (cos(p1 — p2) +isin(p1 — 2))
2 I

M A szogek 0sszegére vonatkozo trigonometriai azonossagokbol:
Z1Zy = ri(cos 1 + isin 1) - r(cos py + isin y)
= r11y(cos 1 cos vy — sin g sin @y +
i(sin ¢1 cos ¢y + cos 1 8in 7))
= nrz (cos(p1 + ¢2) + isin(er + ¢2))

. . . . B 20
Az osztas hasonloan bizonyithato.



T Abszolat érték tulajdonsagai
Legyen z,21,2, € C. Ekkor

—

2l =1z|

- |2z2| = 21|22

Nz/z| = |zl /2]

|21+ 22| < |z1] + |22] (haromszog-egyenlbtlenség)

B~ W N

B |Z| =|a— bi|=+va2+b2=]|a+ bi| = |z|.

- |z = n, 22| = ry, Tgy az eléz0 tételbol |21z, = i = |z1]|z2| €s
|21/22| = 1 /r2 = |21] /|22].

- Azonnal kovetkezik az R?-re vonatkozo haromszog-
egyenlotlenséghol.

21



osztva kulonbozd maradékokat adnak).

Hatvanyozas, gyokvonas trigonometriai alakkal

D Komplex szam gyoke

Haze Césne Nt akkor /z={we C:w" =7z}, azazaz
komplex szam komplex n-edik gyoken azon w szamok
halmazat értjik, melyekre w" = z. (nem egyérték(')

T Hatvanyozas, gyokvonas kiszamitasa
Legyen z = r(cos ¢ + Isin ). Ekkor
77" = r~(cos(—¢) + isin(—¢)) = r ' (cos p — isinp)
Z" = (r(cosp + isinp))" =r" (cosnp +isinny), nezZ
2k . 2k
Vz = W(cos(p—i_n 7r+lsin(’0+n W), neNt, kR=0,....n—1,

ahol v/ a komplex, v/ a valos n-edik gyokvonas muivelete (és
k végigfuthat egészek barmely mas n-elemi halmazan, n-nel



Legyen z = r(cos ¢ + isinp). L! n € N pozitiv egész. A
Z" =" (cos Ny + i sin ny) képlet a szorzasi szabaly n-szeri
alkalmazasabol adodik.
L'n=—1z"=1 1gy a trigonometrikus alakba felirt szamok
osztasara vonatkozo szabaly szerint
1 1(cos0 4+ isin0)
r(cos ¢ +isinp)
Ll'n<0ésm=—-n>0.
1 1(cos0+1isin0)
Tm rm(cos My + isin my)

= r~™(cos(=mp) + isin(—mep)) = r"(cos Ny + isin np)

= r~(cos(—¢) + isin(—p))

Legyen w = R(cosa + isina) es w" = z.

Ekkor R"(cos(nar) + isin(na)) = r(cos ¢ + isin ) ahonnan

R= /I, na = ¢+ 2km, azaz o = *(p + 2km). Ha 1(p + 2km) és
1 5 k¢ 2 .
= (@ + 2¢m) azonos szogek, akkor (§ — +)27 a 2w egész szamu

tobbszorose, igy % — % egesz, tehat k és £ azonos maradékot ad 2



P Hatvanyozas: Szamitsuk ki

ertéket!
M 1+ @i trigonometriai alakja: cos § + isin .

/2
27/3 /3
3w /4 /b
57 /6 /6
™ z 0
/6 Nw/6
57 /4 I /4
47 /3 57/3
37/2

24



A hatvanyozas képletét alkalmazva:

.. o\ 100 . . 1007w
(cos3+181n3> = cos + Isin 3
Lo .. 47
:cos?+lsm?
1 V3.
2 2

Egy masik megoldasi lehetoség fejben is szamolhato: mivel
(cos § + isin §)6 =1, €5 100-at 6-tal osztva 4 a maradek, ezert

7r+l. . m\ 0 ﬂ—i—i . om\*
= in - = = in—
GeE = sl = GoE S 0 =

:coslir—i-isinZir
3 3
1 V3.
2"

25



P Szamitsuk ki .
(V3+i)
értéket!
M /3 +ihossza \/v/3 + 12 = 2, trigonometriai alakja:
2(cos T +isinZ). gy

T iein TV = 9%(cos 2 4+ jsin oF
[2(Cos6+181n6)] = 27(cos z + isin 6)

3 .. 3
= 512(cos % + isin ;

= —512i

)

26



P Hatodik egységgyokok Szamitsuk ki az 1 hatodik gyokeit!

M Az 1trigonometriai alakja 1= 1(cos 0 4 isin0). Olyan szamokat
kerestink, melyek 6-odik hatvanya 1, azaz olyanokat, melyekre
r®(cos 6y + isin 6p) = 1(cos 0 + isin 0).

- Innenr=1,6&s6p =0, de mivel 0 ugyanaz a szog, mint 2, 4...,
ezért 6p = 2m, 6p = 47,..6¢ = 107 is lehet! (6¢ = 127,
6¢ = 14m,... nem ad 0j eredményt!) Igy ¢ lehetséges értékei:
0,%,2r 7, 4% 3™ A gyokok listaja és azok algebrai alakja tehat

» 39 39N 3y 3
. T . T 1 \/§
0+ 1sin0 =1 —Fisins ==+ —I
cos 0 + /sin , CoS 3 + I'sin 3 5 oty 5 !
. 1 . .
cos?—l—lsin?——i—i—Tl, cosT + Isinm = —1,
ST 4T 1 \@i 57 i 2T _ ] \/§I.
— n——=—-— — — in—=- — —1I.
cos3 S 3 5 > cos3 S 3 5 >

27



P Gyokvonas Szamitsuk ki y/1+ iv/3 értékeit!

M z=1+iV3esetén |z| =2, arg(z) = 3,igy z=2 (cos T +isin ).

- Egy gyok: v2(cos % + isin ). Az Osszes gyok:

T 2R m  2Rkmw

\SfZ(cos(15 z )+1sm(15 = —), k=0,1,...,4.

28



Testek

Kétmiveletes algebrai struktirak



A valos, a racionalis és a komplex szamok kozos muveleti
tulajdonsagai vezetnek a kovetkez6 absztrakciohoz:

D Test
A test egy legalabb két elemet tartalmazo (jelolje ezeket 0 és

1) és két binaris muvelettel (+ és -) ellatott F halmaz, melyre
barmely a,b,c,d € F, d # 0 esetén fennallnak a kovetkezok:

a+b=b+a ab = ba kommutativitas
(a+b)+c=a+(b+c) (ab)c=a(bc) asszociativitas
0O+a=a la=a zérus-/egységelem
XeF:a+x=0 dyeF:dy=1 3ellentett/reciprok

(a+b)c=ac+ bc disztributivitas
29



p 1

v >

—A >

3 ©

Reciproka — mas néven multiplikativ inverze — csak a nullatol
kilonboz6 elemeknek van.

Minden test tetszoleges a elemére igaz, hogy 0-a=a-0 = 0.
(B 0a+ 0a = (0+ 0)a = 0a)

Egy testnek csak egyetlen zérus- és egyetlen egységeleme van.
Az a elem ellentettjét —aq, reciprokat a=' vagy 1/a jeloli.

(=1 -a=—-a, —ab = (—-a)b=a(-b).

(ab)~'=a""b".

A valosok R, a racionalisok Q, a komplexek C halmaza a
szokasos muveletekkel testet alkot.

Testet alkotnak az {a 4+ bv/2 | a,b € Q} alakl szamok.

Nem test az N, mivel pozitiv elemeinek ellentettje nem N-beli.

Nem test a Z, mivel az 1-nél nagyobb elemeinek nem létezik
reciproka.

30



P Tekintslk a kételemU {0, 1} halmazt és definialjunk rajta két
mUveletet a kovetkezd muvelettablakkal:

+10 1 x |0 1
0]0 1 0(0 O
111 0 110 1

E halmaz e két mUvelettel testet alkot, melyet Z, vagy IF; jelol.
(A paros és paratlan szamokkal valo szamolasban, vagy a
logikai miveletekkel 6sszekapcsolt allitasokban mar
talalkozhattunk e testtel.)

Az also tagozatban megismert szabalyok a kovetkezo
tablazatba foglalhatok:
+ \ paros  paratlan X \ paros paratlan
paros paros  paratlan paros | paros  paros
paratlan | paratlan  paros paratlan | paros paratlan

31



Jelolje 'h" a hamis, 'i" az igaz logikai értékd allitast és AND az
,es” valamint XOR (exclusive or angol kifejezéshél) a ,kizaro
vagy” miveletét. A két mivelettabla:

E szamitastechnikaban is fontos két mivelet a hamis < 0,
igaz <+ 1, XOR <+ 0sszeadas, AND <« szorzas megfeleltetésekkel
ismét Z,-t adja.

P Testet alkotnak-e R3 vektorai a vektorok 0sszeadasara és
vektori szorzasara nézve?

M Nem, hisz példaul a vektori szorzas nem kommutativ.

32



Kvaterniok: a+bi+cj+dk alakl szamok, ahol
a,b,c,d € R, i,j,k olyan ,imaginarius” sza-
mok, melyekre i = 2 =R = ijjk = —1,ij = R,
ji = —k, jk = |,.., 0sszeadas ,koordinatan-
ként”, szorzas az el6z0 szabalyok szerint: az
U = Ui+Uzj+U3R vV = vii+Vaj+V3kjeloléssel
(a+u)(b+v)=ab—u-v4+av+bu+uxv.

Here as he walked by on the 16th of October
1843 Sir William Rowan Hamilton in a flash of
genius discovered the fundamental formula
for quaternion multiplication i = > = k? =
ijk = —1 & cut it on a stone of this bridge

A szorzas nem kommutativ, de a tobbi testaxioma teljesil: a
kvaterniok ferdetestet alkotnak. =



D Gydru
A gylrl egy legalabb egy elemet tartalmazo (jeldlje ezt 0) és

két binaris mivelettel (+ és -) ellatott R halmaz, melyre
barmely a, b, c € R esetén fennallnak a kovetkezok:

a+b=b+a kommutativitas
(a+b)+c=a+(b+c) (ab)c=a(bc) asszociativitas

O+a=a van zéruselem
xXeR:a+x=0 ellentett létezése
(a+b)c=ac+ bc disztributivitas

A gylri kommutativ, ha a szorzas kommutativ, egységelemes,
ha van egységelem.

D Nullosztomentes

Egy G gylrl nullosztomentes, ha barmely a,b € Gés ab =0
eseten a = 0vagy b = 0.

34



Definicio szerint minden test gylr(, sot egységelemes
kommutativ és nullosztomentes gy(rd.

Egy gylriben barmely a elemre 0a = a0 = 0 és (—1)a = —a.
A természetes szamok N halmaza nem gy(r( a szokasos
muveletekkel (a —1 nem természetes szam).

A paros szamok kommutativ gylrit alkotnak, de ez a gylr(
nem egységelemes.

A valos egyltthatos polinomok egységelemes kommutativ
gy(r(t alkotnak. Altalaban, ha R egy gytiri, akkor az
R-egyltthatos polinomok gylrit alkotnak, amit R[x] jelol.
Egységelemes kommutativ gy(r(t alkotnak (1) az R — R
fliggvények, (2) a [0,1] intervallumon értelmezett fiiggvények,
(3) a [0,1] intervallumon értelmezett folytonos fliggvények a
szokasos muveletekkel, (4) a végtelen sorozatok az
elemenkénti 0sszeadas és szorzas mlveletére nézve.

35



T

B

Minden test nullosztomentes
Minden test nullosztomentes.

Indirekt: tfh van olyan test, és abban két elem, hogy a # 0,

b #0,de ab=0.

Egy testben a nemnulla elemeknek van inverzuk. Szorozzuk be
az ab = 0 egyenloséget 1/b-vel: ab% =0,azaza =0, ami
ellentmondas.
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Testek

Véges test



P 12mod5=2,—3mod8=5,(8+6)mod12=2,2"" mod 2 =0,

m

A mod miivelet

Legyen a,m € Z egészek és legyen m > 1. Az a-nak m-mel
valo osztasi maradékat a mod m jeloli, és ,a modulo m”"-nek
olvassuk. Az osztas maradéka nem negativ, és kisebb m-nél,
tehat 0 < a mod m < m.

3% mod 2 =1.

Tudjuk, hogy egy paros és egy paratlan szam szorzata mindig
paros, mig 0sszege mindig paratlan. Vagyis a mivelet
eredményenek 2-vel valo osztasi maradéka csak a két szam
maradékatol fligg. Ezt altalanositjuk a kovetkezdkben.
Haa,b,m € Z, m>1ésamod m= b mod m (azaz a-nak és
b-nek m-mel valo osztasi maradékai azonosak), akkor azt
mondjuk, hogy a és b kongruensek modulo m.

Jelolése: a = b (mod m) vagy egyszeribbena=b (m).
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T Szam helyettesitése vele kongruenssel
Ha a, b, c,d, e tetszéleges egészek, m,n > 1 egészek, a = b
(mod m) esc=d (mod m), akkor

a+c=b+d (modm)

a—c=b—-d (modm)
ac=bd (mod m)
a"=b" (mod m).

m E tétel azt jelenti, hogy ha egy egész szamokat tartalmazo
kifejezésrol csak azt akarjuk tudni, hogy mekkora maradékot
ad m-mel osztva, akkor az 6sszeadas és kivonas tagjait, a
szorzas tényezoit és a pozitiv egész kitevos hatvanyozas alapjat
(a kitevéjét nem!) kicseréljik egy tetszdleges, vele kongruens
egeszre.
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Lm
Legyen m > 1 és tekintslik az m-elemd {0,1,...,m — 1}
halmazt és elemein vezessik be a kovetkezd két muveletet:

a®b:=a+bmodm

a®b:=abmodm

A két mUvelettel ellatott struktlrat Z,-mel jeloljik, és ha
nem okoz félreértést, két muveletét is a szokasos 0sszeadas
és szorzasjellel jeloljik.

Tétel
Znm egyséegelemes kommutativ gylrd minden m > 1 esetén.
Zm pontosan akkor test, ha m prim.
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Irjuk fel Zs, Zs és Zg muvelettablait:
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2
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Osszefoglalas

- Avalos szamok R teste kibdvithetd az imaginarius i = v/—1
hozzavételével Ggy, hogy a bovebb struktira is test maradjon,
tehat hogy az 0sszeadas és szorzas muveleti tulajdonsagai
érvényben maradjanak. A komplex szamokat tartalmazo
bovebb test mar nem létezik.

- Testet alkot a racionalis szamok @, a valosok R, a komplexek C
halmaza, és Z, ha p primszam.

- Nem test, csak gylirl az egészek Z halmaza, és Zm, ha m > 1
osszetett szam. (N nem gy(r(.)
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