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ceélkituzések

E lecke befejezése utan a hallgato

- el tudja végezni az R" tér vektormUveleteit beleértve
vektorok szogenek és tavolsaganak meghatarozasat,

- fel tudja irni azt az egyenletrendszert, melynek
segitségével eldonthetd, hogy egy vektorrendszer
linearisan flggetlen-e,

« fel tudja irni azt az egyenletrendszert, melynek
segitségével egy adott vektor kifejezhetd egy adott
vektorrendszer vektorainak linearis kombinaciojaként,

« fel tud bontani egy vektort egy masikkal parhuzamos és
merdleges 6sszetevok dsszegeére.



Az R" vektorter



Az R" vektortér fogalma

D R" a rendezett valos szam-n-esek halmaza (mas
szOhasznalattal: n-dimenzios vektorok tere, azaz vektortér).
- 4-dimenzios kocka
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Vektormuveletek definicioi

Legyen c € R tetszéleges valos, u = (uq, Uz, ..., Uy) €S

V= (vq,Va,...,V,) az R" két tetszéleges vektora. Két vektor
0sszegen ées egy vektor c-szeresén az

U+v=_Us+Vv,Uy+Va...,Un~+ Vp)

cu = (cuq,CUy,...,CUp).

R"-beli vektorokat értjuk.



Az R" vektortér alaptulajdonsagai

T Az 0sszeadas és skalarral szorzas tulajdonsagai

L'u,v,w € R" tetszéleges, c,d € R, jelolje 0 a (0,0,...,0)
vektort. Ekkor

Al u+v=v-+u folcserélhetd (kommutativ)
A2 u+(v+w)=(u+vVv)+w csoportosithato (asszociativ)
A3 u+0=u zérusvektor

M1 ¢(du) = (cd)u a ket szorzas kompatibilis
M2 1u=u szorzas 1-gyel

M3 Qu=0 szorzas 0-val

DT c(u+v)=cu+cv disztributiv

D2 (c+d)u=cu+du disztributiv




B Mindegyik visszavezethetd a valos szamok algebrai
tulajdonsagaira. Pl: A1 bizonyitasa:

U+v=_Us+V,Uy+ Va,...,Unp~+ Vp)
= (V1 + U1, Vo + Uz, ..., Vy + Up)
=V-+Uu.

m u ellentettjén a —u-val jelolt vektort értjik, melyet u-hoz adva
a nullvektort kapjuk: u+ (—u) =0 ~
—u=(-Tu=(=Ug,—Uz,...,—Up) ~»U—V=U+(—V).

- Askalar hatra is irhat6: cu = uc, u/c = tu

- A1-A3 az 6sszeadas (addicio), M1-M3 a szorzas (multiplikacio),
D1-D2 a két mivelet kozos disztributiv tulajdonsagait irjak le.

- Avektortér altalanos fogalma erre épul, mivel sok matematikai
objektum rendelekezik e tulajdonsagokkal. Példaul a folytonos
valos fuggvenyek, a differencialhato valos fuggvenyek, a
polinomok, a legfoljebb 3-adfokd polinomok,...



Linearis fliggetlenség és fiiggoség



Vektorok linearis fiiggetlensége

D

Linearis kombinacio

Vektorok linearis kombinaciojan skalarszorosaik 6sszegét
értjuk. Konkrétan: vi,vy,...,v, € R" egy linearis
kombinacioja a civq + Vo + ... + CRVj, vektor, ahol
C1,Ca,...,Cp € R tetszoleges konstansok. Az lires
vektorhalmaz barmely linearis kombinacioja a nullvektor.

Vektorok linearis fiiggetlensége

Azt mondjuk, hogy a v vektor linearisan fuggetlen a

{v1,V2, ...V} vektorrendszertol, ha v nem fejezheté ki e
vektorok linearis kombinaciojaként. Azt mondjuk, hogy a vy,
Vv,,..Vi, vektorok linearisan fuggetlenek ha e vektorok egyike
sem fejezheto ki a tobbi linearis kombinaciojaként.



Vektorok linearis 6sszefiliggosége
Egy vektorrendszer linearisan 0sszefliggo, ha nem fliggetlen,

azaz ha van olyan vektora, mely kifejezhet6 a tobbi linearis
kombinaciojaként.
Az egyetlen vektorbol allo vektorrendszer pontosan akkor
linearisan fliggetlen, ha a vektor nem a zérusvektor (tehat az

A = {0} vektorrendszer linearisan 0sszefliggo).
Az Ures vektorrendszer linearisan flggetlen.

Generatorrendszer

Azt mondjuk, hogy a vy, Vs, ...V, € R" vektorok
generatorrendszert alkotnak, ha a vektortér minden vektora
eldall ezek linearis kombinaciojaként.

Bazis

Egy vektortér flggetlen vektorokbol allo generatorrendszerét
bazisnak nevezzik.



A standard bazis

D Standard bazis
Az e, =(1,0,...,0), e, =(0,1,...,0),.., e, = (0,0,...,0,1)
vektorokbol allo halmazt az R" vektortér standard bazisanak
nevezzuk.

T A standard bazis bazis
Az R"-beli e4, e,,..., e, vektorok bazist alkotnak.

B Flggetlenek: e; nem all eld a tobbi vektor linearis
kombinaciojaként, hisz azok els6 koordinataja 0, igy barmely
linearis kombinaciojukban is 0 az elsé koordinata, es-ben
pedig 1. Hasonloan a tobbire.

- Generatorrendszer: egy tetszoleges v = (vy,Vs, ..., Vp) vektorra

(V1,V2,...,Vn) =\Vie1+ Ve + ...+ Vp€ep,

tehat minden vektor eléall az e, ..., e, lin. komb.-jaként. 9



Linearis fliggetlenség

T Linearis fliggetlenség
Tetszoleges R"-beli A = {a1,ay,...,a } vektorrendszerre az
alabbi ket allitas ekvivalens:
1. A linearisan fuggetlen.

2. A zérusvektor csak egyfeleképp - a trivialis médon - all
elé A linearis kombinaciojakent. Masként fogalmazva, a
C1, C,..., Cp Skalarokkal vett linearis kombinacio csak akkor
lehet a nullvektor, azaz

Cla1+Cay+...+Car =0

csak akkor allhat fenn,haci=c,=...=¢c, = 0.



Tfh a vektorrendszer csak egyetlen a vektorbol all.

Ekkor a tétel azt allitja, hogy e vektor pontosan akkor linearis
fluggetlen, azaz pontosan akkor nem a nullvektor, haaca=0
csak ¢ = 0 esetén allhat fenn. Ez nyilvanvalo v/

Tfh a vektorrendszer legalabb két vektorbol all.
Kontrapozicioval bizonyitunk: A = B (ha A, akkor B) allitast a
vele ekvivalens =B = —A (ha nem B, akkor nem A) allitassal.
(<) Megmutatjuk, hogy ha cja; + ... + cpa, = 0 csak

1 =...=C, = 0 esetén allhat fenn, akkor semelyik a; sem
fejezhetd ki a tobbi lin kombjaként (i=1,..., k).

Tfh valamelyik - pl. a a1 - kifejezhetd a tobbi lin kombjaként:

a1 = dray + ...+ dpag,
vagyis atrendezeés utan
(—1)81 +dya, +...+ d,?a,? =0.

a 0-t eldallitottuk nemtrivi lin kombként. n



(=) Megmutatjuk, hogy ha a vektorrendszer egyik vektora sem
all eld a tobbi linearis kombinaciojaként, akkor egyediil csak a
csupa zérus egyutthatoju linearis kombinacioja lehet
zérusvektor.

Ismét kontrapozicioval bizonyitunk: ha van olyan - nem csupa
0 egyltthatoju - linearis kombinacio, mely a nullvektorral

egyenld, azaz
Cila1+ Cay + ...+ CRap =0,

de valamelyik egylitthato — példaul a ¢c; - nem 0, akkor a;
kifejezhetd a tobbi vektor linearis kombinaciojaként:

ami bizonyitja az allitast.
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R" a standard skalaris szorzassal




Skalaris szorzas

D Skalaris szorzas R"-ben
Legyen u = (U1, Ua,...,Upn) €SV = (V1,Va,...,V,) az R" tér két
tetszoleges vektora. Skalaris szorzatukon a kovetkezd
kifejezést ertjuk:

U-V=UVi+ Uy + ...+ UpVp.

P Legyenu=(2,3,4,14) ésw = (0,3,6,—2). Szamitsuk ki u - w és
VU - u értékét!

Muw=2-0+3-3+4-6+14-(-2)=5.

- Vu-u=+v2-24+3-34+4-4+14-14=+/225=15.

13



A skalaris szorzas alaptulajdonsagai

T Askalaris szorzas alaptulajdonsagai

Legyen u, v és w az R" harom tetszdleges vektora, és legyen ¢
egy teszbleges valos. Ekkor

ST u-v=v-u kommutativ

S2 u-(V+w)=u-v4+u-w disztributiv

S3 (cu)-v=c(u-v) kompatibilis a ket szorzas
S4 u-u>06ésu-u=0 < u=0 npozityv definit

B A valosok tulajdonsagaibol konnyen adodnak, pl. S1-et:
U-V=UVi+ Uy + ...+ UpVy
= VqUq +VoUy + ...+ VyUup =V-Uu.

m E négy tulajdonsag vezet majd az euklideszi tér altalanos

fogalmahoz. "



Tavolsag és szog R"-ben

D Vektor hossza, abszolut ertéke, normaja

Az u vektor hosszan (abszolat értékén vagy euklideszi
normajan) onmagaval vett skalaris szorzatanak gyokét értjik,
melyet |u|-val, illetve |lu||-val jelolunk:

lul :=+vu-u. (1)

D Vektorok tavolsaga
A két vektor tavolsagan a kilonbségiik abszolut értékét értjik:
d(u,v) := |u—v]| (2)

D Egységvektor

Az egységnyi hosszUsagl vektort egysegvektornak nevezzik. i



D Vektorok szoge
Az u és v vektorok (hajlas)szogéenek koszinusza az alabbi tort:

_u-v
jullv]

cos(U, V), :

(3)

D Vektorok merdlegessége
Amh két vektor merdleges, ha skalaris szorzatuk 0.

m A fenti definiciok koordinatas alakja

\u\:\/u$+u§+...+u%,
UV + UpVo + ... 4+ UpVp

cos(u,v), = )
VB +B+ .+ 2B+ 4V




Vektorok szoge és tavolsaga

Legyen u = (2,3, 4,14), v = (4,6,—10,10) és w = (0,3,6, —2).
Szamitsuk ki (a) az u abszolit értékét, (b) az u iranyd
egységvektort, (c) az u és v tavolsagat, (d) az u és w szogét.

|u] = V22 + 32 + 42 + 142 = /225 = 15.
egységvektor: £(2,3, 4, 14).
A két vektor tavolsaga 15, ugyanis
d(u,v) = /(2= 4)2 + (3— 6) + (4 — (~10))2 + (14 — 10)2
= V22 432 4142 4 42 =15,

A sz0g arccos 5, Ugyanis
2.043-344-6+14-(-2)
V22 +32 442 + 142\/02 +32 4+ 62 + (—2)2
5 1

5.7 21 .

cos(u,w), =




Meroleges 6sszetevo

T Vektorral parhuzamos és meréleges 6sszetevo

Ha b € R" tetszbleges és e € R" egységvektor, akkor b
felbomlik egy e-vel parhuzamos és egy ra merdleges vektor
osszegére:b=(b-e)e+ (b—(b-e)e).

B (b-e)e| e~ eléeg megmutatni: ((b-e)e) L (b—(b-e)e)
(b-e)e)-(b—(b-e)e)=(b-e)(e-b)—(b-e)’(e-e)=0.

m b-nek e egyenesére esé merdleges vetillete proj,b = (b-e)e
m Ha a # 0, akkor e = a/|a| egységvektor: a b vektor a
egyenesére es6 meroleges vetiilete proj, b = %a, ugyanis

proj.b = (b-e)e= (b

_a-b
= a0 18

a

a :
-’a—| = mivel |alla] =a-a



Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlotlenség

T Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlotlenség
Tetszbleges u,v € R" vektorokra

u-v] < Ju]|v].

Egyenléség pontosan akkor all fenn, ha u || v (azaz linearisan
osszefliggdk).

m ez biztositja, hogy a vektorok szogének definicioja értelmes.
P Igazoljuk, hogy tetszbleges a;, b; (i =1,...,n) valosokra

2
n n n
(Z G,’b,’) < ZG%ZD%
i=1 i=1 i=1

M Vonjunk négyzetgyokot mindkét oldalbol. igy a
CBS-egyenlotlenséget kapjuk. 19



B Hav =0, akkor a tétel allitasanak mindkét része igaz, hisz
egyenloség all fenn, és a két vektor linearisan 0sszefliggo.

- Tegyuk fel, hogy v # 0. Ekkor legyen e = ﬁ aviranyd
egységvektor. Alapotlet: az u vektor e egyenesére meréleges
0sszetevojének hossza, illetve annak négyzete nyilvan nem

negativ!

0<|u—(u-eef |a]> = a- a alkalmazasa
=(u—(u-e)e)-(u—(u-e)e) disztributivitas alkalmazasa
=[uP =2u-ef+]u-e a-a=|al? alkalmazasa
=|uP—|u-el? e= |X| visszahelyettesitése.
2
= |u)? ju-vi atrendezeés igazolja az allitast

[v[?
- 0=ju—(u-e)ef] <= u=(u-e)e <= ujje <= uayv
skalarszorosa <= a két vektor linearisan osszefliggo.

20



P

M

Mennyi az f(x,y,z) = x + 4y + 8z fuggvény maximuma az
X2 4 y2 + 72 = 1 feltétel mellett?

Az x + 4y + 87 kifejezest tekintslk két vektor skalaris
szorzatanak és alkalmazzuk a CBS-egyenldtlenséget!

X+ 4y +82=(1,4,8) - (x,y,2),igy
(X+4y+82° < (P +4>+8)(X>+y>+7°) =81-1=8]1.

EbbOl x + 4y + 82 < v/81=09.

Ahol e becslésben = all, ott veszi fel a fliggvény a maximumat!
Hol?

A CBS-egyenlotlenségben egyenldség all az egységgomb
(1,4,8) vektorral parhuzamos és azonos allasu helyvektori
pontjaban, tehat az §(1,4,8) helyen (a —3(1, 4, 8) helyen
minimuma van).

21



	Az Rn vektortér
	Lineáris függetlenség és függőség
	Rn a standard skaláris szorzással

