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ceélkituzések

E lecke befejezése utan a hallgato

- fel tudja irni egy sikbeli egyenes vagy egy térbeli sik
explicit vektoregyenletét es egyenletrendszeréet valamint
implicit egyenletét es vektoregyenletét megadott
adatokbol vagy egy masik alakjabol,

- fel tudja irni egy térbeli egyenes explicit vektoregyenletét
és egyenletrendszerét valamint implicit
egyenletrendszeret és vektoregyenlet-rendszeret
megadott adatokbol vagy a masik alakjabol.



Alakzat egyenletei



Geometriai alakzat implicit egyenlet(rendszer)e

D Alakzat implicit egyenletrendszere

Egy (geometriai) alakzat egy adott koordinata-rendszerre
vonatkozo (implicit) egyenlet(rendszer)én olyan, a
koordinatakra felirt egyenletrendszert ertink, melynek
egyszerre minden egyenletét kielégitik az alakzathoz tartozo
pontok koordinatai, de mas pontokéhoz tartozok nem.

Az egyenletrendszer pontokba mutato vektorokra felirt
alakjat (implicit) vektoregyenlet(rendszer)nek nevezziik.



Az origo kozepl egységsugarl kor implicit egyenlete

x? 4+ y? =1, mig implicit vektoregyenlete |r| = 1 (ahol r = (x,y)).
Irjuk fel az xy-sik (1,0) és (0,1) pontjan atmend egyenes
implicit egyenletét és vektoregyenleteét!

implicit egyenlet: x +y =1

implicit vektoregyenlet: (1,1) - r =1

irjuk fel a tér (1,0,0), (0,1,0) és (0,0, 1) pontjan atmend sik
implicit egyenletét es vektoregyenletet!

implicit egyenlet: x +y+2z=1

implicit vektoregyenlet: (1,1,1) -r =1

[rjuk fel a tér (1,0, 0) és (0,0, 1) pontjan atmend sik egy
implicit egyenletrendszerét és vektoregyenletrendszerét!
implicit egyenletrendszer: x+z=1y =20

implicit vektoregyenletrendszer: (1,0,1)-r=1,(0,1,0) - r = 0.



Geometriai alakzat explicit egyenlet(rendszer)e

D Alakzat explicit egyenletrendszere
Egy alakzat egy adott koordinata-rendszerre vonatkozo
explicit vagy paraméteres egyenletrendszerén olyan
egyenletrendszert értiink, melyben az egyenletek bal oldalan
a pontok koordinatait megado valtozok, jobb oldalan adott
paraméterek flggvényei szerepelnek.

Az alakzat explicit vektoregyenletén olyan egyenletet értunk,
melynek bal oldalan az alakzat pontjaiba mutato r vektor,
jobb oldalan paraméterektdl fliggd vektorértéeki figgveny
szerepel.



Irjuk fel az y = x? egyenlet(i parabola explicit
egyenletrendszereét és explicit vektoregyenleteét!

Valasszuk paraméternek a parabola egy pontjanak elsé
koordinatajat, azaz legyen t = x!
Az explicit egyenletrendszer: x =t, y = t2.

Az explicit vektoregyenlet: az elézd lépés paramétervalasztasa
most is megfelel!

r=ti+t.

Hamarosan latni fogjuk, hogy a linearis egyenletrendszer
megoldasa nem mas, mint egy implicit egyenletrendszer
atalakitasa explicitté!



Iranyvektor, normalvektor

D Iranyvektor

A sik vagy a tér egy egyenesével parhuzamos tetszéleges
nemzerus v vektort az egyenes iranyvektoranak nevezzuk.

D Normalvektor
Egy sikbeli egyenesre merdleges, illetve a tér egy sikjara
meroleges nemzérus vektort az egyenes, illetve a sik
normalvektoranak nevezzik.



Egyenes egyenlet(rendszer)ei



Egyenes explicit egyenlet(rendszer)ei

T Egyenes explicit vektoregyenlete
A sik vagy a ter minden egyenesének van

r=ro+tv, teR

alakl vektoregyenlete, és minden ilyen alaku egyenlet egy
egyenes egyenlete, ahol v # 0 az egyenes egy iranyvektora, €s
ro az egyenes egy tetszéleges, de rogzitett pontjaba mutato
vektor.




B Mutasson ro az egyenes egy tetszoleges pontjaba. Vilagos, hogy
az e egyenes barmely pontjaba mutato r vektorrar —rg = tv
valamilyen t valos szamra, azaz r eldall rg + tv alakban.

- Masrészt ha Q a sik egy tetszoleges, nem az e egyenesre eso
pontja, akkor (ﬁ — rg nem parhuzamos v-vel, tehat nem is
konstansszorosa, azaz (ﬁ — g # tv semmilyen t-re sem, igy (ﬁ
nem all el6 ro + tv alakban.

- Tehat az e tetszbleges pontjaba mutato r vektor felirhato
r =ro + tv alakban, és ez csak e pontjaira igaz.



Egyenes explicit egyenletrendszere
A sik minden egyenesének van

X = Xg + at
y=Yo+bt
alaku egyenletrendszere, ahol (a, b) # 0 az egyenes egy

iranyvektora, s (Xo,Yo) az egyenes egy tetszoleges rogzitett
pontja. Hasonloképp a tér minden egyenesének van

X=X + at
Yy =Yg+ bt
Z=29+ Ct

alaku egyenletrendszere, ahol (a, b, c) # 0 az egyenes egy
iranyvektora, és (xo, Yo,20) az egyenes egy tetszoleges
rogzitett pontja.



Sikbeli egyenes implicit egyenlet(rendszer)ei

T Sikbeli egyenes implicit vektoregyenlete
A sik minden egyenesének van n- (r —rp) = 0,és vele
ekvivalens
n-r=0_C

alaku vektoregyenlete, és minden ilyen alaku egyenlet egy
egyenes egyenlete, ahol n # 0 az egyenes egy normalvektora,
ro az egyenes egy tetszdleges, de rogzitett pontjaba mutato
vektor és C konstans.

"




Az alabbi abrarol leolvashato, hogy ha az n normalvektor
egysegvektor, akkor az C szam geometriai jelentése az, hogy az
egyenes barmely pontjaba mutato vektornak az n egyenesére
es6 meroleges vetiiletének C a hossza, azaz C az origonak a
siktol valo eldjeles tavolsaga. (Az eldjel azt mondja meg, hogy
az origd a sik melyik oldalan van.)
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Sikbeli egyenes (implicit) egyenlete
A sik minden egyenesének van

AX+By=_C (1)

alaku egyenlete, és minden ilyen alakl egyenlet egy egyenes
egyenlete, ahol A és B kozll nem mindkettd nulla, és (—B,A)
az egyenes egy iranyvektora.

Sikbeli egyenes egyenletei
irjuk fel a (2,3) és az (1,1) koordinataji pontokon atmené
egyenes 0sszes egyenlet(rendszer)ét!
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Szamitsuk ki az egyenes iranyvektorat és valasszunk ki egy
pontot az egyenesen
v=(2,3)—(1,1) = (1,2), ro = (1,7).
Az explicit vektoregyenletre vonatkozo képletbe helyettesitve:
r=(1,1)+t(1,2).
Az explicit egyenletrendszer:

Xx=1+t

y=1+2t.
Az iranyvektor (1,2), amibdl a normalvektor (A, B) = (—2,1).
Innen az egyenes implicit vektoregyenlete (—=2,1) - (r—rg) =0,
azaz (—2,1) - (x =1,y — 1) = 0 vagy
(=2,1) - (x,¥) = (=2,1) - (1,1), amibél az (implicit) egyenlete

2X—y="1.
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Sik egyenletei




Sik egyenlet(rendszer)ei

T Sik explicit egyenletei
Barmely siknak van

r=ro+su+tv

alaku explicit vektoregyenlete, és minden ilyen alakl egyenlet
egy sik egyenlete, ahol u = (ay, by, ¢1) és v = (ay, by, ¢;) a sik
két nem parhuzamos vektora es ro = (Xo, Y0,20) a Sik egy
tetszbleges, de rogzitett pontjaba mutato vektor. A fenti
egyenlet ekvivalens alakja a sik explicit egyenletrendszere:

X = Xo + saq + tap
Y =Yo +Sbi+th;

Z =270+ SC1 + tC
15



o)

B Az r helyvektor végpontjan at az u és v vektorokkal
parhuzamos egyenesek berajzolasabol, hogy megfeleld t és s
konstansokkal az r — rq vektor eléall tu + sv alakban, igy

r =ro + su + tv. E formula koordinatakra folirt alakja adja a
tétel masodik kepletét.
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T Sik implicit vektoregyenlete
A haromdimenzios térben minden siknak van

n-(r—ro) =0,
és a vele ekvivalens
n-r=D>D

alakl vektoregyenlete, és minden ilyen alaki egyenlet egy sik
egyenlete, ahol n a sik egy normalvektora, rg a sik egy
tetszoleges, de rogzitett pontjaba mutato vektor és D
konstans.

B Ln=uxv.Miveln Luésn_Llv,ezéertn-u=n-v=0.Igy
n-(r—rp)=n-(su+tv)
=sn-u+tn-v=
=0+0=0 17



T Sik implicit egyenlete
A haromdimenzios térben minden siknak van

Ax+By+Cz=D

alakl egyenlete, és minden ilyen alakl egyenlet egy sik
egyenlete, ha A, B és C legalabb egyike nem nulla, és
D = Axy + Byg + Czo, ahol (xo, Yo,20) a stk valamely pontja.

B Azn = (A, B,C) jeloléssel a sik egyenlete az implicit
vektoregyenletbSl A(x — xo) 4+ B(y — yo) + C(z — z0) = 0 alakra
hozhato, vagy ami vele ekvivalens, Ax + By + Cz = D alakra.



Sik egyenletei
irjuk fel a (0, —1,2) ponton atmeno, az u = (2,2,2) és
v =(—1,1,5) vektorokkal parhuzamos sik egyenleteit!

A sik explicit vektoregyenlete és explicit egyenletrendszere

X = 2s— t
(X,v,2) = (0,—1,2)+5(2,2,2)+t(—=1,1,5), ill. Sy=—-1+25+ t

Z= 2+4+2s+5t
A normalvektor: (2,2,2) x (=1,1,5) = (8,—12,4).
8(x—0)—12(y — (1)) +4(z—2) = 0, azaz 4-gyel valo osztas es
atrendezeés utan

2X—=3y+2z=05.

(2> _311) : (X,y,Z) =5, vagy (21 _371) : (X,y+1,Z— 2) =0.
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Egyenes és sik




Térbeli egyenes implicit egyenletrendszere

T Teérbeli egyenes implicit egyenletrendszere

A tér minden egyenesének van két egyenletbél allo implicit
egyenletrendszere. Legyen (a, b, c) # (0,0,0) az egyenes egy
iranyvektora. Az alabbi harom egyenlet kozul barmelyik ket
kilonbozo, amelyik nem 0 = 0 alakd az egyenes egy
egyenletrendszerét adja:

b(x —Xo) = a(y — yo)
C(x —Xxo0) = a(z — zo)
c(y —yo) = b(z — zo)
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B Az egyenes paraméteres egyenletrendszerébol kiiszoboljik ki a

paramétert.

Szorozzuk be az elsé egyenletet b-vel, a masodikat a-val, majd
vonjuk ki a masodik egyenletet az els6bdl, kapjuk, hogy

bx — ay = bxo — ayp. Hasonloképp adodik cx — az = cxg — azg

és cy — bz = cyy — bzg. Atrendezziik.

Mi torténik, ha a normalvektor két koordinataja 0?

Mivel (a, b,c) # (0,0,0), 1gy legalabb az egyik koordinata nem
0. Hapl. a # 0, b = ¢ =0, akkor az egyenletrendszer

Y=Yo
Z=12

alaku: ez ket nem parhuzamos sik egyenlete. Metszetlk
egyenes. (A harmadik egyenlet 0 = 0 alakd, ami elhagyhato.)
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Mi torténik, ha a normalvektor egy koordinataja 0?
Ekkor két egyenlet azonos, egyikiik elhagyhato. Ha példaul ha
a#0,b+#0dec=0, akkor az egyenletek alakja

b(x —Xo) = a(y — yo)
Z =2
Z=2p.

Mit mondhatunk, ha az iranyvektor egyik koordinataja sem 0?
Ekkor harom sik egyenletét kapjuk, melyek kozul semelyik
kettd sem parhuzamos a benniik szerepld valtozok
kilonbozbésége miatt, igy barmelyik kettd metszete ugyanaz az
egyenes: barmelyik két egyenlet megtarthato.
Ha egyik koordinata sem 0, akkor a fenti egyenletrendszert egy
atrendezett alakban adjak meg:

X=X _ Y=Y _Z2—2

a b C
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P A (0,2,4) ponton atmend, (1,3, 0) iranyvektorl egyenes

- explicit egyenletrendszere

X=t
y=2+3t
7 =4,

- implicit egyenletrendszere
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P Az (1,2,3) ponton atmeno, (4,5, 6) iranyvektord egyenes

- explicit egyenletrendszere

X =144t
y=2+5t
7 =3+ 6t,

- egy implicit egyenletrendszere
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Egyenes és sik

P Két sik metszésvonala
Az Sy sik harom pontja P(1,1,1), Q(2,3,1), R(1,1,2), az S sik
egyenlete x +y +z = 1. Irjuk fel a két sik metszésvonalanak
explicit egyenletrendszerét.

M Trjuk fel az S; egyenletét!

- Az, sik két vektora PQ = (1,2,0) és PR = (0,0,1). Ezek vektori
szorzata n = (1,2,0) x (0,0,1) = (2,-1,0).

- Az Sy egy pontja P, a P-n atmend n normalvektorl sik
egyenlete (2,-1,0) - (x =1,y —1,z—1)=0,azaz2x —y = 1.
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Irjuk fel a metszet explicit egyenletrendszerét a két sik
egyenleteibdl allo egyenletrendszer megoldasaval!
Az egyenletrendszer

X+y+z=1
2X—y = s
Az 0sszes megoldas megtalalasahoz valasszuk az egyik valtozot
paraméternek. PL. legyen x = t. A masodik egyenletbol

y = 2t — 1. Az elsO egyenletbe valo helyettesités utan z = 2 — 3t.
Osszefoglalva:
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