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Bevezetes a targy ele



Jelolések, gyorsiras

Definicio, Jelolés, Tétel, Allitas, Lemma, Bizonyitas, Példa,
Feladat, Megoldas, megjegyzés
¥V minden, 3 van olyan, 3' van egyetlen, 322 van legalabb kett6
V vagy, A és, = ha.., akkor.., & pontosan akkor, ~ kovetkezik
R valos, N természetes, Q racionalis, Z egész szamok halmaza
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Halmaz és hatvanya

J halmaz megadasa: {elemek felsorolasa} vagy
{elem | tulajdonsag}

P Mersenne-primek: {2P — 1| p,2P — 1 prim} =
{3,7,31,127,8191,131071, 524287, 2147483647, . .. }
(A000668 az OEIS-ben - 51-et ismeriink).

D H halmaz n-edik hatvanya:
H" = {(a1,az,...,an) | G € H,i =1,2,...,n}.

R*={(x,y) | x,y € R}
H=1{0,1} ~ H® =
{(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1), (1,1,0), (1,1, 1)}


https://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_prime
https://oeis.org/search?q=A000668&language=english&go=Search
https://oeis.org/

Halmaz és hatvanya

D Rrelacio a H halmazon a rendezett parok egy részhalmaza:
R C H?
J ha(a,b) € R akkoraR b
P H={1,23}'<'={(1,2),(1,3),(2,3)},pl. 1< 2
P felmendje, évfolyamtarsa, azonos, osztoja, parhuzamos,...
D A H halmazon értelmezett R relacio ekvivalencia relacio, ha
minden a, b, c € H elemre
(1) a R a (reflexiv),
(2) ha a R b, akkor b R a (szimmetrikus),
(3)haaRb, bR c, akkor a R c (tranzitiv).
T Minden H-n értelmezett R ekvivalenciarelacio megad H-n egy
osztalyozast (azaz H-t diszjunkt részhalmazok uniojara bontja).
P egyenléség, parhuzamossag, évfolyamtars,..(NEM: <, ismerds,
felmeno,...) 4



Elso lecke



ceélkituzések

E lecke befejezése utan a hallgato

« kulonbséget tud tenni iranyitott szakasz es vektor kozott,

« ki tudja szamolni vektorok vektori szorzatat, és alkalmazni
tudja elemi geometriai feladatokban,

« meg tudja hatarozni 2 sikbeli vagy 3 térbeli vektor

« ki tudja szamolni paralelepipedon (eléjeles) térfogatat,
paralelogramma (eldjeles) teriiletét.



A 2- és 3-dimenzios tér vektorai



A 2- és 3-dimenzios téer vektorai

Iranyitott szakasz, vektor



Iranyitott szakasz - kotott vektor

(a) (b)

(a) elmozdulasvektor,

(b) rugalmas testen alakvaltozast okozo erd vektora.



Iranyitott szakasz - vektor

D Iranyitott szakaszon olyan szakaszt értiink, melynek
végpontjait megkilonboztetjik: egyikliket kezd6-, masikukat
végpontnak nevezzuk.

Az A kezdbpontd, B végponti iranyitott szakaszt AB jeloli.

D Vektor

L! ket iranyitott szakasz ekvivalens, ha egyik a masikba
,<folhatd”. Ekkor a vektorok az ekvivalenciaosztalyok.

m Tehat egy iranyitott szakasz csak reprezental egy vektort, de
ugyanazt a vektort reprezentalja barmely parhuzamos eltoltja

IS.

_) —\
J a,a,aq a.



7
- A= [0

- Ha az iranyitott szakasz a hal, a vektor a halraj.

- A fizikaban hasznalt kotott vektor és szabad vektor fogalmak
megfelelnek a fenti iranyitott szakasz és vektor fogalmaknak:
Fizika Matematika
kotott vektor  iranyitott szakasz
szabad vektor vektor




D Origo = egy rogzitett pont
m kozos kezddpont lesz a vektorokhoz

p

=

0]

m A sik pontjai és vektorai kozti kolcsonosen egyértelmd
megfeleltetés: egy P pontnak az @ vektor felel meg, az
origonak a nullvektor.

m Mig egy iranyitott szakasz megadasahoz két pont rendezett
parjanak megadasa szlkséges, addig egy vektor megadasahoz
elegendd egyetlen pont megadasa, ha van origo. 9



A 2- és 3-dimenzios téer vektorai

Vektor jellemzoi



A vektor hossza, allasa

D Vektor hossza, abszolut értéke, euklideszi normaja
Vektor hosszan egy reprezentansa két végpontjanak
tavolsagat értjik. A 0 hosszUsagu vektort zerusvektornak
nevezzuk. Az a vektor hosszat |a|, illetve ||a]| jeloli.

D Vektor allasa

Két nemzérus vektor kollinearis|parhuzamos|azonos allasd,
ha az Oket tartalmazo egyenesek parhuzamosak. Jelolés:

a || b. Nemzérus vektorok allasan az azonos allasu vektorok
osztalyat értjik. A zérusvektor allasa tetszoleges.



A vektor iranya

D Vektoriranya

Két nemzérus kollinearis vektor azonos iranyd, ha a
kezddpontjukbol indulo és a végpontjukat tartalmazo
felegyenesek parhuzamosan egymasba tolhatok. Nemzérus
vektorok iranyan az azonos iranyd vektorok osztalyat értjik. 0
iranya tetszoleges.

"



Vektorok szoge

D Két nem parhuzamos sikbeli a és b vektor (a, b) -vel jelolt
szoge megegyezik a kozos pontbol indulo, vellk parhuzamos
két felegyenes szogével, mely egy [0, 7] intervallumba eso6
szam.

D Haa és b sorrendjét is megadjuk, két eset lehetseges: ha az
a-val parhuzamos félegyenes a b-vel parhuzamos
felegyenesbe az dramutatd jarasaval ellentétes forgatassal
vihetd at, akkor a két vektor szogét pozitiv, ellenkezd esetben
negativ elojellel latjuk el. E szoget a két vektor iranyitott
szogenek nevezzuk es (a, b)-vel jeloljuk. Ez a (—, 7]
intervallumba esik.

12



Orientacio a sikban

D Jobbrendszer, balrendszer
Két nem parhuzamos sikbeli a és b vektor jobbrendszert
alkot, ha (a,b)4 > 0, és balrendszert, ha (a,b)4 < 0.

Mig (aa b)é - (bva)éx addlg (a7 b)<I - _(baa)<lr es ha
(a,b)q = m/2, akkor (a, —b)q = —7/2.

13



Bal, jobb?

m Vektorok szogének eldjele, illetve vektorok orientacioja
valojaban nem definialhato, csak annyi, hogy két vektorpar
eldjele azonos vagy kiilonbozo, és ha az egyiket pozitivnak
(jobbrendszernek) nevezziik akkor a masik negativ
(balrendszer) lesz. Az 6ramutato jarasara hivatkozas egy kiilsé
nézopontot definial, ha a sikra a masik oldalarol néziink,
minden az ellenkezojére valtozik.

D Jobbrendszer, balrendszer 3D-ben

Harom nem egy sikba esé a, b és c vektor jobbrendszert
alkot, ha c iranya felol nézve (a,b)4 > 0, és balrendszert, ha
(a,b)4 < 0.

14



Orientacio a térben




Vektori szorzas




Vektori szorzas

Definicioja, tulajdonsagai, kiszamitasa



A vektori szorzas fogalma

D Vektori szorzat

A 3-dimenzios tér két vektoranak vektori szorzatan azt a
vektort értjik, melynek

1.

abszolut erteke a két vektor abszolut értékének és
kozbezart szoge szinuszanak szorzata,

allasa merdleges mindkét vektorra,

ha a szorzat nem a nullvektor, akkor iranya olyan, hogy az
elsé tényezo, a masodik tényezd és a szorzat ebben a
sorrendben jobbrendszert alkot.



A vektori szorzas fogalma (cross product)

Az a és b vektorok vektori szorzatat a x b jeloli, amit ,a kereszt
b"-nek olvasunk. Képletekkel megfogalmazva: a x b egy vektor,
melyre
a x b| = |a||b|sin(a, b),,

caxbla axb.lb,tovabba

« a,bésaxbebbenasorrendben jobbrendszert alkot, ha

la x b| # 0.

A vektor abszolut értékere a fenti keplet valoban nem negativ
szamot ad, mert a szinusz fuggvény a [0, 7] intervallumon nem
negativ.
E definicio barmely két 3-dimenzios vektor vektori szorzatat
egyértelmien definialja, ugyanis minden olyan esetben,
amikor nem dontheto el, hogy a vektorok jobbrendszert
alkotnak-e, a szorzat a nullvektor. 17




Példa
Tegylk fel, hogy a tér két vektora 2 illetve 5 hosszl, az altaluk
bezart szog koszinusza g Mit tudunk a vektori szorzatrol?

Szamitsuk ki a vektorok hajlasszogének szinuszat!
Ha cosvy = 2, akkor siny = /1 — (2)2 = 2. Mennyi a vektorok
szorzatanak hossza?
A vektori szorzat hossza |al|b|sin(a,b), =252 = 6.
A szorzat merdleges mindkét vektorra és a, b, a x b ebben a
sorrendben jobbrendszert alkot. gy a kovetkezéképp
abrazolhato:

axb

a 18



i, J, k vektori szorzatai

Legyen i, j, k harom, egymasra paronként meréleges, ebben a
sorrendben jobbrendszert alkotd egységvektor. Készitstnk
muvelettablat vektori szorzataikrol!

M Mik e vektorok onmagukkal vett szorzatai?

Mivel (i,1), =0, ezert |i x i| = 0, igy i x i = 0. Hasonloan
jxj=kxk=0.
Mivel |i| = |jl =16és (i,)), =90° ezért [i x j| =11 x ]

meroleges i-re és j-re, és i, j valamint i x j jobbrendszert
alkotnak épp tgy, minti,jésk~ixj=k
| i j k

i1 0 k - ["'\
ik o i ¢
. .

19



Vektori szorzat tulajdonsagai

T Mikor 0 a vektori szorzat?
Két téerbeli vektor vektori szorzata pontosan akkor
zérusvektor, ha a két vektor parhuzamos.

T Vektori szorzat abszolut értekének geometriai jelentése
Két vektor vektori szorzatanak abszolut értéke a két vektor
altal kifeszitett paralelogramma teriletének mérészamaval
egyenlo.




Vektori szorzas muveleti tulajdonsagai

T Vektori szorzas miveleti tulajdonsagai

TetszOleges a, b és c vektorokra, valamint tetszéleges r valos
szamra igazak az alabbi 0sszefliggések:

1. axb=-bxa (alternalo tulajdonsag)
2. (@a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivitas)
r@@x b) = (ra) x b = a x (rb)
. Jaxb|=/jaPb]2 —|a-bJ
5 ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c =b(a-c)—c(a-b)

, 1 bl =lallblsin(a,b). = la||b|y/1 — cos?(a, b).,

= /lalIb2 — [a]2|bJ? cos2(a, b), = y/]al?|b? — [a - b]2




Vektori szorzas muveleti tulajdonsagai

A tétel elsé pontja szerint a vektori szorzas nem kommutativ!

A vektori szorzas nem is asszociativ. Az i, j, k vektori szorzatai
cimU példa eredményét hasznalva konnyen lathato, hogy

(i xj) xj#ix(jx]j),

ugyanis (i x j) x j=k x j= —i, masrésztix (jxj)=ix0=0.

22



Vektori szorzat kiszamitasa koordinatas alakbol

T Vektori szorzat kiszamitasa
A térbeli a = (a1, az,a3) €s b = (by, b, b3) vektorok vektori
szorzata derékszogl koordinata-rendszerben

axb= (02b3 - a3b27a3b1 - G1b3, G1b2 = 02b1).

B Kihasznalva, hogyixi=jxj=kxk=0,ixj=Kk,
j xi=—k,.., a kovetkezot kapjuk:
a x b = (a1i + azj + ask) x (bqi + byj + bsk)
= a,b3j x k+ aszbok x j + asbik x i + a1bsi x k+ a1b,i x j + a,b
= aybsi — asb,i + asbqj — aybsj + a1bok — ax b1k
= (a,b3 — a3by, asby — a1bs, a1b, — azbn).
23



Két séma a kiszamitasra

m Elsé séma:
an az as as az

1 by bz by b

m Masodik séma:

(Clzb3 — Cl3b2)i +
(G3b1 — b3)] +
(G1b2 = 02b1)k

24



P Példa
Szamitsuk ki aza = (0,1,2) és a b = (3, 4,5) vektorok vektori
szorzatat!

M Barmelyik fenti sablon hasznalhato:

1.2 0 1
R RN
4 5 3 4

(0,1,2) x (3,4,5) = (1-5—-2-4,2-3-0-50-4—1-3) = (3,6, —3)

25



Vektori szorzas

Elojeles teriilet és térfogat; determinans



Paralelepipedon térfogata

T

B

Paralelepipedon térfogata

Az a, b és c vektorok altal kifeszitett paralelepipedon
terfogata [(a x b) - c|. A (a x b) - c kifejezés ertéke pozitiy, ha a
vektorok jobbrendszert, negativ, ha balrendszert alkotnak, és
nulla, ha egy sikba esnek.

Az a és b altal kifeszitett paralelogramma terulete |a x b
mivel a x b merdleges a paralelogramma sikjara, ezért a
paralelepipedon magassaga c-nek az a x b egyenesére eso
meréleges vetiileti hosszaval egyenlo.
Kell az a x b iranyu egysegvektor:
o axb
la x b|’

,és

a magassag |e - c|. -



Elojeles térfogat

- gy a térfogat (azaz az alapteriiletszer magassag) értéke

axb

a

- Tehat a paralelepipedon terfogata [(@xb)-cl.A(axb)-c
skalar pontosan akkor negativ, ha a c vektor a x b egyenesére
esO meroleges vetiilete és a x b ellenkezo irany(. Vagyis haa c
vektor az a és b sikjanak masik oldalan van, mintaza x b
vektor, azaz ha a, b es ¢ balrendszert alkot! Végil (ax b)-c=0
pontosan akkor teljesil, ha a x b L ¢, azaz ha a harom vektor
egy sikba esik.

b|’ c’:](axb)-c.

D Paralelepipedon eldjeles térfogata

A (a x b)-cskalart az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett

paralelelpipedon eldjeles térfogatanak nevezziik. .



T Paralelepipedon téerfogatanak kiszamitasa
L'a = (a1,a2,a3), b = (b1, by, b3) és c = (cy, Cy, C3). Ekkor

(a X b) -C = a1byc3 + a;bscy + asbicy; — a1bsc; — a,bics — azby ¢y

(@ x b)-c= (axbs — asb,,asby — a1b3, a1b; — a,b4) - (€1, ¢z, C3)
= ayb3¢1 — azby¢q + azbicy — a1b3Cy + a1byc3 — axbics
= a1byc3 + ayb3¢1 4+ azbic; — a1bscy — axbicz — azbocy

m A korabban hasznalt sablon atiiltetheto:

28



p Paralelepipedon térfogata
Szamitsuk ki a (2,1,2), (1,2,2) és (2,2,1) vektorok alkotta
paralelepipedon eldjeles térfogatat és térfogatat!

M A sablonba helyettesitjik a szamokat:

- Kifejtve: 4 +4+ 4 —8 —8 — 1= —5, tehat az eldjeles térfogat
—5. A harom vektor tehat balrendszert alkot, és az altaluk
kifeszitett paralelepipedon térfogata 5.

D Az (axb)-cszorzatot nevezik vegyes szorzatnak is, Jeloles abc.

A (axb)-c=a-(bxc)=abc=bca=cab= —cbha=—bac=
—ach.

29



Paralelogramma terulete

T Paralelogramma terilete
Az (a1, ay) és (bs, by) vektorok altal kifeszitett
paralelogramma terulete |a1b, — axbq|. Ha a1b; — a,b1 > 0 a
ket vektor jobb-, ha < 0 balrendszert alkot.

- Cﬁlet (01,0270) X (b1,b2,0) ::(0,0,G1b2-— 02b1)
aq aq

a O & ,~02
NN N
by by 0 b1 b

- Aterulet |(0,0,a1by — aybq)| = |a1by — axbn|

- Haa(0,0,a1b; — a,by) és k egyiranyltak, azaz a1b, — a;by > 0,
akkor jobb-, ha < 0 balrendszert alkotnak.

m Sablon: a; a

%

b1 bz 30



Paralelogramma eldjeles teriilete

D Paralelogramma eldjeles teriilete

Két sikbeli vektor altal kifeszitett paralelogramma elojeles
terulete megegyezik terlletével, ha a két vektor jobbrendszert
alkot, és a terlilet —1-szeresével, ha balrendszert.

P Példa
Mekkora az a = (—19,20) es b = (20, —21) vektorok altal
kifeszitett paralelogramma terulete és jobb vagy balrendszert
alkotnak e vektorok?

M Az el6jeles teriilet (—19) - (=21) — 20 - 20 = —1, balrendszer:
-19 20

20 —21
31



Masod és harmadrendUu determinans

D

2 x 2-es és 3 x 3-as matrix, determinans

Egy négyzetes matrix (szamtablazat) n-edrendd, ha n x n-es,
azaz n sorbol és n oszlopbol all. A masod- és harmadrendu
matrixhoz az alabbi képlettel rendelt szamot a matrix
determinansanak nevezzik.

a b]
det
e 5

(@)
I

i

a b
det [d e f
g h

b
=ad—-b
d' a C,
a C
d e f|=aei+ bfg+ cdh— ceg— afh — bdi.
g h i

Ez megegyezik a paralelogramma/paralelepipedon elojeles
tertiletével/térfogataval.

32



Masod és harmadrend( determinans - Sarrus-szabaly

Sarrus-szabaly: n =2, n = 3 esetén a
foatlo-sodrastak minusz mellékatlo-sodrasiak

képlettel szamolhato a determinans, de ez n > 3 esetén nem
érvényes. 3-adrendlre az alabbi abra jelent segitséget:
,azonos alaklak szorzatainak 0sszegébdl az azonos szinliek
szorzatait” kell kivonni.

@@c
1 O
© H
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