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E lecke befejezése utan a hallgato

« meg tudja hatarozni matrixok altalanositott sajatvektorait,

- fel tudja irni 3 x 3-as matrixok Jordan-féle normalalakjat,
valamint

 Jordan-bazisat, Jordan-felbontasat.



Matrixok polinomjai



Cayley-Hamilton-tétel

T Ha A egy tetszOleges négyzetes matrix, melynek
karakterisztikus polinomja xa, akkor xa(A) = O.

B LI B =A — Al Az A karakterisztikus polinomja igy
det B = xa(A) = (=1)"A\" + pp 1 A"+ ...+ p1A + po.
B barmely eleméhez tartozo eldjeles aldeterminans \ egy
legfoljebb n — 1-edfokl polinomja, igy léteznek olyan konstans
elemi Cq, Ci,..., Ch_1 matrixok, hogy

adjB = A""1Ch_1 4 ...+ AC + Co.
det(B)l = Badj(B) ~-

BadjB = (A— \l) (ZA@)

n—1
= ACy + (Z AR (AC, — cm)> —\"Cp_1. 3
k=1



Egyutthatoosszahasonlitas:

det(B)l  BadjB

(_1)!7' ES —Cnf’l . An
pn—1| - ACn—1 - Cn—2 'An%
pal = AC, — G, - A2
p1| = AC1 — Co -A

p0| = AC;.

A beszorzas utan kapott egyenléségeket 0sszeadva

(_1)nAn + Pn—1Anf1 4+ ...+ p1A+pol =0.



Minden A € F™" matrixhoz és minden F folotti p polinomhoz
van olyan legfoljebb n — 1-edfoku r polinom, hogy p(A) = r(A).
Ha p-t elosztjuk ya-val maradékosan, azaz p = xag + r, ahol
tehat r az osztas maradéka, akkor xa(A) = O miatt

P(A) = Xa(A)q(A) + r(A) = 0g(A) + r(A) = r(A).
Ha xa(x) = x* —x3 +x2, és az x'%9 : x* — x® 4+ x? osztas maradéka
x3 — x?, akkor hogy szamitjuk ki az A'°° matrixot?
E matrixra A10 = A3 — AZ,
Minden invertalhato A € F"*" matrixhoz létezik egy legf.
n — 1-edfokd F folotti g polinom, hogy A=" = g(A).
Egy A € R>*®> matrix karakterisztikus polinomja
xa(x) = x° + x3 + 1. Hogyan szamolnank ki az inverzét csak
matrixszorzast és 6sszeadast hasznalva?
0 = xa(A) = A° + A3 — |, beszorozva A~"-gyel: A* +A> — A" =0
~» A7 = A% + A? (ez 2 négyzetre emelés és egy 6sszeadas).



Invarians alterek



Invarians alterek definicioja

D Azt mondjuk, hogy azi/ < V altérazL:V — V linearis
transzformacio (illetve az L valamely bazisbeli L matrixanak)
invarians altere, ha minden x € U vektorra Lx € U (Lx € U).

T AzU <V altér pontosan akkor invarians altér az L linearis
transzformaciora nézve, ha i egy {uq,uy, ..., u,} bazisanak
minden vektorara Lu; e U (i=1,...,R).

B (=) U invarians altér ~» & minden vektoranak képe ¢/-ban van
~LlupeUd (i=1,...,R).
(S)Vui:lueld

LIX € U: X = XqUq 4+ XUy + . .. + XpUp ~>

[X = xqLuq + XoLuy + ... + XplUp € U,



P" Tekintslk az L : x — Lx matrixleképezést, ahol

1T =1 0 1

L -1 0 0 1
0O 0 21

-1 =2 0 3

Mutassuk meg, hogy az U = span((1,-1,2,-1),(1,2,—1,2))
altér invarians altere az L linearis transzformacionak.
M Lu=(1,-2,3,-2),Lv=(11,0,1)
Eleg megmutatni, hogy az [u | v | Lu | Lv] rangja 2.
- (még megmutathatjuk azt is, hogy e voktorok és képeik kozt mi
a linearis kapcsolat:
1 0 43 1
rref (Ju | v | Lu | Lv]) = /s
0 1 =3 23
4 1 1 2
azaz Lu=3u— 3V, Lv=3u+%v)



lgazoljuk, hogy ha A és B felcserélhetdk, akkor A minden
sajataltere B-nek invarians altere!

Ha V\ = {x: Ax = X\x} és v € V,, akkor

A(Bv) = (AB)v = BAv = BAv = A\(Bv) ~» Bv € V),

Az A lin.trafd minden polinomjanak magtere és képtere
A-invarians (a négyzetes A matrix minden polinomjanak
nulltere és oszloptere A-invarians).

L'p € Flx], Ae F™*". Hav € N(p(A)) ~ p(A)v = 0 ~~
p(A)(Av) = p(A)Av = Ap(A)v = A0 = 0 ~ Av € N (p(A))
Have O(p(A)) ~ Ju: v=pAu~

AV = Ap(A)u = p(A)Au € O(p(A))



Blokkharomszog matrixok”

T

>

Blokkharomszog matrix és az invarians alter: L'az L: YV — V lin
trafonak ¢ invarians altere. Ekkor L matrixa

L [U *

0 =

alakt a V V olyan bazisaban, mely tartalmazza ¢/ bazisat.
Az

o O U1 =
O O O N
B O Ow = N Ww
~ N 0 &

matrixban az U = span(es, e;) < R* tér invarians altere.



L' {uq,...,u}azld, {us,...,Up...,us} @V bazisa. Mivel

Luj = ujjuqg + -+ + Ujuy + OUppg + - -+ 0u, (I=1,2,...,1),

ezért a matrix alakja

—Uﬂ U1 ... Un

L— Uyr Upr .. Upr
0 0 0

0 0 0




Blokkdiagonalis matrixok

T Blokkdiagonalis matrixok s az invarians alterek: L! az
L:V — YV lin trafo két invarians alteretd és W. HaV =U & W,
akkor L matrixa

-

a V vV olyan bazisaban, mely az &/ és W bazisainak unioja.

m Altalanositas: ha 4, Us,..., U, a V vektortér invarians alterei, és
YV =U & ...® U akkor L matrixa blokkdiagonalis alaku
minden olyan bazisban, mely az alterek bazisainak egyesitése.

S O O W N -

2

O O O &~ W

3

o O O o &~

O O o O O O

0

N - O O O

0

- N O O O

U = {eq,e5,e3},

Ur = {es},
Us = {es,eq}
V=R =l olhdls n



B L' {uy,...,u-}és{wy,...,w,_} azl es W egy-egy bazisa.
Mivel V =U @ W, ezért egyesitésik a V egy bazisat adja. L e
bazisra vonatkozo matrixa a bazisvektorok képvektoraibol
alkotott matrix:

Luj = ujuq + -4+ Ujuy +0wWq + - - - 4+ OW,_,

Lwj = Oup + -+ 4 OUr + Wj g Wy - - - 4 W) Wi

aholi=1,...,r,j=r+1,...,n. Igy a matrix alakja
Uy Uy ... Upn 0 0 R 0
U’|r Uzr Urr O O e O
L= ,
O O e O Wr+’|7r+’| Wr+27r+’| e Wn7r+’|
L O O P O Wr+‘]7n Wr+27n N Wn’n ]
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Altalanositott sajatvektorok




Az A =

o o &~
o~ -
~ o O

Ae, = 4eq
matrix hatasa a standard bazison: Ae, = e + 4e;

Aes; = e) + 4e3

(A = 4')91 =0
Atrendezés utan: (A — 4l)e; = e

(A = 4I)e3 = e
A — 4l hatasanak diagramja:

A—4l A—4l A—4l
0 «— e +—— e +— e3

Eszerint e sajatvektor, és A-nak mas sajatvektora nincs, viszont
(A—4l)%e; =0
(A —4l)e3 = 0.
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Altalanositott sajatvektor

D Az x # 0 vektort a négyzetes A matrix \ sajatértékéehez tartozo
altalanositott sajatvektoranak nevezzik, ha valamilyen k
természetes szamra (A — A)fx = 0.

kR = 1 esetén x sajatvektor. Az altalanositott sajatvektorokbol
allo x; (i=1,2,...,k) sorozatot Jordan-lancnak nevezziik, ha
(A — A)X; =X;j_1 €s (A— A)x; = 0.

Egy tér diszjunkt Jordan-lancokbol allo bazisat Jordan-bazisnak
nevezzuk.
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Jordan-lanc és Jordan-bazis konstrukcioja

P Keressiink egy Jordan-bazist! Tudjuk, hogy xa(x) = (4 — x)>.

6 -1 -3
A=1|-1 5 2
2 -1 1

M A sajataltér 1-dimenzios, melyet az x = (1, —1,1) vektor feszit ki.
- (A—4)3=0,de (A—4l)? £0~ Ixz: (A—4l)’x3 #0

- -1 0 1
A—4l?2=] 10 -1,
-1 0 1
~ (A= 4D2(X,y,2) = (~X+2,X—2,—X+2) ~ X # 2, pl (1,0,0)

0 A—4] X| = (_1’1’_1) <_A:i| Xy = (2’ —1,2) (_A:il X3 = (1,070)
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- Aalakja az {xq,x, X3} bazisban

4 1 0
J=10 4 1],
0 0 4

ugyanis Axs = Xy + 4X3, AXy = Xq + 4Xy, AXq = 4Xq, aminek
matrixszorzat alakja:

4 1 0
AlXp [ X | X3] = [X1]| %2 %3] [0 4 1
0O 0 4
~ XTIAX = J, ahol X = [x1 | ;| x3] (X az £ « X attérés matrixa!)
- Konkrétan: J = X" 'AX =
0 2 1 6 -1 =-3| |-1 2 1 4
0 1 1 —1 5 2 7 =1 0| = |0
7 0 —1 2 -1 1 —1 2 0 0



2 -3 2
C= |4 10 —4|,xc(¥)=(4—-x)>
4 6 0
Sajataltér: span((1,0,1),(0,2,3))
(C — 41)? = O (legfdljebb ketté hosszi lancra szamithatunk),
E|X2 3 (C — 4|)X2 75 0

—2 -3 2
C—4l=| 4 6 —4,
L6 —b4

~ pl. x = (1,0,0) megfelel.
X1 = (C—4l)x; = (=2, 4,4) (a sajataltérben van, de kilonbozik
a kapott sajatvektoroktol:
X1 = (=2,4,4) = —2(1,0,1) +2(0,2,3).)
y; legyen fliggetlen x;-tol:
0 <& Xy = (=2,4,4) &L x, = (1,0,0)

0 <= yr = (1,0,1) K



C alakja az {x1, %2, y1} bazisban

O O <

— I O

< O O

X~TAX

J
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Jordan-blokk

D A négyzetes matrixot, melynek foatlojaban azonos X értékek,
folotte 1-esek, egyebitt 0-k allnak, Jordan-blokknak nev.:

Ih=

A

[ R
> = O

0
0

0 0 0
0 0 O

0
0
0

A
0

0
0
0

.
A

m Egy Jordan-blokknak a standard bazisvektorok altalanositott

sajatvektorai, ui. i > 1 esetén J e, = \e; + e;_4, azaz

(Jx — Al)e; = e;_,, és 1gy e vektorok egyetlen Jordan-lancot
Ja—Al

alkotnak: o A=

m So6t, ha egy matrix Jordan-blokkokbol allo blokkdiagonalis

Ja—Al

Ja—Al

€n

matrix, akkor a standard bazis diszjunkt Jordan-lancokbol all. 19



Jordan-féle normalalak




Jordan-tétel

T Tfh AeF"™" és xa(x) linearis tényezok szorzatara bomlik F
folott (azaz minden gyoke F-beli). Ekkor A hasonlo egy (n.
Jordan-matrixhoz, mely Jordan-blokkokbol allo blokkdiagonalis
matrix, azaz 3C : ) = C'AC alakja

b O ... O
o) ... 0

= : 2 % : )
0 0 ... J

ahol k az A fliggetlen sajatvektorainak maximalis szama, és J;
az i-edik sajatvektorhoz tartozd Jordan-blokk.

m Algebrailag zart F test (pl. C) esetén minden A € F"™" matrix
hasonlo egy Jordan-matrixhoz, és minden linearis A : F" — F"

trafohoz van olyan bazis, melyben matrixa Jordan-matrix. -



Az A = CJC" alaku felbontasat az A Jordan-felbontasanak nev.

Minden C™"-beli matrixhoz és minden C" — C" linearis
transzformaciohoz van olyan bazis, melyben matrixa
Jordan-normalalaka.

A kiilonboz6 Jordan-blokkok kiilonbozd sajatvektorokhoz
tartoznak, de egy sajatérték tobb Jordan-blokkban is
szerepelhet.

A tétel hasonlosagrol szol, igy linearis transzformaciokra is
megfogalmazhato:

(Jordan-tétel masik alakja) L! V véges dimenzios T folotti
vektortér, A: YV — V linearis transzformacio és ya minden
gyoke legyen F-beli. Ekkor V-nek van Jordan-bazisa.

E bazisban A matrixa Jordan-matrix, melyet az A Jordan-féle
normalalakjanak nevezink. Ez egydttal normalalakja az A
barmely mas bazishan felirt A matrixanak is.

21



P Hany nem hasonlo normalalak létezik, ha x(A\) = (1 — \)“.

M

1

1

0 00

0 00

1

1

0 00
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Jordan-tétel bizonyitasa”

B L!'VvektortérésA:V — V lin. trafo.
Megmutatjuk, hogy ha van maximum k fliggetlen sajatvektor,
akkor talalhato k Jordan-lanc is, melyek vektorai a tér bazisat
adjak.

1 Teljes indukcio: n =1 v/, tth minden n-nél kisebb dimenziora
igaz

2 (A, x) sajatpar, NV, := Ker(A — \l) a sajataltér, dimenzidjar,
Uy :=Im(A — ).
r>0~dimUy) =n—-r<n

3 U, invarians altere A-nak, azaz A(Uy) C U,,
ugyanis Uy elemei (A — M)v alakbak (v € V tetszoleges),
A(A — M)V = (A2 — MV = (A — X)(AV) € Uy,

23



4 Az indukcios felteves szerint A-nak az Uy -ra valo
megszoritasahoz léztezik Jordan-lancokbol allo bazis:

A=l 1 A-Nl A-dl g
X] Lo X
A=l A=)l A=l
Z x R
A=pl A=l A=pl
0 =X = — X

5 O=UNN,, q :dim(Z/{)\ ﬁN)\)
q =0 UxN N\ ={0}) ~ U, és N, kiegészito alterek ~ U,
J-bazisa U N, egy bazisa = tér egy Jordan-bazisa
g > 0. N, elemei az A sajatvektorai: Q egy bazisa xi, x?,..., x?.
Lancaik végén xt € Uy ~ Iy (A= Ay =xE (k=1,2,...,q).

24



6 dim(WN,) =r, dim(Q) = q ~» z1,...,Z,_q Sajatvektorokbol:

v
A=l
0 <+ r
N
A=l -
0 &~ ¢
Unx
A=l ] A= A=l ] A=X g
0 <+ X —— L Xs, | < Y
A=l q A= A=l q A-N g
S X; . S Xg | Y
A=l 1 A=Agql A=Xg1l 1
(e . AL L
A=Xpl p A=Xpl A=Xpl p
— X X,

25



x-vektorok szama n — r, y-vektorok szama g, z-vektorok szama
r-=q,(n=n+q+(r—q)=n.

Belatjuk, hogy fliggetlenek.

A konstrukciobol ~: x- és z-vektorok mind fliggetlenek.

Azy', ... y9 vektorok linearisan fliggetlenek, hisz A — A/ altali
képvektoraik (az xg/, vektorok) fliggetlenek.

Azy', ..., y9 vektorok nem-trivialis linearis kombinacioi nem
eshetnek NVy-ba, mert azt A — Al a 0-ba viszi, igy az y-vektorok
flggetlenek a z-vektoroktol.

Azvy' ... y9 vektorok nem-trivialis linearis kombinacioi nem
eshetnek U\-ba sem, mert az A — Al egy ilyen linearis
kombinaciot az A transzformacio A-hoz tartozo Jordan-lancai
végso vektorainak linearis kombinaciojaba visz. Ha Uy barmely
vektoranak e vektor lenne a képe, akkor az altalanositott
sajatvektor lenne, azok alterében [évo vektorokat viszont A — M/
nem vihet a fenti linearis kombinacioba.
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A Jordan-alak egyértelmiisége




. Egy k x k-as Jordan-blokk hatvanyai rangjanak sorozata

A=0esetén: R, R—1,k—2.,2,1,0; X # 0 esetén: R, k.., k.

. Egy ) Jordan-matrixra dj, := r(() — A\DF1) — () — ADF)

= a A\-hoz tartozo legalabb k-adrend( Jordan-bl. szama

= a A-hoz tartozo legalabb k-hosszu Jordan-lancok szama
. Egy J Jordan-matrixra n, = dj, — dp, 4

= a A-hoz tartozo k-adrendU Jordan-blokkok szama

= A\-hoz tartozo k-hosszU Jordan-lancok szama

. A'legnagyobb A\-blokk mérete s <= s az a legkisebb
kitevd, melyre r((J — AI)%) = r((J — AI)STT).

1. A=0V; )\ # 0 esetéen a blokk invertalhatd v/

. A k-nal kisebb rend( blokkok rangja e hatvanyokban 0,
minden mas blokkban eggyel csokken

. havan s-nél hosszabb lanc, a rang csokken ha a kitevd
s-rol s + 1-re né
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A Jordan-normalalak egyértelmiisége

Egy matrix Jordan-normalalakja a Jordan-blokkok
sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

Elég belatni, hogy barmely két hasonlo matrix
Jordan-alakjanak meghatarazo adatai a hasonlosagra nézve
invariansak.

A Jordan-blokkok, és igy a Jordan-lancok szama megegyezik a
fliggetlen sajatvektorok maximalis szamaval - ez invarians.

A \-hoz tartozo k x k-as blokkok szama Jordan-matrix esetén
csak a J — Al hatvanyainak rangjatol fligg, ami invarians.

Az A Jordan-fele normalalkjanak meghatarozasahoz elég
ismerni A — Xl hatvanyainak rangjat minden X sajatértékre.
ha A ~ J, akkor A =Xl ~ ] — Ml

~+ ] — Al és A — Al hatvanyainak rangjai megegyeznek
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