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E lecke befejezése utan a hallgato

« meg tudja hatarozni matrix vagy linearis leképezés
sajatértékeit, sajatvektorait, sajataltereit, sajatértékeinek
algebrai és geometriai multiplicitasat,

- jellemezni tudja specialis matrixok sajatértékeit
(szimmetrikus, ferdén szimmetrikus, ortogonalis,
nilpotens),

- diagonalis alakra tudja hozni az egyszeribb
diagonalizalhato matrixokat, ill. fel tudja irni
sajatfelbontasukat,

« R?*2 és R3*3 szimmetrikus matrixaihoz olyan ortonormalt
bazist tud adni, melyben annak alakja diagonalis.



Sajatértek, sajatvektor, sajatalter



Jo bazis valasztasa

P Tukrozzik a 3-dimenzios tér vektorait a tér egy megadott
sikjara! Valasszunk e linearis lekepezes leirasahoz egy
megfeleld bazist, majd irjuk fel a tiikrozés e bazisra vonatkozo
matrixat!

M A sik egy bazisa {a, b}, a ra meréleges altér egy bazisa {c}.
AT leképezés hatasa e vektorokon: Ta =a, Tb = b és Tc = —c.
Az {a, b, c} bazisban T matrixa

O O -
O A O
(@)

E bazisban egy tetszoleges (x,y,z) vektor tikorképe (x,y, —2).



Linearis transzformaciok sajatvektorai

D L! Vg vektortér, L : V — V linearis transzformacio. Amh az
X € V, x # 0 vektor az L trafo sajatvektora, ha Lx || x, azaz ha
van olyan X € F szam, melyre Lx = Ax.
Az ilyen X szamot az L linearis transzformacio sajatertekének
nevezzuk.

m Ha x sajatvektor, akkor minden cx (c # 0) is:

L(cx) = clx = cAx = A(cx),

azaz L(cx) = A(cx).

A A sajatvektorok alterei: Ha az L lin.trafonak A egy sajatertéke,
akkor a A-hoz tartozo sajatvektorok a nullvektorral egyltt
alteret alkotnak, mely megegyezik a Ker(L — \/) altérrel.

B X#£0sv. <= IX=XMX <= IXx—XX=0 < (L—A)x=0
< x € Ker(L - \).



Sajataltér

D Az L lintrafo X sajatértéekhez tartozo sajatvektorai és a 0

alkotta alteret a X s.e.-hez tartozo sajataltérnek nevezzuk.
P 1. L' Vg vektortér, | az identikus leképezés. Ekkor a tetszdleges
c € Fszamra a cl leképezésnek a V tér minden nemnulla
vektora a ¢ szamhoz tartozo sajatvektora.
2. L' Vr a valosok halmazan akarhanyszor diffhato valos
flggvények tere és D : V — V:f s f. D sajatvektora e™, ami épp
a \ sajatértékhez tartozik, mert (e™)’ = AeM.
3. Asik a # kr szoggel valo elforgatasanak nincs sajatvektora.
F Sajatérték, sajatvektor, sajataltér?
1. a sik vektorainak tikrozése egy egyenesre;
2. asik vektorainak meréleges vetitése egy egyenesre;
3. atér vektorainak forgatasa egyenes korll o # kr szoggel;
4. atér vektorainak meroleges vetitése egy sikra;
5. a tér vektorainak tiikrozése egy sikra.



Matrixleképezés sajatertéke, sajatvektora, sajataltere

D L'Ftest. Amha A\ € Fszam az A € F"™" matrix sajatértéke, ha
letezik olyan x # 0 vektor, melyre Ax = \x.

Az ilyen x vektorokat az A matrix \ sajatértékhez tartozo
sajatvektorainak, az altaluk a 0 vektorral alkotott alteret az A
sajatalterenek, a (A, x) parokat az A sajatparjainak nevezzuk.

y # 0 bal sajatvektor, ha y'A = \y', azaz hay az AT sajatvektora.
P (=1,(2,1)) és (2,(1,2)) egy-egy sajatparja a [ 3 3] matrixnak,

M- EAR-6



Egy hires alkalmazas: a 25000 000 000$-0s sajatvektor”

? Rangsoroljuk a dokumentumokat a hivatkozasok grafja alapjan
aszerint, hogy ha véletlenul bolyongunk a dokumentumok kozt,
akkor az legyen rangosabb, ahol tobbszor jarunk.

0313130 0 0 0
3013130 0 0 0
2120 0 0 0 0 0
000O0O0OO0OO0OO
0140 0 0 1/al/sl/u
0000713071373

/6 0 1/6/61/61/6 O 1/6

|00 0 013131530 ]|

- Modositas, hogy minden dokumentumbol kiléphessiink:

1k, ha megy i-bol j-be él és i ki-foka k,
[Alj =< /n, haiki-foka 0 és n a cslcsok szama,
0  egyebkent.



Modositas, hogy ne ragadjunk be dokumentumok egy

csoportjaba:

ahol ) a csupa 1-esbol allo matrix, n e négyzetes matrixok

rendje, eés d € (0,1).

Empirikus d € (0.1,0.2) a jo valasztas, pl. d = 0.75, igy
. Ekkor kerekitett jegyekkel

1—d=0.85

[0.019
0.302
0.444
0.125
0.019
0.019
0.160

10.019

0.302
0.019
0.444
0.125
0.231
0.019
0.019
0.019

0.302
0.302
0.019
0.125
0.019
0.019
0.160
0.019

0.302
0.302
0.019
0.125
0.019
0.019
0.160
0.019

0.019
0.019
0.019
0.125
0.019
0.302
0.160
0.302

0.019
0.019
0.019
0.125
0.231
0.019
0.160
0.302

0.019
0.019
0.019
0.125
0.231
0.302
0.019
0.302

0.019]
0.019
0.019
0.125
0.231
0.302
0.160
0.019]




Ha x a bolyongas kiindulopontjanak valosziniségeloszlasat
megado vektor, akkor az els6 épés utan a graf i pontjaban
[X"M]; valoszinliséggel lesziink, az m-edik [épés utan [x"M™];
valoszinlséggel.

lim x'M™ =T,
m—o0

(A pozitiv matrixok elmélete, Markov-lancok) ~» v az Gn.
stacionarius eloszlas, melyre v = v'M, és amely megadja,
hogy egy-egy pontban aszimptotikusan mekkora
valoszinlséggel vagyunk a bolyongas soran.

v = (0.151,0.157,0.137, 0.137, 0.106, 0.100, 0.112, 0.100).

Tehat a dokumentumok sorrendje: 1,0,2 & 3, 6, 4, 5 & 7 (két
holtversennyel).



Sajatértéek es sajataltér
meghatarozasa



Hogyan talaljuk meg a sajatértékeket?

A ) pontosan akkor sajatértéke A-nak, ha det(A — Al) = 0.

B X#£0sv. <= Ax= XX < AXx— =0 <= x megoldasa
(A—X)x = 0 egyenletnek <= xe N(A—-\l)
det(A — Al) = 0.

D LIAeF™" Ax(\) = det(A— Al) polinomot az A matrixhoz
tartozo karakterisztikus polinomnak, a x(\) = 0 egyenletet az A
matrix karakterisztikus egyenletenek nevezzuk.

m Néhol a kar. pol. det(Al — A), ami mindig 1-féegyltthatojd, de a
konstans tag nem mindig a determinans.

T Racionalis gyokteszt: Ha az anx" + an_1x""+ ...+ a1x + ag
egészegyltthatos polinomnak van egyszerUsitett alakjaban %
alaku gyoke, akkor p | ag, g | a,. Ha a, = 1, akkor minden
racionalis gyok egész!

B a”(%)n+'--+ao =0~ anpn‘i‘an_‘]pn_wq—i-...—f—aoqn =0 10



Horner-modszer (Horner-séma) a gyok ellendrzésére

T Horner-modszer: Tekintsuk az F test folotti
P(X) = apX" + ap_1X"~" + ... + a1x + ap polinomot. Legyen

bﬂf‘l — an,
bp_i=cbp+a, (R=12,....,n-1),
r = cbg + ag.
L a an—1 ... a1 a
Tablazatban: ‘ n__“n-i 1 o
C ‘ bn_‘l bn_2 bO r

(a) Ekkor p(x) = (x — ¢)(bp_1X"~" 4+ ... 4+ bix + bg) + r, azaz
leolvashato a p(x)/(x — c) osztas hanyadosa és maradeka.
(b)r=p(c)(c)r=p(c)=0=x—c|pX)

B Ap(X) = (Xx—0c)(bpaX"""+... 4+ bix+ bo) +r, egyenldséget a
zarojel felbontasa és a b; ertekek behelyettesitése igazolja. Az
x = c-t helyettesitésbol p(c) =r. 11



P Szamitsuk ki p(5) értékét, ha p(x) = x> — 3x* — 6x> — 90x + 3.

M Ne feledkezziink meg a 0 egylitthatokrol! Kezdd lépés: a
masodik sor els6 oszlopaba irjuk azt az értéket, amelyben ki
akarjuk szamitani p értékeét, esetiinkben ez 5. Majd bemasoljuk
a p polinom foegylitthatojat a masodik sor masodik oszlop
elsé helyére:

1 -3 -6 0 -9 3
51
Ezutan minden lépésben egy szorzas és egy 0sszeadas
kovetkezik a tételbeli ¢ - by, + ay, képlet szerint.

1 -3 — —
3 -6 0 -90 3 c 3y
51
1 -3 =6 0 —-90 3
5.2-6=4
501 2

12



=20

5.440

—90

—6

-3

5-20—-90=10

-90

—6

20

5:-10+3 =153

—-90

—6

-3

10
—-90

20

—6

10 53

20

4

Tehat p(5) = 53.

13



Karakterisztikus polinom felirasa

P Hatarozzuk meg az

A:[a bl’ B
c d

matrixok karakterisztikus polinomjat!
M Minden 2 x 2-es matrixra:

a—-Xx b

d—A
=X — (a+d)X+ (ad — be)
= A2 — trace(A)\ + det A.

a b a b c
1 ¢c|, C=11 0 0f.
0 1 O 1 0

o o -

det(A — Al) =

’:(a—/\)(d—)\)—bc

nyom, determinans!

14



Karakterisztikus polinom felirasa (folyt)

detB-X)=| 0 1-X ¢ |[=00=X>

a—\ b C
det(C—Al)=| 1 -2 0
0 1 —A

=(@=MMN+br+c
= -\ +aN+b)+c.

15



Haromszogmatrixok sajatértékei

T A haromszogmatrixok és igy a diagonalis matrixok sajatertékei
megegyeznek a foatlo elemeivel.

B A haromszogmatrix ~» A — Al is ~
det(A — \l) = (a1 — A)(a — A)...(app — A) =0,

aminek a gyokei a;; (i =1,...,n). igy ezek az A sajatértékei.



Determinans, nyom és a sajatértékek

T Ha az n-edrend( A matrix sajatértékei \q,.., \n, akkor
det(A) = MAy. .. An
trace(A) =M+ X+ -+ Ay
A determinans a konstans tag, a nyom a (—\)"~" egyiitthatéja
a karakterisztikus polinomban.
B A karakterisztikus polinom gyoktényezos alakja:
det(A— Al = (M = N(A2—A)...(Ap = A)

A = 0 behelyettesitese utan kapjuk, hogy det(A) = Mz ... \y.

- (=M\)"""szorzat a determinans kigyok determinansainak
0sszegére bontasa alapjan csak az
(a1 — A\)(ax — A) ... (apn — A) szorzatbol kaphato, onnan pedig
az épp Y_; ajj = trace(A).



Sajataltér meghatarozasa

P Adjuk meg az
6 1

3
A=1]1 8 1
7 6 3
matrix 2-hoz és a 10-hez tartozo sajatalterét.
M a2 sajatértek < (A —2l)x = 0 egyenletrendszernek van

nemtrivialis megoldasa.

T 6 1 T 6 1
A-2l=11 6 1 == 0 00
T 6 1 0 00
—bs—t -6 —1
X = S =S| 1|+¢t]0
t 0 1 18

A saiataltér esy bazisa {(—6.1.0). (=1.0.1)}.



Sajataltér meghatarozasa (folyt)

A 10 is sajatérték:

-7 6 1 1T 0 -1
A—-101 = 1T =2 1 = o 1 =1,
1 6 —7 0 0 O

1
=t|1]. A sajatalteret az (1,1,1) vektor fesziti ki.
1

x
I
~ ~+ =+

(=1,0,1 (1,1,1)

(—6,0,1)

19



2 x 2-es matrixok sajatvektorainak szemléltetése

P Hatarozzuk meg a kovetkezd matrixok sajatértékeit és
sajatvektorait.

5 3 3 5 5 3 _3 5
_ |z & _ & & _ L 4 _ A
Lo 4 4o 4 4o 4 4o 4
z _3_ )\ S
D—)\I|—| G |:)\2+1
—i 5=
3 5 3 4: 3 4.
3 _ ] 1 344 3_ 4
A =1 451 ;0 = R amibol x; = |° 51,
—2 2 0 0 1
3 o3 5 3 4. 3 4.
_3 E] 1 —3_4 RN
A = —i ‘*:—1 ;0 = 551 amibblx, = 5+
=% Z+1 0 0 1

20



in
l_l —
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.1 .1 — Il
= | = | o o ~
x
I I Il -
< 2! < Eib
- - - | =
— = — ™M _3,5 .
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3 >3 >3 ~3
.~ — [N = -
— N | |
I I I I
o o
< < < 2
~ ~ — o
I I Il Il
~< ~< ~< <
1«/ 17
+ ,
~ ~<
O [N o N —— =
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o o o~ o~
~ ~< ~< ~
I I Il Il
— — — —
~ ~< ~< ~
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< m (@) a
= = =< =
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Sajatértékek és sajatvektorok meghatarozasa

m Tankonyvi modszer:
1. det(A — Al) = 0 gyokeinek meghatarozasa (sajatértékek)
2. VX N(A — \l) bazisanak meghatarozasa (a nulltér
nemzérus vektorai a sajatvektorok)

P 0O 1 1
0 2 0
0O 0 2
M 1. felsé haromszogmatrix: Ay =0, Ay = A\3 = 2
2. A=0:
0 1 1 0O 1T 0 Xo = 1
0 2 0] ~ |0 0 1] ~ ~ t]0
00 2 000 X =0 0

22



(s+1)/2 1/2
~ S =S| 1|+t
t 0

Tehat a két sajataltér span((1,

span((1/2,1,0),(1/2,0,1)).

~ 22X — X0 —X3=0

[1/2
0
1

0,0)) és

23



Karakterisztikus polinom és a racionalisgyok-tétel

12 2
PA=[21 2
332
T—X 2 2
MA-X=|2 1-Xx 2 [=-(WV-4-11)1-56)

3 3 2—A
racionalisgyok-tétellel: Ay = Xy = —18és \3 = 6.

T 1
0 0| ~ Xg+x2+x3=0.
0 0




-5 2 2 1T 0
A-6l=| 2 -5 2| ~ |0 1
3 3 —4 0 0

~2/3
~2/3
0

25



A karakterisztikus egyenlet komplex gyokei

P Hatarozzuk meg a sajatértékeit és sajatvektorait

1 V3 -
_ 2 2 X
A_[ﬁ 1]6@

22
M A karakterisztikus egyenlet

1\ -4 (1 ’ (ﬁ)z 1.V3,
2 2 | = (2 )\>+ T2 =N T e A= ok
3]
2= \2 2
1., V3
- i_i_il

26
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Tobbszoros gyokok: algebrai és a geometriai multiplicitas

D Algebrai multiplicitas: a A sajatérték multiplicitasa a
karakterisztikus polinomban.

D Geometriai multiplicitas: a A sajatértékhez tartozo sajataltér
dimenzioja.

4 1 0
P A=1|0 4 1
0 0 4
M )3, aka gebral multiplicitasa 3.
X t 1
~ |yl = 10| =t]|0].
0 0 O z 0 0

A X = 4 sajatérték geometriai multiplicitasa tehat 1.

28



Tobbszoros gyokok: algebrai és a geometriai multiplicitas

T 0 0 O
01 00 I
P B= 71— A)2(2 — \)?, gyokei 1 és 2
9 @ 2 1,( A)“(2 — N\)%, gyokei 1 es
0 0 0 2
[0 0 0 0 X s 1 0
0000 y t 0 1
=1 B-A= =
A Al=1o 01 1] 7 |2 0 ol 1o
0 0 0 1 w 0 0 0
geometriai multiplicitas = algebrai multiplicitas =
-1 0 0 0 X 0 0
ek _y_ |0 =100 y 0 0
A=2.B- )= g oo 9" |z = =1 y
| 0 0 00 w 0 0
geometriai multiplicitas = 1, algebrai multiplicitas = 2

29



Algebrai és geometriai multiplicitas kapcsolata

T Egy matrix minden X sajatértekére:

1 < X geometriai multiplicitasa < A algebrai multiplicitasa

30



Specialis matrixok




Matrix hatvanyainak sajatértékei

T Ainvertalhatdo <= a 0 nem sajatértéke.

B Ainvertalhato <= det(A) #0 <= det(A—01)#0 < 0
nem sajatértéke A-nak.

T Ha (), x) az A sajatparja, n € Z, akkor (A", x) az A" sajatparja,
amennyiben A" es A" is ertelmezve van.

B n=0:\=18&sA% =1~ minden vektor sv. v’
n > 0: A% = A(A) = A(AX) = AAX = \°X.
és igy tovabb:

Alx = AAFTX) = AATX) = AFT(AX) = AFT(x) = Afx.

A invertalhato: AX = Ax ~ 1x = A~'x, azaz A~ 'x = A7 'x.
n < 0: AfRx = A\fx ~» A~Fx = A=Fx.

31



Matrix hatvanyainak hatasa

T Ha (\,x) (i=1,2,...,k) az A sajatparjai, v = YF_, c;x;, akkor
Ay = ZL CIATX;.
B trivi
ATV = AT(C1Xq + CoXg + ...+ CpXg)
= C1AmX1 -+ C2AmX2 + ...+ C/?AmX;?

= C1/\an1 ol Cz)\anZ +...+ Ck/\,?mx,e.

K Talalunk-e mindig sajatvektorokbol allo bazist?

32



Specialis valos matrixok sajatértékei

T Szimmetrikus, ferdén szimmetrikus, ortogonalis, nilpotens
A € R"™" X egy tetszOleges sajatértéke

1. A szimmetrikus = X valos,

2. Aferdén szimmetrikus = X imaginarius,

3. A ortogonalis = |\ =1,

4. A nilpotens <= minden A = 0 (azaz ya(x) = x").

B 1,2 x"Ax = x"Ax = A|x|? mindkét oldal adjungaltjat véve:
xHATX = \|x|2.
LAX=a+ib. AT=A~ X=X azaza+ib=a—ib~ I(\) =0.
AT = —-A~s a+ib=—a+ib,azaz R(\) = 0.
3.0 A ortogonalis ~ |x| = |AX| = |AX| = |A[|X] ~ |A| =1

33



Hasonlosag, diagonalizalhatosag




Hasonlo matrixok sajatértékei

T Sajaterekhez kapcsolodo invariansok Ha A ~ B, akkor xa = xs,
igy sajatértékei, azok algebrai és geometriai multiplicitasai is
megegyeznek.

1B A linearis lekepezés sajatértékenek definiciojabol vilagos.

2B A=C'BC
A— Al =C'BC—AC'IC=C"(BC—AIC) = C"(B— AI)C
~s A — Al ~ B — Al ~ det(A — Al) = det(B — )
~» megegyeznek sajatértékeik, és azok (algebrai) multiplicitasai
A— Al ~ B — Al ~ dim(N(A — Al)) = dim(N(B — Al)) ~ a
geometriai multiplicitasok is megegyeznek.

m Van értelme linearis transzformacio karakterisztikus
polinomjarol beszélni (véges dimenzids esetben).

34



Matrixok diagonalizalhatosaga

D Amh az n x n-es A matrix diagonalizalhato, ha hasonld egy
diagonalis matrixhoz, azaz ha létezik egy olyan diagonalis A és
egy invertalhato C matrix, hogy

A = C'AC. (1)

D A A =C'AC atirhatd
A= CAC™’

alakba, amit az A matrix sajatfelbontasanak nevezink.

35



Matrixok diagonalizalhatosaga

T

B

Diagonalizalhatosag sziikséges és elégseges feltétele
Az n x n-es A matrix pontosan akkor diagonalizalhato, ha
A-nak van n linearisan fuggetlen sajatvektora. Ekkor A az A

sajatértékeibdl, C a sajatvektoraibol all.

A =CTAC «— CA = AC és Cinvertalhato
HC= [X1 Xy ... Xn], A= diag()q,)\z, 500 )\n)

M O ... 0
0O X ... O

X1 X2 ... Xn] | . | =AX X . X (2)
O 0 ... A\

— AX; = \iX;

de Cinvertalhato, igy oszlopvektorai linearisan fuggetlenek.
36



P Diagonalizalhato-e a kovetkez6 matrix?
0 1 1
A=10 2 O
0 0 2
M X\ =0, A, = A3 = 2, a sajatvektorok (1,0,0), (1/2,1,0) és
(1/2,0,1), és ezek fuggetlenek
~ A~ A, ahol

A:

o O O
o N O
N O O
D
0w
(@)
I
(@)
O NI
. O N=

Ellendrzés: CA = AC

13 3
0
1

N O =
I
o O

o N =
o -
o

O AN

N O o
Il

o o o

= R RN

0
0
0

O AN
O N O

0
0

—_ O NI=



Bal sajatvektorok

D

Az yTA = \y' egyenlet y £ 0T feltételnek megfeleld
sorvektorait az A matrix bal sajatvektorainak nevezzik.

ezek a transzponalt sajatvektorai: ATy = \y.

det(A — Al) = det((A — ADT) = det(AT — Al) ~ A és AT
karakterisztikus polinomja azonos ~ bal és jobb sajatértekek
kozt nincs kulonbség

A =C'AC ~ AC™" = C'A ~» C " sorvektorai A bal
sajatvektorai, ugyanis

M 0 ..oV vyl
O X O
0 0 ... M| |V} y!

tehat Ayl =y/A(i=1,2,...,n). -



A sajatfelbontas diadikus alakja

m
MO ..o (V]
0 X ... O il
A=CACT =[x X ... Xa] | . _2 . . y_z
0 0 ... Al |V}
= AiXiy] + AXoY5 + -+ AnXnV], (3)

D Ezt nevezzik a sajatfelbontas diadikus alakjanak.

39



A sajatfelbontas diadikus alakja

0 1 1
P A= |0 2 0| balsajatvektorai, sajatfelbontasa, diadikus
0 0 2
alakja?

M Bal sajatvektor: ,a transzponalt sajatvektorainak
transzponaltjai”, vagy ,a C~' sorvektorai”. A sajatfelbontas:
1 1
0O 0 Oo||1 —

-

1

T2 2 5 =7

A=CAC"= |0 1 0f|0 2 O||0 1 O

00 1o 0 2[lo o 1

1 1

L o 2 2
a=olo|[1 -1 -3 +2|1|[o 1 o]+2]of[0o 0 1

0 0 1

40




Kiilonbozo sajatértékek sajatalterei

T Ha M, \p,... A\ kiilonbozo sajatértékei az A € F™" matrixnak,
akkor a hozzajuk tartozo x4, X,... X, sajatvektorok linearisan
fuggetlenek.

K Ha kilonbozo sajatéertékekhez tartozo sajatalterek
mindegyikébdl linearisan fliggetlen vektorokat valasztunk,
akkor még ezek egyesitése is linearisan flggetlen lesz.

K Kulonbozo sajatértékekhez tartozo sajatalterek mindegyikébol
egy bazist valasztva, azok egyesitése is linearisan fuggetlen
vektorrendszert ad.

K Ha az n-edrend( A matrixnak n darab kilonbozé sajatértéke
van, akkor diagonalizalhato.

B n kilonbozo sajatértékhez n fliggetlen sajatvektor tartozik ~
diagonalizalhato.
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Diagonalizalhatosag és a geometriai multiplicitas

T Egy n-edrendl négyzetes matrix pontosan akkor
diagonalizalhato, ha a sajatértékeihez tartozo geometriai
multiplicitasok o6sszege n.

B (=) Ha a matrix diagonalizalhato, akkor a sajatvektoraibol
allo bazis elemszama epp a geometriai multiplicitasok
0sszege, hisz egyetlen sajatvektor sem lehet két sajatalterben.
(<) Ha a geometriai multiplicitasok osszege n, akkor minden
sajataltérbol kivalasztva egy bazist, és véve ezek egyesitését,
egy n sajatvektorbol allo fuggetlen vektorrendszert kapunk.

T HaazA € F"™" minden sajatértéke F-beli (pl. mert F
algebrailag zart test), akkor A pontosan akkor diagonalizalhato,
ha minden sajatértékének algebrai és geometriai
multiplicitasa megegyezik.
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Alterek direkt o0sszege

D L'V veges dimenzios vt, Vi, Vo, ..., Ve < V. Amh a Vtera)y,
V... Vp alterek direkt 0sszege, jelolése

k
V=V®&...0V,= @V,—, ha ¥V minden vektora egyértelmuen
i=1
felbomlik egy Vi-, egy V,-... €s egy Vi-beli vektor 0sszegére.

T L'WVy,..., Ve <V, dimV = n. Ekkor ekvivalensek:
1. V=VieWe&...eV,
2. V=VieWVe(Vs@...0 V)
3. Mindegyik altér metszete a tobbi 6sszegével csak a
nullvektorbol all, és az alterek 0sszege az egész tér, azaz

SEVi=VeésVin (TV) = {0}, és
4. W,., Vy, egy-egy bazisanak egyesitése a V bazisat adja.

43



m 3.-ban nem eleg kikotni, hogy V; N V; = {0} barmely i # j-re!
L!'a,b € R? fggtln, V; = span(a), V, = span(b), V3 = span(a + b)
Viny, ={0},deR? # V@V, ®V;,(04+0+ (a+b) =a+b+0).
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Sajatalterek direkt 0sszege

T L' Vg vektortér és \y,..., \pazL:V — V lin. leképezés
kulonbozd sajatertékei. Jelolje Vy, a Aji-hez tartozo sajatalteret.
Ekkor

Vit ootV =V D...0V,,.
K HaV véges dimenzios, akkoraz L : ¥V — V linearis
leképezésekre a kovetkezok ekvivalensek:

1. L diagonalizalhato
2.V =@V,
3. dimV =} ;dim V),
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Ortogonalis diagonalizalhatosag

D Ortogonalis diagonalizalhatosag

B

Azt mondjuk, hogy a négyzetes, valos A matrix ortogonalisan
diagonalizalhato, ha van olyan diagonalis A és ortogonalis Q
matrix, hogy A = QAQ' (azaz A = QAQ~", mivel Q ortogonalis).

Valos fotengelytétel

Az A € R"™" matrix pontosan akkor diagonalizalhato
ortogonalisan, ha szimmetrikus.

(=) ha A ortogonalisan diagonalizalhato, akkor A = QAQT, A
diagonalis tehat A = AT, 1gy AT = QATQ" = QAQ' =

(«=) ha A szimmetrikus és (X, x), (u,y) két sajatpar, ahol A #
akkor Ax -y = (AX)Ty = (Ax)Ty = xTATy = x"Ay = x"py = px -y,

azaz (A — pu)x-y=0,1gy A # p miatt x -y = 0,azazx Ly. Igy a
sajatvektorokbol kivalaszthatd egy ortonormalt bazis! 46



Ortogonalis diagonalizalhatosag

P Adjunk meg a kovetkezd matrixhoz egy olyan ortonormalt
bazist, melyben diagonalis alaku.

2 2
2 =1 2
-1 2 2

M A matrix szimmetrikus, igy ortogonalisan diagonalizalhato.
Karakterisztikus polinomja és sajatértékei:
2—A 2 —1
xN) =] 2 —1=X 2 |=X-3X2-9x+27.
—1 2 2—A
Ha e polinomnak van racionalis gyoke, akkor a racionalis
gyokteszt miatt az csak +1, £3, +9 vagy +27 lehet.
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A Horner-modszerrel szamolva

\1 3 -9 27
3/1 0 =9 0
3117 3 0

Tehat A3 — 302 — 9\ + 27 = (X — 3)?(\ + 3), azaz a sajatértékek
/\1,2 =3, 3=-3.
A sajatvektorok:

—1 2 =1
A=3|2 4 2[=[1 =2 1]
—1 2 =1
2t—s| 2 —1
ahonnan x = t = |1|t+ |0 |s tehata A = 3-hoz
S 0 1

tartozo sajatalteret a (2,1,0) és a (—1,0,1) vektorok feszitik ki.
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0 1 2
-1 2 5
t 1
ahonnan x = |=2t| = |=2]| t, tehat a A = —3-hoz tartozo
t 1

sajatalteret az (1, —2,1) vektor feszitik ki. E vektor meroleges az
el6zo két sajatvektorra, azok azonban egymasra nem.

A (1,—2,1) sv. mellé valasszuk a (—1,0,1) vektort, igy a
harmadik lehet az (1,-2,1) x (=1,0,1) = (-2,—-2,-2).

Osztva a vektorokat a hosszukkal kapjuk a kovetkezd
ortonormalt rendszert:

1 —1 1
Ly " 1o Ly
(LRI 2R N VAR
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A diagonalizalas alkalmazasai




Diagonalizalhato matrixok polinomjai

D Matrix polinomja V¥ p(x) = cpX" + Cpix" "+ -« + X + o
polinomra és V négyzetes A matrixra értelmezhetd p-nek
A-ban folvett értéke: p(A) = A" + cp A"+ -+ A + Gl

m A= CAC"~» A2 = CACT'CAC™" = CA?C", altalaban
tetsz6leges nemnegativ k egészre AF = CARC".

~ barmely p(x) polinomra p(A) = Cp(A)C~", ahol

p (diag(A, A2, ..., Ap)) = diag (P(M), P(N2), - -, P(An)) -

A Diagonalizalhaté matrix polinomja Legyen A = CAC~', ahol

A = diag(M\, A2, ..., An), €S p(x) egy tetszoleges polinom. Ekkor
p(A)=C| . o .

0 0 ... p(hn) "



P Szamitsuk ki az A™® matrixot!

M Sajéltfelbonté\saA_[2 11[—1 0][ 1 —1]
11 0 2 _

10
- 2 1 -1 0 T =1
| AWO _ _

[ Ao (=0 =210 . (=)0 s 2218 ]

(—=1)10 — 210 — (= a2 210 —1023 2047

|
L — |

1022 2046 ]
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Fibonacci-sorozat explicit alakja*

T AFibonacci-sorozatra (Fo = 0, F1 =1, Fri1 = Fn + Fr_1, elsé
nehany tagja: 0, 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610,
987...) igaz a kovetkezo:

(0 ), (5 -(59)

B Az elso egyenldség teljes indukcioval bizonyithato. Jelolés:

[0 1
F= .
11
n=1-retrivi hn =n-4+1:

T R N :'Fn Fo_1+ Fn
Fn Fn—H 11 _Fn—H Fn+Fn+1

_ Fn Fn-H
FH—H Fn+2
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Fibonacci-sorozat (1. bizonyitas)”

B xiA) =X —X—1F sajétértékei Mo =7
tartozo sajatvektorok xq, = (1, 3(1£ V/5)).
F" sajatfelbontasaval:

ahonnan
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Fibonacci-sorozat (2. bizonyitas)"

B Vegylk észre

)=l

Fn-H 1

Az X1 és x, sajatvektorok bazist alkotnak R?-ben, igy a [9] eléall
azok linearis kombinaciojakent:

[9] = axq 4+ &% = 1/v5X1 — 1/v/5x,.

F'[9] = ciA!xq + coA\0xp, behelyettesités utan ezt kapjuk:

[0 _ 1 (1B 1 1 (1=v5\"[ 1

Itt csak az elsd koordinatat kiszamolva, a tételbeli allitast
igazoltuk.
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A sajatértek kiszamitasa




Hatvanymodszer®

D Egy sajatérték szigoran dominans, ha egyszeres
multiplicitasd, és abszolut értékben nagyobb az dsszes
tobbinél. (szigorGan dominans sajatvektor, sajataltér, sajatpar)

M A e R"™" )\ szigoruan dominans sajatértek, (\;,v;) sajatpar,
M| > [Xa] = - = |Aml, (A valos, egyébként ) is sé. lenne).
L'X =V + Vo + -+ - + CmVm, R > 0 egész:

ARX = ciARV; + ARV, + - - 4+ cARv,
= C1/\$V1 + C2)\§V2 —+ -+ cmA'ﬁnvm.

Ekkor Af-val valo osztas utan kR — oo esetén

= e +c ()Q)kar +c ()\m>kv R
% =G F G | 5ol m{ %, ) Vm = Qv

Ha ¢; # 0, akkor Afx iranya tart a dominans sajatvektor
iranyahoz. 55



T Hatvanymodszer: Ha A1 az A € R matrix szigordan
dominans sajatértéke, akkor létezik olyan xo vektor, hogy az
X, = ARxq vektorok altal kifeszitett alterek sorozata a dominans
e\ (Gn. Rayleigh

sajataltérhez konvergal, mig

X[ Xk
hanyadosok).
1.7 0.9
P Legyen A= .
& l0.9 —0.7]
kR 0 1 2 3 4 5 6 7
Alx 0 0.9 0.9 2.7 4.5 9.9 18.9 38.7
1 —0.7 1.3 —0.1 2.5 2.3 7.3 11.9
X0 Xp
.
/
5
X3
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