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E lecke befejezése utan a hallgato

- felismeri az absztrakt vektortereket,

- fel tudja irni végesdimenzios vektorterek kozti linearis
leképezések matrixat, koztik a 2- és 3-dimenzios tér
legegyszerlibb geometriai leképezéseinek matrixat,

- fel tudja irni egy altérre valo merdéleges vetités matrixat,

« ki tudja szamolni linearis egyenletrendszer optimalis
megoldasait a normalegyenlettel és azok kozll a
minimalis abszolut értékdt,

« ki tudja szamolni linearis leképezes rangjat,
determinansat, nullitasat, nyomat,

- felismeri az ortogonalis matrixokat és leképezéseket,

« meg tudja hatarozni alterek osszeget.



Vektorter



Vektortér absztrakt fogalma

D Vektortéer

AV halmazt F folotti vektortérnek nevezziik (jel:: V), ha
tartalmaz egy 0-val jelolt elemet, és értelmezve van rajta egy
0sszeadas és egy skalarral szorzas muvelet, melyekre
tetszoleges u,v,w € V és ¢,d € F esetén

(Al) u+v=v-+u az 0sszeadas kommutativ
(A2) (u+Vv)+w=u-+(v+w) azdsszeadas asszociativ
(A3) u+0=u az osszeadas nulleleme
(M1) (cd)u = c(du) a két szorzas kompatibilis
(M2) 1u=u a test egységelemével
(M3) Ou=0 a test nullelemével

(D1) c(u+v)=cu+cv disztributiv

(D2) (c+d)u=cu+du disztributiv.




Vektortér tulajdonsagai

m Osszeadason egy V x V — V; (u,V) ~ u + Vv, mig skalarral valo
szorzason egy F x V — V; (¢, u) — cu leképezeést értlnk.
m (A2) ~ tObbtagl dsszeget nem kell zarojelezni ~» azu +v +w
jelolés egyértelmu.
A (M3) kicserélhetd a kovetkezo tulajsonsaggal
(A4) YueV3aveV:u+v=0 additivinverz létezése (J;: —u)
B (M3) = (A4): tetszbéleges u-ra 0 = Ou = (1 — 1)u = u +v, ahol
v=(-T)u.
(A4) = (M3): Ou = (0 + 0)u = Ou + Ou ~~
0=0u+v=(0u+0u)+v=0u+ (Ou+v)=0u+0=0u.
hasznalhato (alt. igy szoktak).
A fenti definicido nem minimalis: az (A1) bizonyithato a tobbibdl.
B (14 1)(u+ v) ketféle kiszamitasaval. 4
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Peldak vektorterekre

V = {0} barmely test folott vektortér. Ezt nevezziik zerustérnek.

P " vektortér IF folott a szokasos elemenkénti 6sszeadas és
skalarral szorzas muveleteivel. Specialisan F' (azaz [ényegében
maga F) is tekinthet6 F folotti vektortérnek.

P E™", F[x], Fixl = {f € Fx] | degf < n}, F[lX]] = {Z52 anx"} a

formalis hatvanysorok

C(R), és D(R) az R-en folytonos, illetve diffhato fuggvenyek

RY, a végtelen valos sorozatok

azon RN-beliek, melyekben véges sok elemet kivéve V elem 0

Rq, azaz R a Q folott

U C V altere V-nek, ha nem Ures és zart a muveletekre nézve.

Jelolés: U < V.

Flxl» < F[{ < FI[X], Qo < R, {bv2 | b € @} < Rq,

{a+bv2|a,beQ} <Rg 5

b~

O U U U T
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Fliggvényterek”

T Fuggvéenyterek L! X # () tetszoleges halmaz, IF test, V egy F
folotti vektortér, FX .= {X — F fliggvények},
VX = {X =V flggvények}. F* és VX vektortér FF folétt a
szokasos muveletekkel: (f+ g)(x) = f(x) + g(x), (cf)(x) = cf(X)
minden x € X-re, ahol a zérusfliggvény a nullelem.
B (A1) és (M1) bizonyitasa: L' f,g € VX, ¢,d € F, ekkor
(f4+9)(x) = f(x) + g(x) definicio szerint
=g(x) +f(x) a V-beli 6sszeadas kommutativ
=(g+/f)(x) definicio szerint.
((cd)N)(x) = (cd)f(x

)
= c(df(x)) a V-beli skalarral szorzas kompatibilitasa
c(df)(x)

df)(x

definicio szerint

definicio szerint.



Linearis kombinacio

L! Vg vektortér es A = {v1,Va,...,Vp,... } egy véges vagy
végtelen vektorhalmaz.
D Alinearis kombinacio véeges Y1, a;v; alaku dsszeg, ahol
Vi,Va,...,Vp €V, q; € F.
D AMH a veges vagy végtelen A vektorhalmaz linearisan
fuggetlen, ha minden veges részhalmaza linearisan fuggetlen.
D AMH A generatorrendszer V-ben (kifesziti V-t), ha barmely
v € V vektor eldall véges sok A-beli linearis kombinaciojaként.
D AMH A aV egy bazisa, ha lin. figgetlen generatorrendszer.
P F[x]-nek nincs véges bazisa, de {1,x,x°,...} bazis.
P F[[x]]-nek nem generatorrendszere {1,x,x?,...}, mert
Y2 o anx nem all el6 véges linearis kombinacioként. Nincs
megszamlalhato generatorrendszere, van kontinuum filiggetlen.
T Minden vektortérnek van bazisa (a zérustérnek az tireshalmaz). 7



Matrix- és linearis lekepezesek



A matrixleképezés fogalma

D Legyen Ac F™" azA:F" — F™;x — AXx leképezést az A-hoz
tartozo matrixleképezésnek nevezziik.
D Kepter az A leképezés értékkészlete: Tm(A) (Im(A) < F™)
Im(A) = O(A) (a leképezés képtere = a matrix oszlopterével)
D Magtér (kernel): azoknak a vektoroknak az altere, melyet A a
nullvektorba visz, jelolése Ker(A). (Ker(A) < F")
Ker(A) = N(A) (a leképezés magtere = a matrix nullterével)
T" LI Ftest, A,B,C e F™" X € F™*k Y ¢ FfR*n S T € F7xN,
A,B,C,X,Y,S, T a hozzajuk tartozo matrixleképezéesek, c € F.
Ekkor
1. A+B=C < A+B=C(és
2. CA=C << cA=C
3. XY =C <= XoY = C(matrixszorzas - fv. kompozicioja)
4. S=T7" «= S =T""(matrix inverze - fliggvény inverze) 8



A matrixleképezés

P Legyena = (ay,a;,a3) € R3, és legyen
AR SR x—axx

Mutassuk meg, hogy az A matrixleképezes, azaz letezik egy
olyan A matrix, hogy A(x) = Ax.

M A vektori szorzas koordinatas alakja alapjan
— a3Xo + AxX3 0 —a3 a | X4

axXx= asXq — X3 | = as 0 —aq| [Xx2f-
— AxX1 + a1X7 = an 0] [x3



A matrixleképezés tulajdonsagai

T Legyen A:TF" — F™ egy tetszOleges matrixleképezés, x,y € F”,
¢,d eF.
1. A(cx + dy) = cA(x) + dA(y), azaz A megorzi a linearis
kombinaciot.
2. Az A homogeén és additiv leképezés, azaz

A(cx) = cA(x), (a leképezés homogen), és
A(x+y) =A(X) +A(Y), (a leképezés additiv).
3. AO=0.

4. TetszOleges altér képe alter.
5. Tetszbleges affin altér képe affin altér.



Linearis leképezés

D H, és H, mindegyikének elemein értelmezve van egy
asszociativ 0sszeadas és egy ,skalarral valo szorzas” muvelet
(pl. vektortér).

Azt mondjuk, hogy egy A : Hy — H, leképezés linearis, ha
homogén és additiv, azaz ha tetszoleges x,y € H; elemre és ¢
skalarra

A(cx) = cA(x) (A homogén,)
A(X+y) = Ax + Ay (A additiv.)
Hi = H, esetén linearis transzformacionak is nevezzuk.
P A sikbeli vektorok egy rogzitett O pont korili forgatasa, egy
egyenesre valo tiikrozése és merdleges vetitése linearis

leképezés.
P AD:f—fésazl:fr fabfleképezések linearis leképezések. o



Linearis leképezés ekvivalens definicioi

A Egy tetszOleges A : F" — F leképezésre az alabbi allitasok
ekvivalensek:
1. Alinearis, azaz homogén és additiv.
2. Tetszbleges x,y € F" és ¢, d € TF esetén

A(cx + dy) = cA(x) + dA(y)
3. TetszOleges x,y € F" és c € FF esetén
A(cx +y) = cA(X) + A(y)

4. ,Megbrzi” a linearis kombinaciot, azaz tetszoleges
X1,...,X, € F" vektorokra és ¢y, ¢y, ..., C, € F skalarra

A(C1X1 + -+ - + CpXg) = CIAX] + - - - + CRAXp.

12



Az F" — F™ leképezések matrixleképezések

T Legyen A:F" — F™ egy tetszOleges fliggvény. Az A pontosan
akkor linearis leképezés, ha létezik egy olyan m x n-es A matrix,
hogy az A figgveny megegyezik az x — Ax leképezéssel. Ekkor

A = [Aeq|Aey]| ... |Aey],

ahol e; az i-edik standard egységvektor (i = 1,2,...,n).
B (A matrixleképezés = A linearis) v/
(A matrixleképezés « A linearis)
AX = A(x1€1+ Xx2€2 + ... + Xpen)
= X1Aeq + X2Ae) + ... + XpAe,
X1

:[Ae1 Aey ... Aen} "

Xn



Megjegyzések

- Linearis leképezésekrol olyan esetben is beszélhetiink, amikor
a leképezésnek nincs matrixa (pl. végtelen dimenzios
vektorterek esetén).

- Kilonbség van a linearis leképezés és a matrixlekepezes kozt
F" — F™ fuggvenyek eseten is:

A linearis leképezeés flggetlen a bazistol, az csak maga a
fuggveny, mely megadja, hogy melyik vektornak melyik vektor a
kepe.

A matrixleképezés mindig valamely bazisra vonatkozik. Egy
linearis leképezéshez minden bazisban tartozik egy
matrixleképezés, melynek matrixa fligg a bazistol.

- Alinearis F — I leképezések azonosak az x — cx
fuggvéenyekkel, ahol ¢ € TF konstans.

14



A matrixleképezés szemléltetése négyzetraccsal

Blolw
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A linearis leképezés szemléltetése levéldiagrammal

er




D Négyzetes matrix nyoman féatlojaban lévd elemeinek dsszegét
ertjuk. jeloles: trace(A).
A A nyom F"™" — T linearis leképezes, mert
1. trace(A + B) = trace A + trace B
2. trace(cA) = ctrace A
T trace(AB) = trace(BA)

n
B trace(AB) ZA,*B*, = Zza/jb]i

i=1 j=1
n o n n.n n
j=1i=1 =1 i=1 il
= trace(BA).
T trace(C'C) = 27, ZF:W Cizj



A 2D es 3D ter transzformacioi



T Asik vektorait egy pont korul o szoggel elforgato leképezés
matrixa

cosa —sino
sin o COS &

A=A Ajl :[

19



A koordinatatengelyek koruli o szoggel valo forgatas matrixa:
z-tengely koruli forgatasnal i és j vektorok fordulnak

1 cos o 0 —sina 0 0 cosa —sina 0
0| = |sinaf, |1| — | cosax |, |O| — [O| ~ |sina cosa O
0 0 0 0 1 1 0 0 1

x- s az y-tengely koruli forgatas matrixai:

1 0 0 cosae 0 sina
0 cosa —sinal, 0 1 0
0 sina cosa —sina 0 cosa

a sikot « szoggel elforgatd matrix invertalhato, mert
determinansa 1,
inverze geometriai és algebrai okoskodassal is felirhato:

=1
cosa —sina _|cos(—a) —sin(—a)| | cosa  sina
sina  cosa ~ |sin(—a) cos(—a) | |-sina cosal’

20



Meroleges vetités

T Asikvagy a tér vektorait egy b iranyvektorl egyenesre
merélegesen vetitod leképezés matrixa
1
b’b
B x-nek a e egységvektor egyenesére esd meroleges vetiilete

P= —_bb', specialisan P = ee', ha e egységvektor.

projox = (x-e)e =e(e-x) = e(e'x) = (ee")x ~ P = ee'.
Ha b # 0, akkor e = b/|b| jelolés mellett P = ee” = bb/|b|.
n

) , o X proj, x
T A ter vektorait az n egyséegnyi

normalvektord sikra merodlege-
sen vetitd leképezés matrixa S

projs X
P=1-nn". y



Tukrozeés

T Asik vektorait az x-tengellyel «/2 szoget bezard egyenesre
tikrozo linearis leképezés matrixa

[cosa sin o ]

sinaw  — cos

(sin o, — cos «)

T Atérvektorait az n egységnyi normalvektor( sikra tiikrozo
leképezés matrixa

P=1-2nn". .



Vetités hipersikra és egyenesre R"-ben

m A tér sikra és egyenesre vonatkozo vetitd és tikrozo matrixai
valtoztatas nélkil atviheték R hipersikra és egyenesre
vonatkozo transzformacioira.

P Irjuk fel az R*-beli v = (1,0,2, —2) vektorra valdo meréleges
vetités P matrixat!

1T 0 2 =2
0 0 ©
_ L —
M P=_wW =35 2 A
-2 0 —4 &4

P Irjuk fel az R*-beli x + 2z — 2w = 0 egyenlet( hipersikra vald

merdleges vetités P’ matrixat! (e sik normalvektora v!)
8 0 —2 2
0 9 0 O
MP=I-Jlw=1-P=
viv -2 0 5 &4
5

2 0 4 3



Tiikrozés hipersikra és egyenesre R"-ben

P Trjuk fel az R*-beli v = (1,0,2, —2) vektorra valo tikrozés T
matrixat, és szamitsuk ki aw = (1,1,1,1) vektor tukorkepet!
M Az x vektor v egyenesére meroleges dsszetevoje (I — V1—\IVVT)X,

ennek 2-szeresét kell kivonni x-bdl, igy a tikorkép matrixa
-7 0 4 —4
1 2 1 =
T:|—2(|—WVVT):WVVT—|:§ 2 3 _3 _g
—4 0 -8 —1
T(1,1,1,1) = §(=7,-9,-5,-13)
P lrjuk fel az x + 2z — 2w = 0 egyenlet( hipersikra valo tikrozés
T’ matrixat, és szamitsuk ki a w = (1,1,1,1) vektor tukorkéepet!

7 0 —4 4 1 7
2 1 1
MT=I-—w=-_ 09 0 0, T =21"
Vv 9|-4 0 1 8 11 9|5
4 0 8 1 1 13 2%



P Hatarozzuk meg annak a linearis leképezésnek a matrixat,
mely a ter 0sszes pontjat az (1, —2,1) vektorral parhuzamos
iranyban az x + y + 2z = 0 egyenletU sikra vetiti.

M A vetités P matrixara

=1

)

0

Egyetlen matrixszorzasba foglalva:

=1
1
0

-2 -2 1 0
PlOo|l=|0]|, P|=2|=]0].
1 0
2 0 [0 -1 2
0 0f, ahonnanP=1| 2 3 4].
170 -1 =1 -1

25



P Hatarozzuk meg annak a linearis leképezésnek a matrixat,
mely a ter 0sszes pontjat az (1, —2,1) vektorra vetiti az
X+ y+ 2z = 0 egyenletl sikkal parhuzamosan.

M A vetités P matrixara

—1 0 -2 0 1 1
Pl1|=10|, P|O]|=|0], P|=2]=][-2
0 0 1 0 1 1
Egyetlen matrixszorzasba foglalva:
-1 =2 1 0 0 1 1 1 2
Pl 1 0 —=2[=1]0 0 =2|,ahonnanP= -2 -2 —4].

0 1 1 0 0 1 1 1 2

26



Eltolas homogén koordinakat hasznalva™

- Az eltolas nem linearis leképezés, de...
- Sik eltolasa beagyazva a térbe: a z = 1 egyenletl sikot toljuk el:

X X+ a

Tlyl=|y+b].
1 1

Ez még mindig nem linearis, de mivel z =1, ezért a

X X+ az

Tly|=|y+bz
z z

leképezés mar az, matrixa

_|

I

\'

.

Il
o o —
o -~ o
- T 9



Meroleges vetités, legjobb kozelités




Egy W altér esetén W+ jelolte a W-re merdleges vektorok
alteret.

Legyen W az n-dimenzios valos vagy komplex U vektortér egy
altere. Ekkor
1. Wnwt ={0},
2. W+ Wt =1,
3. U minden vektora egyértelmlen eléall egy W- és egy
W--beli vektor dsszegeként,
4. WhHt=w.

28



Meroleges vetités R" egy alterére

D Azt mondjuk, hogy azv € V vektornak a W < V altérre eso
meroleges vetilete a w vektor, haw € W, és v —w merdleges a
W altérre, azazv —w € WL. Av — w vektort a v vektor W
altérre meroleges 0sszetevojének nevezziik.

T Altérre valo vetités matrixa: Ha W az R” egy altere, és az A
matrix oszlopvektorai a W egy bazisat alkotjak (tehat A teljes
oszloprangu), akkor a W altérre valo meréleges vetités, azaz a
proj,, leképezés matrixa | A(ATA)~'AT.

B LveR"ésw=projy,v.

OA) =W~ 3Ix AX=w

W = N(AT) ~ v —w € N(AT)

~ AT(V — W) = 0 ~ AT(v — AX) = 0 ~ ATAXx = ATv.

ATA invertalhatd, azaz x = (ATA)~'ATv

proj,, v =w = Ax = A(ATA)'Alv. 29




P Hatarozzuk mega (—2,1,3) vektornak az (1,0,1) eés a (—1,2,0)
vektorok altal kifeszitett sikra es6 meroleges vetiiletét!
M Az altér bazisvektoraibol képzett matrix

1 —1 1 5 =2 4
A= [0 2|, amibol A(ATA)~'AT = 5|2
1 4 5

- gy a (—2,1,3) vektor meréleges vetiilete

1 5 =2 4| |2
3 -2 8 2 1T1=12
4 2 3

30



Meroleges vetités matrixai

T Egy P matrix pontosan akkor meréleges vetités matrixa, ha
P=Pl =P
B (=) Tfh P egy P merdleges vetités matrixa R" standard
bazisaban. Legyenek A oszlopai az Im(P) = O(P) egy
tetszbleges bazisanak vektorai.
Ekkor P = A(ATA)~TAT,
2
P2 = (AATA)TAT)" = A(ATA) TATA(ATA) AT = A(ATA) AT = P,
T T
PT= (A(ATA)AT) = A((ATA)7T) AT = A(ATA) AT = P.

(«<=) Tfh P = PT = P2. (Biz: P az O(P)-re merdlegesen vetit)
Elég megmutatni, hogy Vx : x — Px L O(P)
P2 =P~ P(X—PX) = Px —P>X =0~ x — Px € N(P)

de P=P"~s x—Px € N(P") ~x—Px L O(P).
31



P Igazoljuk, hogy az

10 0 0 10 0 1 3 -1 =1 —1
o100 1]/01 10 1]-1 3 =1 —1
0000 20110 &|-1 -1 3 -1
0000 10 0 1 1 -1 -1 3

matrixok merdleges vetités matrixai! Hany dimenzios térre
vetitenek?

32



Altéertol valo tavolsag

D x-neka W < R" altértdl valo tavolsagan a W altér x-hez
legkozelebbi w vektoranak téle valo tavolsagat értjiik. E vektort
az x vektor W-beli legjobb kozelitésének nevezziik.

T Legjobb kozelites tétele Adva van x € R", W < R". Az x
vektornak egyetlen W-beli legjobb x kozelitése van,
nevezetesen X = projy,, X.

B LlweW: x—w= (X— projy X) + (proj,, x — w).

X — Projy, X € W, proj,, x —w € W
alkalmazhato rajuk Pithagorasz tétele:

X — W|? = |x — projyy, X|* + | projy, x — w|?.

- gy |x — w[? > |x — projy,, x|?, és egyenléség csak akkor allhat
fonn, ha w = x = proj,, x, ami egyuttal a legjobb kozelités

egyértelmuséget is bizonyitja. .



Vektor felbontasa meroleges 0sszetevokre

T xe€R" W <R" Az x vektor egyértelmien felbomlik egy
W-beli w és egy W-re meréleges w vektor 0sszegére,
nevezetesen W = projy, X és wt = x — w.

B Tfh léetezik két felbontas: x = w + w+ = v + v+
sV — W= Wt — vt
eWwW e wt

~~sV—W=0~V=W

34



P L'W =span((1,—1,1,0),(0,1,-1,0)) < R* x = (8,4,2,1).
Bontsuk fel az x vektort WW-be esé és W-re merdleges vektorok
0sszegere.

M A W-re valo merdleges vetités matrixa P = W(W™W)~"WT, ahol
W két oszlopa a megadott két bazisvektor, tehat

1 0 1 0 0 0] |8 8
— . —=1/2 0Of |4 1
W= T , amibol Px = U2 / =
1 — 0 —1/2 1/2 0] |2 —1
0 O 0 0 0 0] [1 0

- lgy projyyx = Px = (8,1,—1,0) &s x — projy,, x = (0,3,3,1).
EgyszerU szamitassal ellendrizhetd, hogy a (8,1,—1,0) € W és
hogy (0,3,3,1) € W+, azaz (0,3,3,1) L W, azaz merGleges a

W-t kifeszité bazisvektorok mindegyikére. .



A vetiilet gyorsabb kiszamitasa a vetito matrix nélkiil

—1
0

- WWW)WTb = W m _
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A véges test esete: Paratlanvaros’

p 1

Paratlanvaros lUgyeit hatékonyan intézi:

1. minden bizottsag paratlan sok tagbol all,

2. barmely két bizottsagnak csak paros sok kozos tagja lehet.
Ha a lakok szama v, legfoljebb v bizottsagot tudnak létrehozni.
Lakok: {1,2,...,v}, bizottsagok: {By,...,Bp}, és legyen

1, haie Bj,
mj = o M = [Mjilyxp-
0, egyebkent,

a b x b-es MTM-ben [MTM];; eleme B; N B; halmaz elemszamat
adja, ami i = j esetén paratlan, i # j esetén paros.

IF, folott tekintjik: MTM = 1,

~1(MTM) = b ~» (M) > b

M e FYP s r(M) = b, r(M) < v

~ b < v (= pl. egyf6s bizottsagok esetén). 37



A véges test esete: Parosvaros’

Parosvaros ugyeit megfontoltan intézi:
1. minden bizottsag paros sok taghol all,
2. barmely két bizottsagnak csak paros sok kozos tagja lehet.
A Ha a lakok szama v, legfoljebb 21¥/2) — 1 bizottsagot tudnak
letrehozni.
B F, folott: MTM = O, azaz M minden oszlopvektora meréleges
mindegyik masikra
- W =span(Ms, My, ..., M.}, igy barmely x,y € W-re:
X-y = (XM +. .+ XpMyp) - (ViMaq +. .+ YpM,p) = inij*iM*j =0.
1)
-~ WKW dedimW + dim W = dimFy = v ~ dim W < v/2
- W elemszama legfoljebb 21/2) — 1 (lires részhalmaz kizarva).
- Akorlat el is érhetd |v/2| hazasparral.
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Optimalis megoldas




Inkonzisztens egyenletrendszerek

- Ax = b pontosan akkor konzisztens, ha b € O(A). Inkonzisztens
esetben mit tehetiink?

D Keressunk olyan x megoldast, melyre Ax a legkozelebb van
b-hez (azaz (b — Ax)? a legkisebb).

- E megoldasokat az Ax = b egyenletrendszer optimalis
megoldasainak vagy a legkisebb négyzetek elve szerinti
megoldasainak nevezzuk.

- LUb= projO(A) b, és az Ax = b egyenletrendszer helyett oldjuk
meg az AX = b egyenletrendszert!

T Az Ax = b egyenletrendszer optimalis megoldasai
megegyeznek az egyenletrendszer
megoldasaival. Ezek kozul egyetlen egy esik az A matrix
sorterébe, a legkisebb abszolat értékd.

- Neve: normalegyenlet-rendszer vagy normalegyenlet. 39



Ax = b opt. megoldasai = AX = pFOJO b megoldasai

(x optmo. = ATAx=ATb) b — pFOJO( mb LOM) ~

b — projo b € N'(AT) ~ AT(b — projo, b) = 0.

AX = pFOJO(A) b ~ AT(b — AX) = 0, ~ ATAX = ATh.

(x: ATAXx = ATb = x opt.mo.)

AT(b —AX) =0~ b — AX € N(AT) ~ b — AX L O(A)

b = Ax + (b — AX) - felbontas két merodleges vektor 6sszegére
a L vetiilet definicioja szerint AX = projoa) b, (x optmo.)
S(ATA) = S(A), mert Ax = 0 <> ATAx = 0, azaz N'(A) = N'(ATA)
ugyanis AX = 0 ~ ATAX = 0 ~ N (A) C N(ATA)

masrészt ATAX = 0 ~» 0 = X' ATAX = (AX)T(AX) ~» AX = 0 ~
N(A) D N(ATA), tehat N'(A) = NV (ATA).

Egyetlen egy mo. van A'A sorterében, igy A sorterében is!
Minden valos matrixra r(ATA) = r(A). (ui. S(ATA) = S(A))

Ha A teljes oszloprangl, akkor az Ax = b egyenletrendszernek
egyetlen optimalis megoldasa van. (ui. ATA invertalhato) 40



Példa: egyenletrendszer optimalis megoldasai

P Hatarozzuk meg az

y+ z=3
X+y+22=2
X + z=2

egyenletrendszert optimalis megoldasait, és a
min. absz. értékdt!

m Az egyenletrendszer inkonzisztens:
0 1 1|3 70 1]0

0

1
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Példa folytatasa: a minimalis abszolit érteki

- Az 0sszes megoldas:

201 3 4 1 1
12350 TN ey x= 2]+ |t

0 1 1 207 & X= '
336 9 0 1

- A minimalis abszolut értéki = sortérbe esé megoldas: az
eredeti egyenletrendszer kiegeszitésevel:

T 0 1 1 1T 0 00
O 11 2{=1]0 1 0 1
-1 =110 00 1 1

- Asortérbe esé megoldas (0,1,1), azaz az 0sszes megoldas
ezzel folirva:

1 1 .



Linearis regresszio

y = a + bx valtozoira méréseket végzink, hogy meghatarozzuk
a és b érteket.

T x Y1
. . |1 x| |a )
n meres utan || ol = |
T Xn Yn
normalegyenlet
1T x Y1
1 1|t x| qal |11 1|2
X1 X ... Xo| [P bl  |Ix x ... xp :
T X Vi

kifejtve

n x| |a N
Sxi SR bl |

Az y = a + bx egyenest regresszios egyenesnek nevezzik, mely

a megadott adatokra a legkisebb négyzetek elve szerinti i3



T Az (x,y;) (i=1,2,...n) parokhoz tartozo, y = a + bx egyenlet

regresszios egyenes parameterei kielégitik az

nooY x| lal | XV
SXi DX bl | x;

egyenletet. Ez egyértelmiien megoldhato, ha van legalabb két
kilonbozo x; érték.
még bizonyitando az egyértelmiség: ha van két kilonbozo x;

erték, akkor az
T X

T X9
A =]
1 Xp
matrix teljes oszloprangd, igy r(ATA) = 2, és a normalegyenlet
egyértelmien megoldhato.
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Polinomialis regresszio

- Keressiink az agp + a1x + - - - + apx* polinom egyitthatoira
optimalis becslést a legkisebb négyzetek modszerével, ha az
(xi,y;) (i =1,2,...n) parok sorozatat ismerjik.

- Keresendd az n egyenletbol allo k + 1-ismeretlenes

Ao + X1+ ...+ apxf = v

A+ ao+ ...+ apxl =y,

Ao + G1Xn + ...+ apxk =y

egyenletrendszer megoldasa az ao, as,.., a, ismeretlenekre.
R

T X 00X do Vi

T X ... X’? a )% R "
’ = |""|, opt.mo. az X"Xa = X"y -bél.
) :

T Xo ... X ag Vn
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Pszeudoinverz




Pszeudoinverz - altalanositott inverz

- Ax = b sortérbe es6 optimalis megoldasa megkaphato egy
X = ATb képlettel?

- Ax= 6(: Projo(a) b) egyenlet mindig megoldhato, sortérbe
esé x megoldasara X = A*b = A*b kéne!
~ At(b—b) =0~z e N(AT) = Atz =0.

- Az inverz fogalmanak sokféle altalanositasa van.
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Moore - Penrose-féle pszeudoinverz

D A Moore-Penrose-féle pszeudoinverz
Legyen A egy m x n-es valos matrix. Pszeudoinverzen vagy
Moore - Penrose-féle pszeudoinverzén azt az At-szal jelolt
matrixot ertjuk, amellyel

1. AT hatasa O(A)-n: a sortér minden x vektorara At (Ax) = X,
2. At hatasa O(A)*-én: minden z € N(AT) vektorra Atz = 0.

- m x n-es matrix pszeudoinverze n x m-es
- At-hoztartozo matrixleképezés hatasat ismerjik az O(A)
altéren és meroleges kiegészitd alterén, ezeken definicio
alapjan linearis ~ az egész térre kiterjesztheto linearisan ~
létezik és egyértelm!
- N(AT) = N(AT), és S(AT) = N(AT) L, Tgy
S(At) = S(AT) = O(A). 47



Néhany pszeudoinverz

- At =A"" haAinvertalhato,

- 0$xn = Onxm,

- [a]" =[Vd], haa #0, és [0]" =[0],
- (A+)+ — A,

- haa;#0(=1,2,...,r), akkor

o TP M1 ]

_(111 0O ... 0 an 0 0

0 ap ... 0 0 Clizz

S ¢ =|: : - |0

0 0 ...an 0 0 ... &

L o ol ... | 0 O_nXm
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A pszeudoinverz matrixa

T A pszeudoinverz matrixa
Ha a valos A matrix teljes oszloprangu, akkor

At = (ATA) AT, (1)
ha teljes sorrangu, akkor
At = AT(AAT) ", (2)

Ha A = BC, ahol B egy teljes oszloprangu, C egy teljes
sorrangl matrix, akkor

AT =C"BT =c'(cc)'(B"B) B’ (3)
— C"(B"ACT)"B". (4)
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- Ateljes oszloprangl ~ értelmezési tartomany = sortér
(ATA)TATAX = x.
A'z=0= Atz =0, mert (ATA)~'ATz = (ATA)~"0 = 0.

- Ateljes sorrangl ~» oszloptér = egész tér ~» Ax = y konzisztens
X az egyetlen sortérbe es6 megoldas, akkor minden mas x
megoldas esetén projg X = X ~ ATy = X, ugyanis

Projsa X = AT(AAT) Ax = (AT(AAT)T) (Ax) = A*y.

- A=BC y=Ax,w=Cxeésy=Bw
B teljes oszloprang(, C teljes sorrangl ~ C*Bty = Ctw =x a)
v
A és B oszloptere azonos ~» BTz =0, tehat C"BTz =0 b) v
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Példak

- Szamitsuk ki a kovetkezo matrixok pszeudoinverzét!
0 1

B=1|1 1]/,C=
T 0

1T 0 1
0 11

0 11
]éSM:112
T 0 1

- Bteljes oszloprangl, hasznaljuk az (1) képletet

B — (B7B) B — [2 1] - [o 1 1]
1 2 17 1 0
| ¥ —1/3- 01 1| |- 3 23
I = I A R I E R

- A C matrix teljes sorrang(, igy a (2) képlet szerint

2/3 _1/3
=13 23 . o1
1/3 1/3




M bazisfelbontasa BC:

2/3
M+t = CtBY = |13
'I/3

A (4) képlettel

= C'(B"MC")

70

0 1

1 1

—4

= 9 5

1

_1/3
2/3
'I/3

TBT

|

_’|/3 1/3
2/3 1/3

QO
QO 4
—_ N
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Moore - Penrose-tétel

A valos A matrixnak X pontosan akkor pszeudoinverze, ha az
alabbi négy feltétel mindegyike fennall:

a) AXA=A, b)XAX=X, ¢ (AX)' =AX, d)(XA)" =XA.

(AT teljesiti e feltételeket)

AATA = AR"(RR")~"(B"B)~'B'A
= BRR'(RR")""(B'B)"'B'BR = BR = A
ATAAT = R"(RR")~'(B'"B)"'B'BRR"(RR")'(B'B)'B"
=R'(RR")""(B'B)"'BT = AT
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ATA = (R"(RR")"'(B"B)'B")(BR) = R"(RR") 'R,
AAT = (BR)(R"(RR")""(B"B)~'B") = B(B'B) 'B"
(AtA)" = (RT(RRT)"'R)T = RT(RRT) 'R = ATA
(AAT)T = (B(B'B)"'B")" = B(B'B)'B" = AA™.
(EgyertelmUség) Tfh X és Y is teljesiti a 4 feltételt:
AY 2 axay < (AX)T(AY)T = XTATYTAT
— XT(AYA)T 2 XTAT = (AX)T < AX (5)
YA 2 vaxa 2 (ya) (xa)T = ATYTATXT
— (AYA)XT 2 ATXT = (xA)T 2 xA (6)

v 2 vay @ yax © xax 2 x.
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T ATAésAAT merdleges vetités

TetszOleges A € R™*" matrix esetén
ATA = projsi €s AAT =projon) -

Tehat ATA az R" teret merdlegesen vetiti A sorterére, mig AAT
az R™ teret merdlegesen vetiti A oszlopterére.

Az elézéekben bizonyitottuk, hogy ATA = RT(RRT)~'R, ami épp
az R" oszlopvektorai altal kifeszitett térre — azaz a sortérre -
valo meréleges vetités matrixa.

Az el6z6ekben bizonyitottuk, hogy AA* = B(B'B)~'B', ami a B
oszlopvektorai altal kifeszitett térre — azaz az oszlopterre - valo
meroleges vetités matrixa.
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A minimalis abszolit értéki optimalis megoldas

T Optimalis megoldas pszeudoinverzzel

Legyen A egy valos matrix. Az Ax = b egyenletrendszernek az
X = ATb a minimalis abszollt értéki optimalis megoldasa.

- (A*b optimalis megoldas), azaz megoldasa az ATAx = Ab
normalegyenlet-rendszernek

- lgazolni kell, hogy ATAA*b = ATb.

- Elég ezt: ATAAT = AT

- A=BR

A'AAT = (R'B")(B(B'B)'B")
=R"(B'B)(B'B)"'B" =R"B" = A’
- Atb asortérben van, és a sortérbe csak egyetlen optimalis

megoldas esik
56



P Adjuk meg az

y+ z=3
X+y+22=72
X T 2=

egyenletrendszer minimalis abszoldt értékd optimalis
megoldasat!

M Az egyenletrendszer inkonzisztens, ami bovitett matrixanak
redukalt [épcsos alakjabol leolvashato.

A minimalis abszollt értekl optimalis megoldas
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Hasonlosag




Linearis leképezés matrixa kiilonb6zo bazisokban

Cpu CBea CBeua CacB= C[EJ_A
X4 —— [[X]4 X4 ——— [[X]4
La La

Lg = C4LsCrey, illetve
LeCBea = Cpuala Ly —Col LaC
A = LB ALBYB—A

59






Hasonlosag

D Azt mondjuk, hogy az n x n-es A matrix hasonlo a B matrixhoz,
ha létezik olyan invertalhato C matrix, hogy

B=C'AC.

) Jelolés: A ~ B.
M Ha A hasonlo B-hez, akkor B is hasonlo A-hoz.

A=CBC'=(c)'BC"=C"BC.
[o 1] l_6 4} . l—6 4] [—2 -1 [o 1] [—2 11
P ~ , Ul = '
0 0 -9 6 -9 6 -3 =2|]o o|l| 3 -2
[—2 11 [—6 4] lo 11 [—2 11 [3 —2]
vagy = = .
3 -2/ -9 6 0 ol| 3 -2 0 0

nevezzuk.
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Hasonlosag

T Két matrix pontosan akkor hasonlo, ha van két olyan bazis,
melyekben e két matrix ugyanannak a linearis leképezésnek a
matrixa.

B (Llinlek. = A=L4~B=Lg)Vv
(3L lin.lek. <« A ~ B)
A~B~ B=CTAC
Legyen C = {c1,Cy,...,Cpn}, ekkor

L az A matrixhoz tartozd matrixleképezés a standard bazisban,
B az L matrixa a C bazisban.
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Hasonlosagra invarians tulajdonsagok

T HaA ~ B, akkor
1. 1r(A) =1(B),
dim(N(A)) = dim(N(B)),
det(A) = det(B),
trace(A) = trace(B).
r(A) = dim(O(A)) = dim(Im(L)) = dim(O(B)) = r(B)
dim(N(A)) = dim(Ker(L)) = dim(N(B))
det(A) = det(C~'BC) = det(C~") det(B) det(C) = det(B),
mivel det(C) det(C~") = 1.
4. Legyen C = [c;], C~" = [d}j], ekkor

(Xn: Zn: difﬂjkcref) = Zn: Zn: Ajk (é Crefdij)

j=1 k=1 j=1 k=1

WS WS

trace B

M:

=1
n

= Z Z Qjrdjr = trace A 63



Linearis leképezés matrixa kiilonb6z6 bazisparokban®

Legyen a U vektortér két bazisa A és B, a V pi vektortér két
bazisa A’ és B'.

Az L:U — V linearis lekepezés matrixa az {A, A’} bazisparban
La«a, @ {B,B'} bazisparban Lz, g,

a bazisok kozti attérések matrixai Cgo 4, illetve Dgr 4.
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Linearis leképezés matrixa kiilonb6z6 bazisparokban®

L 5B Lg s
Xz —— [LX]5 Xz —— [LX]5
Csea Davp = DgJeA’ Cena Daep = D;(_A/
X4 — [X]a X4 — [X]ar
Larea Laca

- Attérések: [X|g = Cpea[Xa, [X|s = Dprew[LX] 4,
- Az Ly 4 €s Lg . matrixok hatasai:
[IX]ar = LaalXa,  [IXg = Lps[X]5.
- Linearis lekepezes matrixai kozti kapcsolat
Do alaea = Lo BCo4, azaz

1
Laea =D 4l «BCBia. o



Linearis leképezés matrixa kiilonb6z6 bazisparokban®

- Linearis lekepezések matrixai Ha A és B ugyanannak az
R" — R™ linearis leképezésnek két matrixa kiilonbozo
bazisparokban, akkor

1. a két matrix rangja megegyezik,
2. a két matrix nullitasa megegyezik.

- havalamely invertalhato C és D matrixszal A= D~'BC és
atrendezve B = DAC™', akkor a szorzatmatrix rangjara
vonatkozo allitas szerint r(A) = r(D~'BC) < r(B) és
r(B) = r(DAC™") < r(A). Igy r(A) = r(B).

Innen dim(N(A)) = n —r(A) = n —r(B) = dim(N(B)).
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Rang, nullitas, determinans, nyom fogalmanak kiterjesztése

D AlinearisL:F" — F™ leképezés rangjan képterének
dimenzidjat ertjuk, azaz r(L) = dim(Im(L)). A magtér
dimenzidjat, azaz a dim(Ker(L)) szamot a linearis leképezes
nullitasanak nevezzik.

D Alinearis L :F" — F" transzformacio det L-lel jelolt
determinansan (illetve trace L-lel jeldlt nyoman) az L leképezés
barmely bazisban folirt matrixanak determinansat (illetve
nyomat) értjik. A definicio értelmes, hisz e két érték
mindegyike fuggetlen a bazis valasztasatol.

T Dimenziotétel linearis leképezesekre — rang-nullitasi tétel
Legyen L : R" — R™ egy linearis leképezés. Ekkor

r(L) + dim(Ker(L)) = n.
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Példak

Hatarozzuk meg a rangjat, nullitasat, determinansat, nyomat a
sik

1. « szogl elforgatasanak,

2. egy egyenesre valo tukrozésenek,

3. egy egyenesre valo merodleges vetitésének,
ater

4. egy egyenes korul valo a-szogl elforgatasanak,

5. egy egyenesre valo meroleges vetitésének,

6. egy sikra valo meroleges vetitésének,

7. egy sikra valo merdleges tiikrozésének!
Legyen A : R" — R" egy linearis transzformacio. A {vq,...,vn}
vektorok és az {Avy, ..., Av,} altal kifeszitett
paralelepipedonok térfogata hogyan viszonyul egymashoz?
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Linearis leképezések néhany tulajdonsaga™

D Egyf:V— Wflggveny
1. szurjektiv, ha ,raképezés”, azaz Ranf = W,
2. injektiv (egy-egyértelm(), ha u # v € V esetén f(u) # f(v),
3. bijektiv (kolcsonosen egyértelmu), ha injektiv és szlirjektiv.
D A bijektiv Y — W linearis leképezéseket izomorfizmusnak
nevezzik, és amh. a ¥V és W vektorterek izomorfak, ha van
koztuk egy izomorfizmus. Jelolés V ~ W.
P Legyen {u,v} C R fiiggetlen vektorrendszer, és A : R? — R3
legyen az a linearis leképezés, melyre A : (1,0) — u,
A:(0,1) = v. Mit mondhatunk az R? és a V = span(u, v)
vektortérrol?
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b~

0.Hau Ay 28 W, A és B lin.lek, akkor B o A lin.lek.

L. Haudvy?h W, A és B izomorfizmus, akkor Bo A
izomorfizmus.

2. HaA:V — W izom, akkor 3A~" : W — V inverz és az izom..

(BoA)(cu+v) = B(A(cu+vV)) = cB(Au)+B(Av) = c(BoA)u+(BoA)v
2. A bijekcio ~ Yw3'v: Av = w ~» A~'w := v bijekcio.

A= linearis: A= (cwy +wy) = A7 (CAv; + Avy) =

AT(A(CVr + V7)) = cvq + Vo = cA™Twy + A w,.

A vektorterek izomorfiaja ekvivalenciarelacio.

70



Véges dimenzios terek jellemzése

T Ha Vp-nek van n-elemU bazisa, akkor vV ~ F".

B L!B={b,...,b,} bazis V-ben, és a koordinatazo lekepezés
R:V —=F"%v— [V]g=(v1,...,Vp), hav =73 vb;
kR linearis: u =Y u;b;, v=>"v,b;:
R(cu +v) = R(c X ujb; + 3 viby) = R(X(cu; + vj)bj) =
(Cur+Vva, ..., CUn+Vy) = c(U1, ..., Up)+(V1,...,Vn) = CR(U)+R(V)
kinjektiv: R(v) =0 ~»v =3 0b; ~» Ker k = {0}.
k szurjektiv: (xq,...,Xn) € F"-re k(3 xjb;) = (x1,...,Xn).
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Ortogonalis matrixok és leképezések




Ortogonalis transzformaciok

D T:R" — R" ortogonalis, ha T(0) = 0 és T tavolsagtarto.

T Ha T ortogonalis tranformacio, akkor

1.

~N o U kE W

hossztarto: |T(v)| = |v|,

additiv (0sszegtarto): T(v+w) = T(v) + T(w),
homogén: T(Av) = AT(v),

skalarszorzattarto: T(v) - T(w) = v - w,
szogtarto: (T(v), T(w)), = (v,w),,

bazist bazisba visz,

ortonormalt bazist ortonormalt bazisba visz.

K Az ortogonalis transzformaciok linearisak, mivel additiv és
homogén transzformaciok.
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Ortogonalis transzformaciok 2

otk W =

IT(v)] = |T(v) = 0] = |T(v) = T(0)| = |v — 0] = |v];
parallelogrammat egybevagd parallelogrammaba visz;

trivi

(V+W)? = V24 2v- W+ W2, > vew = S([v+w]? — |v|? — |w]?);
az elézokbol;

0 =22 AT(vi) = TCZ; Aivi) ~ | 225 Aivi| = [T Avi)| = 0~
Aj = 0 minden i-re;

1-, 4-, 6-bol.
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Ortogonalis matrix

D Egy A matrixot ortogonalisnak nevezink, ha az x — Ax
leképezés ortogonalis.
T Egy A € R™" matrixra ekvivalensek:
1. A ortogonalis,
2. A oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak R™-ben,
3. A sorvektorai ortonormalt rendszert alkotnak R"-ben,
4. AT =AT,
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Ortogonalis matrix

B (1. = 2.) Ortogonalis leképezés az ey,..., €, ortonormalt bazist
ortonormalt bazisba viszi, ami az A oszlopvektoraibol all.
1, hai=j
(2. = 4) (ATA); = (AN (A)y = (A)yi - (M) = o
0, hai#j.
(4. = 1.) TetszOleges x € R"-re:
|AX|? = (AX)"T(Ax) = x"ATAX = x"Ix = x"x = |x|?,

~+ az X — Ax hossztartd ~» ortogonalis.

(2. & 3.) Az eddigek szerint A ortogonalis «—= ATA=1 —
AAT = | «— AT oszlopvektorai ONB-t alkotnak <= A
sorvektorai ONB-t alkotnak
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Alterek 0sszege es direkt 0sszege




Alterek osszege

D Hai éesVa altér ket altere, akkor az egyesitésuk altal
generalt altér a kettejuk osszege, amit U + V jelol.

A AzU +V altér pontosan azokbol a vektorokbol all, melyek egy
U- és egy V-beli vektor 0sszegekent eldallnak.
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Alterek direkt o0sszege

D Ha W, W,.., V, alterei W-nek, és W minden vektora
egyértelmien all el w = vq + v, + - - - + v, alakban (v; € V),
akkor amh W vektortér a Wy, V;,..., Vi, terek direkt osszege.
Jelolése: W=V, &V, ®--- DV,

T L'WYy,..., Ve <V, dimV = n. Ekkor ekvivalensek:

1. V=VieWe&...eV,

2. V=VieWV,e(Vs@...0 V)

3.5 Vi=V,vieV és Sk v =0 akkorv;=0,i=1,...,k
4R Vi=Vésyn (z#,-vj) = {0}, és

5. W,.., Vi, egy-egy bazisanak egyesitése a V bazisat adja.

m 3.-ban nem eleg kikotni, hogy V; NV, = {0} barmely i # j-re:
L''a, b € R? fggtln, V; = span(a), V» = span(b), V3 = span(a + b)
Viny, ={0},deR? # V@V, ®V;,(04+0+ (a+b) =a+b+0).

m HaaV és W alterek U kiegészit6 alterei, akkor ¢/ a V és W

. . 77
alterek direkt 0sszege.



Osszeg és direkt 6sszeg

P Hatarozzuk mega V = span((2,-1,0,-1),(-1,2,—1,0)) és a

W = span((0, 1,2, —1),(=1,0, —1,2)) terek i 0sszegét (azaz
adjuk meg azif =V + W tér egy bazisat)! Direkt 0sszeg-e a két
tér 0sszege, azaz igaz-e, hogy U =V @ W?

AV és W tereket kifeszito vektorok altal kifeszitett tér bazisat a
tanult modon meghatarozzuk: akar sorvektorokként, akar
oszlopvektorokként matrixot képziink belélik, majd annak
redukalt lépcsés alakjabol leolvassuk az U valamelyik bazisat:
U = span((1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—-1)) =
span((2,—1,0,-1), (—1,2,-1,0), (0, —1,2,—-1)).

UV DOW, mertdimU =3 # 4 =dimV + dim W.

78



	Vektortér
	Mátrix- és lineáris leképezések
	A 2D és 3D tér transzformációi
	Merőleges vetítés, legjobb közelítés
	Optimális megoldás
	Pszeudoinverz
	Hasonlóság
	Ortogonális mátrixok és leképezések
	Alterek összege és direkt összege

