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Vektorok

A 2- és 3-dimenzios tér vektorai



ceélkituzések

E lecke befejezése utan a hallgato

« kulonbséget tud tenni iranyitott szakasz es vektor kozott,

« ki tudja szamolni vektorok vektori szorzatat, és alkalmazni
tudja elemi geometriai feladatokban,

« meg tudja hatarozni 2 sikbeli vagy 3 térbeli vektor

« ki tudja szamolni paralelepipedon (eléjeles) térfogatat,
paralelogramma (eldjeles) teriiletét.
- fel tudja irni egy egyenes vagy sik explicit és implicit

egyenlet(rendszer)ét megadott adatokbol vagy a masik
alakjabol.



Iranyitott szakasz - kotott vektor

(a) (b)

(a) elmozdulasvektor,

(b) rugalmas testen alakvaltozast okozo erd vektora.



Iranyitott szakasz - vektor

- Iranyitott szakaszon olyan szakaszt ertunk, melynek
végpontjait megkulonboztetjik: egyikiiket kezd6-, masikukat
végpontnak nevezzuk.

Az A kezdbpontd, B végponti iranyitott szakaszt AB jeloli.

- Vektoron a parhuzamosan egymasba tolhato iranyitott
szakaszok egy osztalyat ertjuk. Tehat egy iranyitott szakasz
csak reprezental egy vektort, de ugyanazt a vektort
reprezentalja barmely parhuzamos eltoltja is.

Jelolések: a, a a, a.



Szabad vektor - vektor - ekvivalencia relacio

- A= [0

- Ha aziranyitott szakasz a hal, a vektor a halraj.

D Ekvivalencia relacio
L' R a H halmaz rendezett elemparjainak egy részhalmaza. a
az R relacioban van b-vel ha (a,b) € R, jelolés: aR b. Az R
relacio ekvivalencia relacio, ha minden a, b, c € H elemre (1)
a R b (reflexiv), (2) ha a R b, akkor b R a (szimmetrikus), (3) ha
aRb, bR c akkor a R c (tranzitiv).

D Vektor
L! két iranyitott szakasz ekvivalens, ha egyik a masikba
,tolhato”. Ekkor a vektorok az ekvivalenciaosztalyok. 5



Vektor a fizikaban

A fizikaban hasznalt kotott vektor és szabad vektor fogalmak
megfelelnek a fenti iranyitott szakasz és vektor fogalmaknak:
Fizika Matematika

kotott vektor  iranyitott szakasz

szabad vektor vektor




- A kozos kezddpont

- Asik pontjai és vektorai kozti kolcsonosen egyértelm
megfeleltetés: egy P pontnak az (73 vektor felel meg, az
origonak a nullvektor.

- Mig egy iranyitott szakasz megadasahoz két pont rendezett
parjanak megadasa szlkséges, addig egy vektor megadasahoz
elegendd egyetlen pont megadasa, ha van origo.



A vektor jellemzoi

D Vektor hossza, abszolut értéke, euklideszi normaja
Vektor hosszan egy reprezentansa két végpontjanak
tavolsagat értjik. A 0 hosszUsagu vektort zerusvektornak
nevezzuk. Az a vektor hosszat |a|, illetve ||a]| jeloli.

D Vektor allasa

Két nemzérus vektor kollinearis|parhuzamos|azonos allasd,
ha az Oket tartalmazo egyenesek parhuzamosak. Jelolés:

a || b. Nemzérus vektorok allasan az azonos allasu vektorok
osztalyat értjik. A zérusvektor allasa tetszoleges.



A vektor jellemzoi

D Vektoriranya

Két nemzérus kollinearis vektor azonos iranyd, ha a
kezddpontjukbol indulo és a végpontjukat tartalmazo
felegyenesek parhuzamosan egymasba tolhatok. Nemzérus
vektorok iranyan az azonos iranyd vektorok osztalyat értjik. 0
iranya tetszoleges.



Vektorok szoge

D Szog, iranyitott szog
Ket nem parhuzamos sikbeli a és b vektor (a, b)-vel jelolt
szoge megegyezik a k6zos pontbol indulo, vellik parhuzamos
két felegyenes szogével, mely egy [0, nr] intervallumba eso
szam. Ha a és b sorrendjét is megadjuk, két eset lehetséges:
ha az a-val parhuzamos félegyenes a b-vel parhuzamos
félegyenesbe az oramutato jarasaval ellentétes forgatassal
vihet6 at, akkor a két vektor szogét pozitiv, ellenkezo esetben
negativ elOjellel latjuk el. E szoget a két vektor iranyitott
szogenek nevezzik és (a,b)-vel jeloljuk.




Orientacio a sikban

D Jobbrendszer, balrendszer
Két nem parhuzamos sikbeli a és b vektor jobbrendszert
alkot, ha (a,b)4 > 0, és balrendszert, ha (a,b)4 < 0.

Mig (aa b)é - (bva)éx addlg (a7 b)<I - _(baa)<lr es ha
(a,b)q = m/2, akkor (a, —b)q = —7/2.

"



Bal, jobb?

- Vektorok szogének elojele, illetve vektorok orientacioja
valojaban nem definialhato, csak annyi, hogy két vektorpar
eldjele azonos vagy kiilonbozo, és ha az egyiket pozitivnak
(jobbrendszernek) nevezziik akkor a masik negativ
(balrendszer) lesz. Az 6ramutato jarasara hivatkozas egy kiilsé
nézopontot definial, ha a sikra a masik oldalarol néziink,
minden az ellenkezojére valtozik.

D Jobbrendszer, balrendszer 3D-ben

Harom nem egy sikba esé a, b és c vektor jobbrendszert
alkot, ha c iranya felol nézve (a,b)4 > 0, és balrendszert, ha
(a,b)4 < 0.

12



Orientacio a térben




Vektorok

Vektori szorzas



A vektori szorzas fogalma

D Vektori szorzat

A 3-dimenzios tér két vektoranak vektori szorzatan azt a
vektort értjik, melynek

1.

abszolut erteke a két vektor abszolut értékének és
kozbezart szoge szinuszanak szorzata,

allasa merdleges mindkét vektorra,

ha a szorzat nem a nullvektor, akkor iranya olyan, hogy az
elsé tényezo, a masodik tényezd és a szorzat ebben a
sorrendben jobbrendszert alkot.



A vektori szorzas fogalma (cross product)

Az a és b vektorok vektori szorzatat a x b jeloli, amit ,a kereszt
b"-nek olvasunk. Képletekkel megfogalmazva: a x b egy vektor,
melyre
a x b| = |a||b|sin(a, b),,

caxbla axb.lb,tovabba

« a,bésaxbebbenasorrendben jobbrendszert alkot, ha

la x b| # 0.

A vektor abszolut értékere a fenti keplet valoban nem negativ
szamot ad, mert a szinusz fuggvény a [0, 7] intervallumon nem
negativ.
E definicio barmely két 3-dimenzios vektor vektori szorzatat
egyértelmien definialja, ugyanis minden olyan esetben,
amikor nem dontheto el, hogy a vektorok jobbrendszert
alkotnak-e, a szorzat a nullvektor. 15




Példa
Tegylk fel, hogy a tér két vektora 2 illetve 5 hosszl, az altaluk
bezart szog koszinusza g Mit tudunk a vektori szorzatrol?

Szamitsuk ki a vektorok hajlasszogének szinuszat!
Ha cosvy = 2, akkor siny = /1 — (2)2 = 2. Mennyi a vektorok
szorzatanak hossza?
A vektori szorzat hossza |al|b|sin(a,b), =252 = 6.
A szorzat merdleges mindkét vektorra és a, b, a x b ebben a
sorrendben jobbrendszert alkot. gy a kovetkezéképp
abrazolhato:

axb

a 16



i, J, k vektori szorzatai

Legyen i, j, k harom, egymasra paronként meréleges, ebben a
sorrendben jobbrendszert alkotd egységvektor. Készitstnk
muvelettablat vektori szorzataikrol!

M Mik e vektorok onmagukkal vett szorzatai?

Mivel (i,1), =0, ezert |i x i| = 0, igy i x i = 0. Hasonloan
jxj=kxk=0.
Mivel |i| = |jl =16és (i,)), =90° ezért [i x j| =11 x ]

meroleges i-re és j-re, és i, j valamint i x j jobbrendszert
alkotnak épp tgy, minti,jésk~ixj=k
| i j k

i1 0 k - ["'\
ik o i ¢
. .




Vektori szorzat tulajdonsagai

T Mikor 0 a vektori szorzat?
Két téerbeli vektor vektori szorzata pontosan akkor
zérusvektor, ha a két vektor parhuzamos.

T Vektori szorzat abszolut értekének geometriai jelentése
Két vektor vektori szorzatanak abszolut értéke a két vektor
altal kifeszitett paralelogramma teriletének mérészamaval
egyenlo.




Vektori szorzas muveleti tulajdonsagai

T Vektori szorzas miveleti tulajdonsagai

TetszOleges a, b és c vektorokra, valamint tetszéleges r valos
szamra igazak az alabbi 0sszefliggések:

1. axb=-bxa (alternalo tulajdonsag)
2. (@a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivitas)
r@@x b) = (ra) x b = a x (rb)
. Jaxb|=/jaPb]2 —|a-bJ
5 ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c =b(a-c)—c(a-b)

, 1 bl =lallblsin(a,b). = la||b|y/1 — cos?(a, b).,

= /lalIb2 — [a]2|bJ? cos2(a, b), = y/]al?|b? — [a - b]2




Vektori szorzas muveleti tulajdonsagai

A tétel elsé pontja szerint a vektori szorzas nem kommutativ!

A vektori szorzas nem is asszociativ. Az i, j, k vektori szorzatai
cimU példa eredményét hasznalva konnyen lathato, hogy

(i xj) xj#ix(jx]j),

ugyanis (i x j) x j=k x j= —i, masrésztix (jxj)=ix0=0.

20



Vektori szorzat kiszamitasa koordinatas alakbol

T Vektori szorzat kiszamitasa
A térbeli a = (a1, az,a3) €s b = (by, b, b3) vektorok vektori
szorzata derékszogl koordinata-rendszerben

axb= (02b3 - a3b27a3b1 - G1b3, G1b2 = 02b1).

B Kihasznalva, hogyixi=jxj=kxk=0,ixj=Kk,
j xi=—k,.., a kovetkezot kapjuk:
a x b = (a1i + azj + ask) x (bqi + byj + bsk)
= a,b3j x k+ aszbok x j + asbik x i + a1bsi x k+ a1b,i x j + a,b
— aybsi — azbyi + azbyj — arbsj + a1bok — azbik
= (a,b3 — a3by, asby — a1bs, a1b, — azbn).

21



Két séma a kiszamitasra

m Elsé séma:
an az as as az

1 by bz by b

m Masodik séma:

(Clzb3 — Cl3b2)i +
(G3b1 — b3)] +
(G1b2 = 02b1)k

22



P Példa
Szamitsuk ki aza = (0,1,2) és a b = (3, 4,5) vektorok vektori
szorzatat!

M Barmelyik fenti sablon hasznalhato:

1.2 0 1
R RN
4 5 3 4

(0,1,2) x (3,4,5) = (1-5—-2-4,2-3-0-50-4—1-3) = (3,6, —3)

23



Paralelepipedon térfogata

T

B

Paralelepipedon térfogata

Az a, b és c vektorok altal kifeszitett paralelepipedon
terfogata [(a x b) - c|. A (a x b) - c kifejezés ertéke pozitiy, ha a
vektorok jobbrendszert, negativ, ha balrendszert alkotnak, és
nulla, ha egy sikba esnek.

Az a és b altal kifeszitett paralelogramma terulete |a x b
mivel a x b merdleges a paralelogramma sikjara, ezért a
paralelepipedon magassaga c-nek az a x b egyenesére eso
meréleges vetiileti hosszaval egyenlo.
Kell az a x b iranyu egysegvektor:
o axb
la x b|’

,és

a magassag |e - c|. ”



Elojeles térfogat

- gy a térfogat (azaz az alapteriiletszer magassag) értéke

axb

a

- Tehat a paralelepipedon terfogata [(@xb)-cl.A(axb)-c
skalar pontosan akkor negativ, ha a c vektor a x b egyenesére
esO meroleges vetiilete és a x b ellenkezo irany(. Vagyis haa c
vektor az a és b sikjanak masik oldalan van, mintaza x b
vektor, azaz ha a, b es ¢ balrendszert alkot! Végil (ax b)-c=0
pontosan akkor teljesil, ha a x b L ¢, azaz ha a harom vektor
egy sikba esik.

b|’ c’:](axb)-c.

D Paralelepipedon eldjeles térfogata

A (a x b)-cskalart az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett

paralelelpipedon eldjeles térfogatanak nevezziik. e



T Paralelepipedon téerfogatanak kiszamitasa
L'a = (a1,a2,a3), b = (b1, by, b3) és c = (cy, Cy, C3). Ekkor

(a X b) -C = a1byc3 + a;bscy + asbicy; — a1bsc; — a,bics — azby ¢y

(@ x b)-c= (axbs — asb,,asby — a1b3, a1b; — a,b4) - (€1, ¢z, C3)
= ayb3¢1 — azby¢q + azbicy — a1b3Cy + a1byc3 — axbics
= a1byc3 + ayb3¢1 4+ azbic; — a1bscy — axbicz — azbocy

m A korabban hasznalt sablon atiiltetheto:

26



p Paralelepipedon térfogata
Szamitsuk ki a (2,1,2), (1,2,2) és (2,2,1) vektorok alkotta
paralelepipedon eldjeles térfogatat és térfogatat!

M A sablonba helyettesitjik a szamokat:

- Kifejtve: 4 +4+ 4 —8 —8 — 1= —5, tehat az eldjeles térfogat
—5. A harom vektor tehat balrendszert alkot, és az altaluk
kifeszitett paralelepipedon térfogata 5.

D Az (axb)-cszorzatot nevezik vegyes szorzatnak is, Jeloles abc.

A (axb)-c=a-(bxc)=abc=bca=cab= —cbha=—bac=
—ach.

27



Paralelogramma terulete

T Paralelogramma terilete
Az (a1, ay) és (bs, by) vektorok altal kifeszitett
paralelogramma terulete |a1b, — axbq|. Ha a1b; — a,b1 > 0 a
ket vektor jobb-, ha < 0 balrendszert alkot.

- Otlet: (01, ay, 0) X (b1, bz, 0) = (0, O, G1b2 = 02b1)
aq aq

a O & ,~02
NN N
by by 0 b1 b

- Aterulet |(0,0,a1by — aybq)| = |a1by — axbn|

- Haa(0,0,a1b; — a,by) és k egyiranyltak, azaz a1b, — a;by > 0,
akkor jobb-, ha < 0 balrendszert alkotnak.

m Sablon: a; a

%

b1 bz 28



Paralelogramma eldjeles teriilete

D Paralelogramma eldjeles teriilete

Két sikbeli vektor altal kifeszitett paralelogramma elojeles
terulete megegyezik terlletével, ha a két vektor jobbrendszert
alkot, és a terlilet —1-szeresével, ha balrendszert.

P Példa
Mekkora az a = (—19,20) es b = (20, —21) vektorok altal
kifeszitett paralelogramma terulete és jobb vagy balrendszert
alkotnak e vektorok?

M Az el6jeles teriilet (—19) - (=21) — 20 - 20 = —1, balrendszer:
-19 20

20 —21
29



Masod és harmadrendUu determinans

D

2 x 2-es és 3 x 3-as matrix, determinans

Egy négyzetes matrix (szamtablazat) n-edrendd, ha n x n-es,
azaz n sorbol és n oszlopbol all. A masod- és harmadrendu
matrixhoz az alabbi képlettel rendelt szamot a matrix
determinansanak nevezzik.

a b]
det
e 5

(@)
I

i

a b
det [d e f
g h

b
=ad—-b
d' a C,
a C
d e f|=aei+ bfg+ cdh— ceg— afh — bdi.
g h i

Ez megegyezik a paralelogramma/paralelepipedon elojeles
tertiletével/térfogataval.

30



Masod és harmadrend( determinans - Sarrus-szabaly

Sarrus-szabaly: n = 2, n = 3 esetén a determinans
kiszamolhato a ,foatlo-sodrastak — mellékatlo-sodrastak”
képlettel, de ez nagyobb rend(i determinansokra nem
érvényes. 3-adrendlre az alabbi abra jelent segitséget:
,azonos alaklak szorzatainak 6sszegébol az azonos szintiek
szorzatait” kell kivonni.

OJOJE
11> O
© [ < :




Vektorok

Egyenes és sik egyenletei



Geometriai alakzat implicit egyenlet(rendszer)e

D Alakzat implicit egyenletrendszere
Egy (geometriai) alakzat egy adott koordinata-rendszerre
vonatkozo (implicit) egyenlet(rendszer)én olyan, a
koordinatakra felirt egyenletrendszert ertink, melynek
egyszerre minden egyenletét kielégitik az alakzathoz tartozo
pontok koordinatai, de mas pontokéhoz tartozok nem.

Az egyenletrendszer pontokba mutato vektorokra felirt
alakjat (implicit) vektoregyenlet(rendszer)nek nevezziik.

32



Az origd kozepl egységsugarl kor implicit egyenlete

x? 4+ y? =1, mig implicit vektoregyenlete |r| = 1.

Tekintsiik a térben a a z = 1 sikban fekvd, egységsugari kort,
amelynek kozéppontja a z-tengelyre esik!

Ennek implicit egyenletrendszere

Implicit vektoregyenlet-rendszere

Irf =+/2, minden pont v/2 tavolsagra van az origotol

r-k=1, ez a z =1 egyenlet vektoros alakja.

33



Geometriai alakzat explicit egyenlet(rendszer)e

D Alakzat explicit egyenletrendszere
Egy alakzat egy adott koordinata-rendszerre vonatkozo
explicit vagy paraméteres egyenletrendszerén olyan
egyenletrendszert értiink, melyben az egyenletek bal oldalan
a pontok koordinatait megado valtozok, jobb oldalan adott
paraméterek flggvényei szerepelnek.

Az alakzat explicit vektoregyenletén olyan egyenletet értunk,
melynek bal oldalan az alakzat pontjaiba mutato r vektor,
jobb oldalan paraméterektdl fliggd vektorértéeki figgveny
szerepel.

34



Irjuk fel az y = x? egyenlet(i parabola explicit
egyenletrendszereét és explicit vektoregyenleteét!

Valasszuk paraméternek a parabola egy pontjanak elsé
koordinatajat, azaz legyen t = x!

Az explicit egyenletrendszer: x =t, y = t2.

Az explicit vektoregyenlet: az elézd lépés paramétervalasztasa
most is megfelel!

r=ti+t.

35



Iranyvektor, normalvektor

D

Iranyvektor

A sik vagy a tér egy egyenesével parhuzamos tetszéleges
nemzerus v vektort az egyenes iranyvektoranak nevezzuk.

Normalvektor

Egy sikbeli egyenesre merdleges, illetve a tér egy sikjara
meroleges nemzérus vektort az egyenes, illetve a sik
normalvektoranak nevezzik.

36



Egyenes explicit egyenlet(rendszer)ei

T

Egyenes explicit vektoregyenlete
A sik vagy a ter minden egyenesének van

r=ro+tv, teR

alakl vektoregyenlete, és minden ilyen alaku egyenlet egy
egyenes egyenlete, ahol v # 0 az egyenes egy iranyvektora, €s
ro az egyenes egy tetszéleges, de rogzitett pontjaba mutato
vektor.

37



B Mutasson ro az egyenes egy tetszoleges pontjaba. Vilagos, hogy
az e egyenes barmely pontjaba mutato r vektorrar —rg = tv
valamilyen t valos szamra, azaz r eldall rg + tv alakban.

- Masrészt ha Q a sik egy tetszoleges, nem az e egyenesre eso
pontja, akkor (ﬁ — rg nem parhuzamos v-vel, tehat nem is
konstansszorosa, azaz (ﬁ — g # tv semmilyen t-re sem, igy (ﬁ
nem all el6 ro + tv alakban.

- Tehat az e tetszbleges pontjaba mutato r vektor felirhato
r =ro + tv alakban, és ez csak e pontjaira igaz.

38



Egyenes explicit egyenletrendszere
A sik minden egyenesének van

X = Xg + at
y=Yo+bt
alaku egyenletrendszere, ahol (a, b) # 0 az egyenes egy

iranyvektora, s (Xo,Yo) az egyenes egy tetszoleges rogzitett
pontja. Hasonloképp a tér minden egyenesének van

X=X + at
Yy =Yg+ bt
Z=29+ Ct

alaku egyenletrendszere, ahol (a, b, c) # 0 az egyenes egy
iranyvektora, és (xo, Yo,20) az egyenes egy tetszoleges
rogzitett pontja.

39



Sikbeli egyenes implicit egyenlet(rendszer)ei

T Sikbeli egyenes implicit vektoregyenlete
A sik minden egyenesének van n- (r —rp) = 0,és vele
ekvivalens
n-r=0_C

alaku vektoregyenlete, és minden ilyen alaku egyenlet egy
egyenes egyenlete, ahol n # 0 az egyenes egy normalvektora,
ro az egyenes egy tetszdleges, de rogzitett pontjaba mutato
vektor és C konstans.

40




Az alabbi abrarol leolvashato, hogy ha az n normalvektor
egysegvektor, akkor az C szam geometriai jelentése az, hogy az
egyenes barmely pontjaba mutato vektornak az n egyenesére
es6 meroleges vetiiletének C a hossza, azaz C az origonak a
siktol valo eldjeles tavolsaga. (Az eldjel azt mondja meg, hogy
az origd a sik melyik oldalan van.)

41



Sikbeli egyenes (implicit) egyenlete
A sik minden egyenesének van

AX+By=_C (1)

alaku egyenlete, és minden ilyen alaklu egyenlet egy egyenes
egyenlete, ahol A és B kozll nem mindkettd nulla, és (—B,A)
az egyenes egy iranyvektora.

Sikbeli egyenes egyenletei
irjuk fel a (2,3) és az (1,1) koordinataji pontokon atmené
egyenes 0sszes egyenlet(rendszer)ét!

42



Szamitsuk ki az egyenes iranyvektorat és valasszunk ki egy
pontot az egyenesen
v=(2,3)—(1,1) = (1,2), ro = (1,7).
Az explicit vektoregyenletre vonatkozo képletbe helyettesitve:
r=(1,1)+t(1,2).
Az explicit egyenletrendszer:

Xx=1+t

y=1+2t.
Az iranyvektor (1,2), amibdl a normalvektor (A, B) = (—2,1).
Innen az egyenes implicit vektoregyenlete (—=2,1) - (r—rg) =0,
azaz (—2,1) - (x =1,y — 1) = 0 vagy
(=2,1) - (x,¥) = (=2,1) - (1,1), amibél az (implicit) egyenlete

2X—y="1.
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Sik egyenlet(rendszer)ei

T Sik explicit egyenletei
Barmely siknak van

r=ro+su+tv

alaku explicit vektoregyenlete, és minden ilyen alakl egyenlet
egy sik egyenlete, ahol u = (ay, by, ¢1) és v = (ay, by, ¢;) a sik
két nem parhuzamos vektora es ro = (Xo, Y0,20) a Sik egy
tetszbleges, de rogzitett pontjaba mutato vektor. A fenti
egyenlet ekvivalens alakja a sik explicit egyenletrendszere:

X = Xo + saq + tap
Y =Yo +Sbi+th;

Z =270+ SC1 + tC
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o)

B Az r helyvektor végpontjan at az u és v vektorokkal
parhuzamos egyenesek berajzolasabol, hogy megfeleld t és s
konstansokkal az r — rq vektor eléall tu + sv alakban, igy

r =ro + su + tv. E formula koordinatakra folirt alakja adja a
tétel masodik kepletét.
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T Sik implicit vektoregyenlete
A haromdimenzios térben minden siknak van

n-(r—ro) =0,
és a vele ekvivalens
n-r=D>D

alakl vektoregyenlete, és minden ilyen alaki egyenlet egy sik
egyenlete, ahol n a sik egy normalvektora, rg a sik egy
tetszoleges, de rogzitett pontjaba mutato vektor és D
konstans.

B Ln=uxv.Miveln Luésn_Llv,ezéertn-u=n-v=0.Igy
n-(r—rp)=n-(su+tv)
=sSn-u-+tn-v=
=0+0=0 46



T Sik implicit egyenlete
A haromdimenzios térben minden siknak van

Ax+By+Cz=D

alakl egyenlete, és minden ilyen alakl egyenlet egy sik
egyenlete, ha A, B és C legalabb egyike nem nulla, és
D = Axy + Byg + Czo, ahol (xo, Yo,20) a stk valamely pontja.

B Azn = (A, B,C) jeloléssel a sik egyenlete az implicit
vektoregyenletbSl A(x — xo) 4+ B(y — yo) + C(z — z0) = 0 alakra
hozhato, vagy ami vele ekvivalens, Ax + By + Cz = D alakra.
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Sik egyenletei
irjuk fel a (0, —1,2) ponton atmeno, az u = (2,2,2) és
v =(—1,1,5) vektorokkal parhuzamos sik egyenleteit!

A sik explicit vektoregyenlete és explicit egyenletrendszere

X = 2s— t
(X,v,2) = (0,—1,2)+5(2,2,2)+t(—=1,1,5), ill. Sy=—-1+25+ t

Z= 2+4+2s+5t
A normalvektor: (2,2,2) x (=1,1,5) = (8,—12,4).
8(x—0)—12(y — (1)) +4(z—2) = 0, azaz 4-gyel valo osztas es
atrendezeés utan

2X—=3y+2z=05.

(2> _311) : (X,y,Z) =5, vagy (21 _371) : (X,y+1,Z— 2) =0.
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Térbeli egyenes implicit egyenletrendszere

T Teérbeli egyenes implicit egyenletrendszere

A tér minden egyenesének van két egyenletbél allo implicit
egyenletrendszere. Legyen (a, b, c) # (0,0,0) az egyenes egy
iranyvektora. Az alabbi harom egyenlet kozul barmelyik ket
kilonbozo, amelyik nem 0 = 0 alakd az egyenes egy
egyenletrendszerét adja:

b(x —Xo) = a(y — yo)
C(x —Xxo0) = a(z — zo)
c(y —yo) = b(z — zo)
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B Az egyenes paraméteres egyenletrendszerébol kiiszoboljik ki a

paramétert.

Szorozzuk be az elsé egyenletet b-vel, a masodikat a-val, majd
vonjuk ki a masodik egyenletet az els6bdl, kapjuk, hogy

bx — ay = bxo — ayp. Hasonloképp adodik cx — az = cxg — azg

és cy — bz = cyy — bzg. Atrendezziik.

Mi torténik, ha a normalvektor két koordinataja 0?

Mivel (a, b,c) # (0,0,0), 1gy legalabb az egyik koordinata nem
0. Hapl. a # 0, b = ¢ =0, akkor az egyenletrendszer

Y=Yo
Z=12

alaku: ez ket nem parhuzamos sik egyenlete. Metszetlk
egyenes. (A harmadik egyenlet 0 = 0 alakd, ami elhagyhato.)
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Mi torténik, ha a normalvektor egy koordinataja 0?
Ekkor két egyenlet azonos, egyikiik elhagyhato. Ha példaul ha
a#0,b+#0dec=0, akkor az egyenletek alakja

b(x —Xo) = a(y — yo)
Z =2
Z=2p.

Mit mondhatunk, ha az iranyvektor egyik koordinataja sem 0?
Ekkor harom sik egyenletét kapjuk, melyek kozul semelyik
kettd sem parhuzamos a benniik szerepld valtozok
kilonbozbésége miatt, igy barmelyik kettd metszete ugyanaz az
egyenes: barmelyik két egyenlet megtarthato.
Ha egyik koordinata sem 0, akkor a fenti egyenletrendszert egy
atrendezett alakban adjak meg:

X=X _ Y=Y _Z2—2

a b C
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P A (0,2,4) ponton atmend, (1,3, 0) iranyvektorl egyenes

- explicit egyenletrendszere

X=t
y=2+3t
7 =4,

- implicit egyenletrendszere
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P Az (1,2,3) ponton atmeno, (4,5, 6) iranyvektord egyenes

- explicit egyenletrendszere

X =144t
y=2+5t
7 =3+ 6t,

- egy implicit egyenletrendszere
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Egyenes és sik

P Két sik metszésvonala
Az Sy sik harom pontja P(1,1,1), Q(2,3,1), R(1,1,2), az S sik
egyenlete x +y +z = 1. Irjuk fel a két sik metszésvonalanak
explicit egyenletrendszerét.

M Trjuk fel az S; egyenletét!

- Az, sik két vektora PQ = (1,2,0) és PR = (0,0,1). Ezek vektori
szorzata n = (1,2,0) x (0,0,1) = (2,-1,0).

- Az Sy egy pontja P, a P-n atmend n normalvektorl sik
egyenlete (2,-1,0) - (x =1,y —1,z—1)=0,azaz2x —y = 1.
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Irjuk fel a metszet explicit egyenletrendszerét a két sik
egyenleteibdl allo egyenletrendszer megoldasaval!
Az egyenletrendszer

X+y+z=1
2X—y = s
Az 0sszes megoldas megtalalasahoz valasszuk az egyik valtozot
paraméternek. PL. legyen x = t. A masodik egyenletbol

y = 2t — 1. Az elsO egyenletbe valo helyettesités utan z = 2 — 3t.
Osszefoglalva:
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