Vektorok

1. Melyek egyenléek az alabbi vektorok kozil? (a) (1,2,0),
(b) az (1,0,1) pontbdl a (2,2,1) pontba mutatd vektor,
1
(C) (_27171) X (_27 1a2)7 (d) [1 2 0]7 (6) 2].
0

2. Irjuk fel az & + y +22 = 0 és az ¢ —y + 2 = 0 egyen-
letli sikok metszésvonalanak explicit vektoregyenletét és
egyenletrendszerét! Adjunk megoldast egyenletrendszerek
megoldasa segitségével és adjunk egy masikat vektori szor-
zat segitségével!

3. Irjuk fel az 2 +y+ 22 = 1 ésaz ¢ —y + 2z = 2 egyen-
leti stkok metszésvonalanak explicit vektoregyenletét és
egyenletrendszerét!

4. Hatérozzuk meg az (1,1,0), (—1,1,2) és (2,3,4) vektorok
altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat és orientacio-
jat!

5. Hatdrozzuk meg az (3, 5) éb a (2 3) Vektorok altal kifeszi-

s sz

6. Irjuk fel a (2,3) ponton Atmend, (3,1) irdnyvektori
egyenes explicit és implicit vektoregyenletét és egyen-
let(rendszer)eit!

7. Irjuk fel a (2, 3) ponton dtmené, (3, 1) normalvektori egye-
nes explicit és implicit vektoregyenletét!

8. Irjuk fel a (2,3,0) ponton atmend, (3,1,1) irdnyvekto-
ra egyenes explicit és implicit vektoregyenletét és egyen-
let(rendszer)eit!

9. Irjuk fel a (2,3,0), (3,4,1) és (3,1,1) pontokon Atme-
n6 sik explicit és implicit vektoregyenletét és egyen-
let(rendszer)eit!

10. Melyek igazak, melyek hamisak az R3 térben?

a) Ha hérom vektor a térben linedrisan osszefiiggd, akkor
barmelyikiik a masik kettd linearis kombinacidja.

b) Megadhat6 a térben harom vektor, hogy egyikiik sem
linearisan fliggetlen a tobbitél.

¢) Megadhat6 a térben hérom vektor, a, b és c, hogy a
fiiggetlen a b és ¢ vektoroktél, de b nem fiiggetlen az
a és ¢ vektoroktol.

d) A tér barmely legalabb 4 vektora linedrisan osszefiiggd.

e) Megadhat6 a térben 5 olyan vektor, melyek koziil pon-
tosan kettére igaz az, hogy figgetlen a tobbi négy vek-
tortol.

Az R" vektortér
11. Melyek igazak, melyek hamisak?

a) Ha az a és b vektorok hajlasszoge «, akkor a és —b
hajlasszoge ™ — a.

b) Ha A és B két adott pont, akkor az OA + OB vektor
fliggetlen az O megvalasztasatol.

c) Ha A és B két adott pont, akkor az OA — OB vektor
fliggetlen az O megvalasztasatol.

d) Ha két vektor egyirdnyt, akkor egyikiik a mésik ska-
larszorosa.

e) Ha két vektor egyike a mésik skaldrszorosa, akkor egy-
irdnyuak.

f) Ha két vektor egyike a mésik skaldrszorosa, akkor par-
huzamosak.

12. Hatarozzuk meg az aldbbi vektorok Osszegét, skalarszor-
zatat, és hajldsszogét!

a) u=(1,1,2,2), v (,1, 2,0)
b) x=(1,1,2,2), y :(7 1,-2,0)
¢)u=(1,0,1,0,...),v=(1,-1,1,—-1,...) € R", n p4-

ros

13. Bontsuk fel a b vektort a-val parhuzamos és ra meréleges
Osszetevokre. Hatarozzuk meg a b vektor a egyenesére es6
merdleges vetiiletének hosszat!

a) a=(1,2,—-2),b=(4,6—1),
b) a=(2,3,6),b=(5-38),

¢)a=(1,1,1,1), b =(1,4,0,3),
d) a=(1,2,2,4), b= (4,3,6,7).

14. Legyenek u,v € R".

a) Mit 4llithatunk a vektorokrdl, ha |u| = 3, |v| = 2 és
u-v="77

b) Mennyi u-v, ha [u| =2, |v|=3é |u+v| =67

¢) Mennyi d(u, v) értéke, ha |u| = 8, |v| = 15, ésu-v =07

Testek

15. Alakitsuk at az aldbbi komplex szamokat algebraibdl
trigonometriaiba vagy trigonometriai alakbdl algebraiba.
a) —i, b) =1, ¢) 1 — %i, d) 4(cos BT + isin 14T).

6
16. Legyen z = 3 + 4i, w = —/3 + 1. Végezziik el az alabbi
miiveleteket! a) z + 2w, b) zw, ¢) z/w, d) w/z, e) w°,

f) Vw.

17. Végezziik el az alabbi miiveleteket a megadott struktura-
ban:

a) 4190.32 +2.(2 — 4), Zs,
b) (1,0,0,1,1)-(1,1,1,1,0), Z3.

18. Jelolje Q(v/2) az ésszes a + by/2 alaki szdmok halmazét,
ahol a és b racionalis szamok, azaz a, b € Q. Mutassuk meg,
hogy Q(v/2) a szokésos Gsszeadds és szorzas miiveletekkel
testet alkot.

Egyenletrendszerek

19. Melyek igazak, melyek hamisak? Vélaszunkat indokoljuk!

a) Az Ax + By = C lehet egy sik egyenlete!

b) Az Ax+ By = C egyenletii sik normélvektora (A, B, C).

c) Az x+y =0, 2+ w = 0 egyenletrendszer egy R*-beli
sik egyenletrendszere.

d) Az z =0, y = 0 egyenletrendszer egy R*-beli sik egyen-
letrendszere.

e) Az x1 + 3x3 + bxs = 2 egyenletii R5-beli hipersik nor-
mélvektora (1,0,3,0,5).



f) R*-ben van olyan két sik, melyek egyetlen pontban met-
szik egymast!

g) A bévitett métrixon végrehajtott elemi sormiiveletek
kozben az egyenletrendszer megoldashalmaza nem vél-
tozik.

h) Egy lineéris egyenletrendszer nem konzisztens, ha t6bb
egyenletbdl 4ll, mint ahany ismeretlenes.

i) Ha egy valdsegyiitthatds linedris egyenletrendszernek
van két kiilonb6z6 megoldasa, akkor végtelen sok is van.

j) Egy homogén linedris egyenletrendszer mindig konzisz-
tens.

20. Melyek linearis egyenletek az x, y és z valtozdékban az
alabbiak koziil? a) 3x—(In2)y+e3z = 0.4, b) a?z—b*y = 0,

c)xy—yz—zx =0, d) (sinl)z+y—mz =0, ¢) EJr%JrE =1,
a c
1 1 1
fl=+-+-=1
r Yy =z

21. Rajzoljuk fel a kovetkezo két egyenletrendszerhez tartozé
sormodell és oszlopmodell szerinti abrat!

)2x+3y=7 2v 4+ 4y =3
a
3z —2y=4 3z + 6y =4
22. A harom elemi sormiivelet egyike elvégezhet6 a masik ket-
t6 segitségével is. Melyik és hogyan?
23. Hasznaljuk a Gauss-modszert:
a) 7o+ 14y — 21z =7 b) Tx +14y — 212 =0
r+2y—3z=1 rz+2y—32=0
5r + 10y 4+ 15z =5 5z + 10y + 152 =0
3r+6y—9z=3 3xr+6y—92=0
c) 1 +axs+x3 =4 d)
—T1+ 20— 23 =2
201+ a0 + 223 =1
4£C1 +4(E2 +4.’E3 = ].

T+ 2o+ 44 =3
To— T3+ 314 =1
1 — 229+ 3x3 — 5ry =0
3x1 —x9 +4x3 =5

24. Oldjuk meg az aldbbi szimultdn egyenletrendszereket
Gauss—Jordan-moédszerrel:

z+ y+ z=1
a) Sx+2y+32=4
r+2y+2z=1
z+ y+ z=1
b) Sz +2y+32=4
rT+2y+ z2=2

z+ y+ 2=0
r+2y+3z2=5
r+2y+2z=1
z+ y+ z=1
z+2y+3z2=5
r+2y+ z=1

z+ y+ 2=0
rz+2y+32=6
T4+2y+ z2=2

25. Fogalmazzunk meg olyan feladatokat, melyekben vek-
torok fliggetlenségét vagy Osszefliggéségét kell eldonteni,
vagy amelyben egy vektort mas vektorok linearis kombiné-
cibéjaként kell el6allitani és amelyre a valaszt a fenti egyen-
letrendszerek megoldédsa adja.

26. Melyek igazak, melyek hamisak az alabbi allitasok koziil?

a) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer 6 egyenletbél
all, akkor végtelen sok megoldasa van.

b) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer 20 egyenletb8l
all, akkor nem oldhaté meg!

¢) Ha egy 10-ismeretlenes egyenletrendszer 20 egyenletbél
all, akkor nem lehet végtelen sok megoldésa.

d) R™ barmely hérom alterének metszete altér.

e) Ha az U altér altere a V és a W altérnek is, akkor altere
metszetiiknek is.

f) Alterek egyesitése altér.

g) Minden altérnek eleme a zérusvektor.

h) Minden altérnek van legaldbb egy nemzérus vektora.

i) Egy linedris egyenletrendszer megolddsai vektorteret al-
kotnak.

j) Egy homogén linedris egyenletrendszer megoldésai vek-
torteret alkotnak.

k) Rogzitett A matrix mellett vektorteret alkotnak azok
a b vektorok, melyekre az [A|b] egyenletrendszer kon-
zisztens.

) Egy egyenletrendszer megolddsvektorainak kiilonbsége-
ként kapott vektorok halmaza vektorteret alkot.

m) Az [A|b] matrixd egyenletrendszer pontosan akkor old-
haté meg, ha b el6all A oszlopainak linearis kombina-
ciéjaként.

n) Az [A|b] métrixt egyenletrendszer barmely két megol-
désanak kiillonbsége megoldédsa a homogén [A|0] egyen-
letrendszernek.

0) Az [A|b] métrixt egyenletrendszer barmely megolddsa
elall a homogén [A|0] matrixd egyenletrendszer két
megoldasanak kiilonbségeként.

p) Az [A|b] mitrixi egyenletrendszer pontosan akkor old-
haté meg, ha r(A|b) < r(A).

q) Az n-ismeretlenes [A|b] métrixt egyenletrendszer pon-
tosan akkor oldhaté meg egyértelmiien, ha r(A) = n.

27. Mennyi lehet az r(A|b) rang, ha az [A|b] bévitett matrixi
egyenletrendszerrdl tudjuk, hogy

a) 2-ismeretlenes és megolddsainak szdma végtelen;
b) inkonzisztens, és r(A) = 4;

¢) egyetlen megolddsa van és A 5 X 3-as;

d) inkonzisztens, n-ismeretlenes és 2 egyenletbdl all.

28. Hatarozzuk meg az alabbi matrixok kitiintetett altereinek
1 2 3 1
bazisat! [1 —2 —1 0], [(1) f i’ ﬂ
0 1 1 -1

29. Keressiink bazist az alabbi vektortérhez a megadott vek-
torok koziil, majd irjuk fel a vektorok e béazisra vonatkozd
koordinatéas alakjait!

a) span((1,2,3),(—-2,—4,-6),(1,1,1),(0,1,2),(2,1,0)),
b) span((1,2,3,4),(0,1,2,3),(3,1,-1,1),(2,0,4,0)),
C) Span((1727374) ( 7273)a(171 1 1) (71,0,1,2)).

30. Keressiik meg az aldbbi egyenletrendszerek sortérbe esd
egyetlen megoldasat, és annak segitségével irjuk fel Osszes
megoldasat!

a) v+ y+z2=3
2x4+ y—z=2
3z + 2y =5

b) x + 4y + 8z + 12w = 225



