Fels6bb Matematika Villamosmérndkoknek (2020)

1. Mely matrixok hasonléak ortogonalisan egy fels6haromszog-
maétrixhoz az alabbiak koziil?
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Megoldas. ITH: Az els§ szimmetrikus, igy ortogonalisan diagonalizél-
hato (a diagonalis pedig fels6 haromszdg), a masodik minden sajatér-
téke valos (5, 2), tehat a Schurr-tétel szerint ortogonalisan hasonlé egy
fels6haromszog-méatrixhoz. A harmadik sajatértékei komplexek (£3i),
igy csak unitéren hasonlé egy komplex fels6haromszog-métrixhoz.

2. Szamitsuk ki az alabbi méatrix spektralfelbontasat, majd adjuk meg
a kétszeres multiplicitasa A sajatértékhez tartozo spektralvetitd A-
szorosat!
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Megoldas. A fonti alakit matrixoknak épp A = ¢ egy kétszeres mul-
tiplicitasu sajatértéke, a masik Ao = ¢ + 1, ui. det(A — AI) =
—A=e)*A—c—1). A
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ennek c-szerese a valasz.

3. Az aldbbi matrixok kozott pontosan egy imprimitiv irreducibilis,
és egy reducibilis van. Rajzoljuk f6l a harom métrix grafjat, cstucsait
a sor/oszlop sorszamaval indexeljiik. Adjuk meg elGszor a reducibili-
tast, majd az imprimitiv irreducibilitasat igazold cstiicsokbol alkotott
tobbjegyl szamot.
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Megoldas. A harom graf
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Az els6 matrix primitiv, mert pontosan 5 1épésben el lehet jutni bar-
melyik pontbol barmelyikbe (a méatrix 5-dik hatvanya pozitiv). A
maéasodik matrix irreducibilitasit igazolja az 1 — 4 — 2 —- 3 — 1
iranyitott Hamilton-kér. A harmadik maéatrix reducibilitasat igazol-
ja, hogy a {3} halmazboél nem lehet eljutni az {1,2,4} halmazba. A
helyes valasz: 124, 14231.

4. Hatarozzuk meg azt az Hermite-polinomot, melybe valé helyette-
sitéssel ki tudnank szamolni az A™ matrixot, ha tudjuk hogy az A egy
m X m méretd matrix és a minimalpolinomja u(x) = (z — y)*(x — 2).

Megoldas. A matrix mérete érdektelen. A minimalpolinom harmad-
foku, igy az Hermite-polinomot p(z) = az? 4 bz + ¢ alakban keressiik.
Legyen altalanosan f(x) a kiértékelendd fiiggvény. Ekkor

fly) =ay® +by +c
f(z) =az’ +bz+c¢
f'(y) =2ay+b

2. ZH

Az els6 egyenletet kivonva a mésodikbol, a harmadikbol kifejezve b-t
kapjuk, hogy

= f'(y) - 2ya, c= f(z) — az® — bz.

A feladatbeli kérdésre az f(z) = 2™, f'(z) = nz"~' és a konkrét
szamok behelyettesitése adja a valaszt.
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matrix szingularis értékeinek négyzetosszege? Adjuk meg a szingularis
felbontas segitségével az A legjobb 1-rangu kozelitését!

5. Mennyi az

Megoldas. A szingularis értékek négyzetosszege = az elemek négyzet-
Osszegével = 1300, de ez egyszertibben megkaphato az SVD-bdl:
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A legkisebb 1-rangu kozelités
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6. Egy 19 x 19 méretdi A méatrixnak két sajatértéke van: A és As.
Az A — M\I hatvanyainak rangja rendre 14, 12, 10, 9, a A — A1
hatvanyainak rangja rendre 14, 11, 10. Hatarozzuk meg A Jordan-
féle normalalakjat!
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Megoldas. A két sajatértékhez tartozo rajz és tablazat:
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igy a megoldasok 1,1,0,3 és 1,2,2.

7. Legyen A egy négyzetes métrix. Mely allitasok igazak az alabbiak
koziil?
1. A barmely Jordan-lancanak vektorai altal kifeszitett altér inva-
rians altere A-nak.
2. A egy A sajatértékéhez tartozo Gsszes Jordan-lancanak vektorai
altal kifeszitett altér invarians altere A-nak.
3. Bérmely négyzetes A matrix hasonlé egy Jordan-blokkokbdl allo
blokkdiagonélis Jordan-matrixhoz.

Megoldas. IIH: 1. egy Jordan-lanc vektorait A — A\I dnmagukba viszi,
igy az altaluk kifeszitett V altér A — AI invarians altere, de ha x € V,
akkor Ax € V is igaz, mert (A—AI)x = Ax—Ax € V. 2. igaz az el6z6
miatt. 3. ez csak akkor igaz, ha a karakterisztikus polinom linearis
tényezSkre bomlik.

8. (a) Mennyi az (1,2i,7,—7) vektor 1-norméaja?

(b) Egy valés négyzetes A maéatrixban minden sorra kiszamitjuk
az elemek abszolat értékeinek Osszegét. Ezek maximumét jelolje m.
Vegyiik az 6sszes olyan valos x vektort, melyben a legnagyobb abszolut
értékd koordinata 1 vagy —1. Tekintsiik az Gsszes ilyen x vektorra az
Ax vektor maximalis abszolut értéki koordinatajat, majd jeldlje ezek
maximumat M. Igaz-e, hogy m = M?

(b) Jelolje c az A elemei abszolut értékének négyzetdsszegébdl vont
négyzetgyokot. Igaz-e, hogy az A maétrix 2-normaja c.



Megoldas. (a) 1+ |i| + |7| + |-7| = 17 (b) Igaz, ez épp az indukalt
oo-norma kiszamitasi modja és definicidja. (¢) Hamis, ez a Frobenius-
norma.

9. Mely allitasok igazak az alabbiak koziil?

1. Ha egy 20 x 20-es métrixban van 8 sor és 13 oszlop, melyek
keresztez6désében minden elem 0, akkor a métrix determinansa
is 0.

2. Ha egy nemnegativ matrixnak tobb sajatértéke is van a spekt-
ralkorén, akkor reducibilis.

3. Egy imprimitiv irreducibilis sztochasztikus A matrix spektruma
lehet {0,, —i,1}.

Megoldas. THH: 1. A Frobenius—Kd&nig-tétel szerint minden kigyoban
van 0, igy a determinans értéke 0. 2. lehet imprimitiv irreducibilis
is. 3. Az imprimitiv reducibilis méatrix spektralkoron 1évs sajatértékei
kiadjak az 1 Gsszes k-adik egységgyckét, tehat itt pl. a —1 hianyzik a
spektralkorrsl.

10. (a) Az
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matrixnak van a standard egységvektorokbol all6 Jordan-bézisa. Ha-
tarozzuk meg, és irjuk fel a belsliik képzett matrixot tgy, ahogy
arra a Jordan-felbontasban sziikség lesz! (b) A matrix Jordan-
normalalakjaban szerepls J matrixbol irjuk fel az '’ matrixot. (¢) Ha
a kérdés els6 részében meghatarozott matrixot C jeldli, a masodik 1é-
pésben meghatarozott exp(tJ) matrixot E, akkor hogyan fejezhetd ki
az exp(tA) matrix C és E segitségével?

Megoldas. Mivel
0 1 0 0 0 0
A—al=1{0 0 0|, (A—al)>=1|0 0 O],
1 0 0 0 1 0
és (AfaI)zez # 0, ezért ex-bdl indulva a Jordan-lanc és belgle képzett
matrix:
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Innen a J Jordan-matrix és és exp(tJ):

a 1 0 exp(at) texp(at) % exp(at)
J=10 a 1}, exp(td)= 0 exp(at)  texp(at)
0 0 a 0 0 exp(at)

Innen exp(tA) = Cexp(tJ)C™' = CEC™'.



