FelsGbb Matematika Villamosmérnokoknek (2020)

1. Hatéarozzuk meg annak a lineéris leképezésnek a matrixat, mely az
x +y + z = 0 egyenleti sikra vetit az (1,0,0) vektor altal kifeszitett
egyenes mentén. Ezutin adjuk meg a = + y + z = 0 egyenletd sik
mentén az z-tengelyre vetits linearis leképezés matrixat! (6 pont)

Eredmény. [0;-1;-110;1;010;0;1] [1;1;1]0;0;0/0;0;0]

Megoldas. Az egyenes mentén a sikra valo P vetitématrix a sikot, igy
annak két vektorat onmagéiba viszi, az egyenest kifeszit§ vektort a
0-ba:

1 1 0 0o 1 0
Plo -1 1|=1]0 -1 1| -
0 0 -1 0 0 -1
o 1 o]t 1 01" [o -1 -1
P=1|0 -1 1|lo -1 1| =10 1 o
0 0 —1|lo o -1 0o 0 1

A masik vetités ugyanezzel az elvvel is szamolhato, de egyszeribb a
I — P képlettel:

A 1 0 0 0O -1 -1 1 1 1
P=|0 1 0| -0 1 Of=1(0 0 O
0 0 1 0 0 1 0 0 0

2. Tekintsiik azt az F leképezést, mely az R? bazisvektorait ciklikusan
megcseréli a kdvetkezd sorrendben:

el > ez > e3> eq e,
Irjuk fel ennek a leképezésnek a matrixat a
B = {2e3, e4,e1,4e3}
béazisban! (5 pont)

Eredmény. [0;0;1/2;0]10;0;0;410;1;0;011/2;0;0;0]

Megoldas. A leképezés az eq, ez, es, e4 vektorok képeibdl allo matrix,
azaz

oo = O
= O O
— o O O
(=N elNelle

0

A B ={2e3,e4,e1,4e3} bazisra vald attérés matrixa

00 1 0

2 0 00

Tees =15 g 0 4

01 00

Igy a matrix e bazisban

0 0 %+ 0
1. |00 0 4
B=T 'AT= |, | , ,
10 0 0

3. Keressiik azt a masodfokd polinomot, mely a legkisebb négyzetek
elve szerint a legjobban illeszkedik az (z,y) parokra, ahol
|0 1 2 3
y[0 0 0 20

Miel6tt azonban kiszamolnank, valasszuk az igaz allitdsokat az alab-
biak koziil!

1. ZH

Eredmény. IGAZ: A feladat megoldhato a normalegyenlet felirasaval,
melynek csak egyetlen megoldasa lesz.

IGAZ: A feladat megoldhat6 pszeudoinverzzel!

HAMIS: A polinom egyiitthatoira mint ismeretlenekre folirt négy
egyenletbdl all6 egyenletrendszer sortérbe esé egyetlen megoldéasa adja
a valaszt!

A legjobban illeszkeds polinom: 5z% — 9z + 1 (1+5 pont)

Megoldas. Az optimalis megoldast keressiik a

1 0 0 o 0
1 1 1 0
Vx = b, azaz 1 2 4 l; =10
1 3 9 20

egyenletrendszerhez. Ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa,
mert ellentmondasos (ami latszik a harom egy egyenesbe esG pontrol
szamolas nélkiil is). Normalegyenlettel és pszeudoinverzzel is szamol-
hato! Itt érdemes géppel szamolni! Az altala adott szam az egyetlen
megoldas, mivel V Vandermonde-matrix, igy teljes oszloprang.

>> pinv(V)x[0;0;0;20]
ans =

1.00000

—-9.00000

5.00000

Masik megoldas a normaéalegyenletbdl:

S>> (VAV)\V'%[0;0350;20]
ans =

1.00000

—9.00000

5.00000

Tehat 1 — 9z + 522 a legjobban illeszkedd polinom.

4. Tekintsiik a kovetkezs egyenletrendszert!

dx 4+ 6y — 22+ 3w =3
6 +8y —3z+4w =2
dr 4+ 8y — 2z + 4w =8

Keressiik az 0sszes megoldast a sortérbe es6 megoldas segitségével.
Mely allitasok igazak a kovetkezsk koziil? (4-2-0 pont)

Eredmény. IGAZ: A sortérbe es6 megoldashoz az egyenletrendszert ki
kell egésziteni a kovetkezd egyenletekkel:
Tz + 2z =0
y —2w=0
IGAZ: Az 6sszes megoldas
(z,y,2z,w) =(—-2.4,2,1.2,1) + (0.5,0,1,0)s + (0,0.5,0, —1)¢
HAMIS: A sortérbe es6é megoldashoz az egyenletrendszert ki kell
egésziteni a kovetkez§ egyenletekkel:

0.5z
0.5y

-z

tw=

HAMIS: Az 6sszes megoldas
(z,y,2z,w) = (—2.4,2,1.2,1) + (0.5,0,—1,0)s + (0,0.5,0, 1)¢

Megoldas. A redukalt lépcsss alak:

4 6 -2 3|3 1
rref |6 8 —3 42 :[(1) (1] 3 S‘_g’}
4 8 —2 4|38 2] 2



A homogén megoldasok tere, azaz a nulltér: (z,y,z,w) =
(1,0,1/2,0)t+(0,1,0,—1/2)s, ahol barmely két vektor megfelel, mely
ugyanezt a teret fesziti ki! (Triikkos kérdés az lett volna, ha e vektorok
valamilyen mas linearis kombinaci6it adjuk meg, de itt csak skalarszo-
ros szerepelt: (0.5,0,1,0)s + (0,0.5,0,—1)¢t.) Az Gsszes megoldashoz
a sortérbe esdnek ezekre kell merglegesnek lennie, igy példaul a kévet-
kez6 két egyenlet hozzavételével megoldhatd az egyenletrendszer:

Tz +2z =0
y —2w=0
Igy a megoldas
10 -3 0f-3 1 0 0 0]-24
wef |01 0 5| 3| _ |0 1 0 0) 20
1 0 2 0 0/ |00 1 0| 12
01 0 -2| 0 00 0 1| 10

(A rref utan a pszeudoinverzzel is lehetett szamolni, ami gyorsabban
ad eredményt.)

5. Egy A € R**® matrixra dim(N(AT)) = 2. Adjuk meg dim(N(A))
értékeét! (8 pont)

Eredmény. b—a+2

Megoldas. dim(N(AT)) =2 ~ dim(O(A)) = a — 2 ~ dim(S(A)) =
a—2~dimWNA))=b—(a—2)=b—a+2

6. Jeloljiik meg mindegyik igaz allitast! (0 pont)

Eredmény. IGAZ: Az 1, 1 4 2z, 1 + 2z + 322, ...
alkotnak a polinomok R[z] vektorterében.

IGAZ: Az &sszes 0-1-sorozat nem alkot generatorrendszert a soro-
zatok terében, mert példaul az 1,2, 3,4, ... sorozat nem all el§ linearis
kombinaciéjukként.

HAMIS: Az 1, z, =2, ... polinomok bazist alkotnak a hatvanysorok
R[[z]] vektorterében.

HAMIS: Azok a 0-1-sorozatok, melyekben egyetlen helyen all egy
1-es, a tobbi elem 0, bazist alkotnak a sorozatok terében, mert minden
sorozat el6all ezek linearis kombinaciojaként.

polinomok bézist

Megoldas. A sorozatok nem allnak el6 az olyan sorozatok linearis kom-
binéaciojaként, amelyekben csak 1 nulla van, mert ahhoz végtelen sok
tagot kéne Osszeadni, a linearis kombinaciéban meg csak véges sokat
lehet. Ugyanez az oka a masik hamisnak is.

7. Jeloljiink meg minden igaz allitast az alabbiak koziil! (8 pont)

Eredmény. IGAZ: Az R vektortéren egy skalaris szorzas a szamok
egyszerd szorzasa, de az is ha a szdmok szorzatat még egy pozitiv c
skalarral is megszorozzuk, azaz ha (z,y) = cxy, ahol z,y € R.

IGAZ: Az R? téren skalaris szorzéast definial

((z1,22), (y1,92)) = [21 2] [le ;] [91}

Y2

HAMIS: Az R? téren skalaris szorzast definial

((z1,22), (y1,y2)) = z1y1 + 4z1Yy2 + T2902.

Megoldas. A skalaris szorzas definicioja ellendrizend. A szimmetria,
a homogenitas és additivitas mindegyikre igaz a méatrixszorzas elemi
tulajdonsagai miatt, ezért csak az utolsot kell ellendrizni (x # 0 =
(x,x) > 0):

cx? >0, haz #0.

4a? +2xy +3y° = (2 +2xy+y?) +32% +2y% > 0, ha (x,y) # (0,0).

23 4+ 4dx1zo + 23 <0, pl. ha (z1,20) = (—1,1).

8. Adjuk meg a (2,12, 5, 3) vektort a (2,13, 0, 3) vektorba vivs Givens-
forgatas matrixat! (3 pont)

Eredmény. [1;0;0;0| 0;12/13;5/13;0]
0;-5/13;12/13; 010;0;0;11]

Megoldas. A (12,5) forgatéasa a (13, 0)-ba:
12/13  5/137 [12] _ [13
12/13 | 5| ~ | o]

—5/13
igy a valasz a definici6 alapjan
1 0 0 0
0 12/13 5/13 0
0 —-5/13 12/13 0
0 0 0 1

9. Az {& — 1/3,x — 3} fiiggvények altal generalt euklideszi térben
keressiink ortonormalt bazist Gram—Schmidt-ortogonalizacioval! Az
euklideszi térben a skalaris szorzast a

<f,9>:/01fg

integral adja meg. Az ortonormalt béazis els6 normalt elemét az
els6 mez6be, a masodikat a masodikba irjuk, pl. igy: 5x-3 vagy
sqrt(2)x+sqrt(6). (6 pont)

Eredmény. 3x-1, sqrt(3)x-sqrt(3)

Megoldas. Gram-Schmidt-ortogonalizaci6, majd normalas (kezdhet-
nénk elGszor az els6 fv. normalasaval is), a1 (z) = x—1/3, a2(z) = z—3:

bi(z) =2—-1/3
o) = an(e) — (o1(2), ax(@))
120 = 020 = G, @), by ()
. h@-HE-3)de 1
—z—3 T@—1)7da (@—3)
_ 3, 1 _
=T - —W( —3)— -3+3(z—3)
=4xr —4
Ortonormaltsaghoz normalas:
fi(z) = 1b1($) = x:§ =3z -1
\/fo bi(z)dzx 3
fola) = ——28 A 5 s

1/f01 b3(z) dz - V3

10. Legyen A € C™*", B € R™*™.
allitast!

Jeloljiink meg minden igaz
(4 pont)

Eredmény. IGAZ: ATA az O(AT) térre valé merdleges vetités mat-
rixa.

IGAZ: B pontosan akkor meréleges vetités matrixa, ha B?> = B és
B szimmetrikus.

IGAZ: AT A énadjungalt.

IGAZ: BTB szimmetrikus.

HAMIS: AT A az O(A) térre valo mersleges vetités matrixa.

Megoldas. Az els§ és utolso allitas egymas ellentettje, de az utolsod
semmiképp nem lehet jo, mivel az nem C"-be, hanem C™-be képez.

A t6bbi allitas tétel volt: egy matrix mikor meréleges vetités matri-
xa; a Moore-Penrose-tétel szerint AT A 6nadjungalt; (B'B)" = B'B,
tehat szimmetrikus.



