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Fisher-egyenlotlenség



Statisztikai vizsgalatok tervezésében meriltek fel a
kovetkezdkben vizsgalt 2-struktlrak.

2-struktdra: L' A € N*. A (V, B) hipergrafot 2-struktdranak
nevezzik, ha V barmely két pontja pontosan A > 0 szamu élre
illeszkedik, és van legalabb egy nem trivialis él, azaz amelynek
legalabb 2 pontja van, de nem tartalmazza V 0sszes pontjat. (A
2-struktlra éleit blokkoknak is nevezik.)

Fisher-egyenlotlenség Barmely 2-struktira blokkjainak szama
legalabb annyi, mint pontjaie, azaz |B| > |V|.

L!'|V] = v, |B| = b, a 2-struktira pontjait jeloljék az 1-tol v-ig
terjedd egészek, a j-edik blokkot B; (j = 1,2,...,b), e hipergraf
illeszkedési matrixat M, azaz m;j; = 1, ha i € Bj, egyebként m;; = 0.



Ekkor

n A A
T D D \ .
A=MMT = |7 ° T Tl = Nt diag(tn— A=A —A),
A A Ly

ahol J, a csupa 1-esbol allo v x v-es matrix, és r; az i pont foka.
Jy pozitiv szemidefinit, mert szimmetrikus és V0 # x € R":

XX = xixj = (ZX/‘)Z > 0.
i i

diag(ri — \,r; — A, ..., r, — A) pozitiv definit, mert r; > \, ugyanis
ri = X\ esetén barmely j # i pontra az i-t tartalmazo blokkok
tartalmaznak j-t is, vagyis nem létezne nem trivialis blokk.
pozitiv definit + pozitiv szemidefinit = pozitiv definit ~

MMT poz.def. ~ invertalhatd ~» r(MMT) = v ~ szorzatmatrix
rangjara vonatkozo tételbél r(M) = v, de M € R¥<P ~s b > v.



Kodelmélet




Néhany példa

- Ismétlo kod: a € X — aa...a € X". Legfoljebb n — 1 hibat jelez,
és [ 25| hibat javit.

- Paritasellenorzo kod, nullosszegl kod.
(b1,...,bp1) € F) " (b1,...,bp_1,b1+ -+ + bp_q) € FJ (utolsod
bit a paritasbit), egy hibat jelez ('paratlan sokat). Nullosszegl kod:
(@,...,0n=1) €FG = (a1,..., 001, — X5 a)) € FD.

D Egy c € C kodszd Hamming sulyan (weight) a nemnulla
komponenseinek wt(c) szamat értjuk, azaz
wt(c) =[{i:¢i#0, i=1,...,n}. Ket kddszd6 Hamming-tavolsaga
a kilonbségik Hamming-sllya. A C kdd minimalis sulya a
legkisebb Hamming stlyd nemnulla kodszo w sulya, azaz
W = mincee,c£0 Wt(C).



Hs, vagy [7, 4, 3], Hamming-kod.
Fé — F; : (b3, b5, b@, b7) — (b1, 0000 b7), ahol b1 = b3 + b5 -+ b7,
by = b3 + bg + by, by = bs + bg + b5.
z, (by,...,b7) kddszd <= B (j =
1,2,4) halmazok mindegyikében
vv paros sok bit egyes. 1-hibajavito,
2-hiba jelzo, mert barmely két
< kodszd6 Hamming-tavolsaga leg-
B, B, alabb 3.
Ternér [4,2,3]3 Hamming-kod.
F2 — F3: (a,b) — (a,b,a + b,a +2b). Barmely két kodszo
Hamming-tavolsaga legalabb 3.
Szemeélyi szam 11-jegyl szam: neme s, szliletési datuma
(sy...57), véletlen 3-jegyli szam (sgSeS1o), ellendrzd szam
s =212, is; mod 11. SgS9S19 Olyan, hogy sy # 10. E kod
1-hibajelzé, és jelzi két szomszédos szam folcserélését.



P 7 halalraitélt korben Ul, mindegyikik fején egy veletlendl
kivalasztott piros vagy fekete sapka. Mindenki latja a tobbiek
sapkajat, de senki se latja a sajatjat. Semmi modon nem
kommunikalhatnak egymassal. Egy idé utan egyszerre
mindegyikiknek tippelnie kell a sajat sapkaja szinére. Harom
valasz lehetséges: ,nem tudom”, ,fekete”, ,piros”. Ha senki nem
talalja el, vagy csak egy is akad, aki téved, mind meghalnak,
egyébként mind megmenekilnek. Tudunk-e szamukra olyan
eljarast javasolni, ami 1/2-nél nagyobb valoszinlséggel
megmenekiti 6ket. Mi a legnagyobb valoszinlség, amit el tudunk
erni?



Kodelmélet

Linearis kod



Generatormatrix

D

b~

Az IFq test folott ertelmezett C C Iy kodot linearis kodnak
nevezzilk, ha C az Fj vektortér egy k-dimenzios altere. (Jel: [n, R]g,
vagy [n, k, dlq)

Egy linearis C kod kodtavolsaga megegyezik minimalis sulyaval.
Legyen g1, Ga,.., gr @ C egy bazisa. Egy tetszOleges x € }FS vektor
(Uzenet) ¢ € C kodja legyen ¢ = x1g1 + X292 + - - - + XgGp. EZ €8y
egyszer( matrixszorzassal is eléallithato:

c = XG,

ahol a k x n-es G matrix — az Ugynevezett generatormatrix -

sorvektorai C bazisanak elemei.
0 ... 0 —1

1
o1 ... 0 -1

IR JE
N & R
o O O —
- 2 O
o O - O
o - O O

00 ... 1T -1



Ellenorzo matrix

D AC kod dualisan a
Ct ={veF]:v-c=0minden c € C kddszora}

kodot értjik, mely egy linearis kod. A C+ kdd H generatormatrixat
a C kod ellendrzo matrixanak nevezzik.
P A nullosszegl és az ismétld kod egymas dualisa.
T HaC egy linearis [n, R]-kod, akkor
() ct={veF]:vG' =0},
(2) ¢t egy [n,n — k]-kod,
(3) ¢t = (ch)yt=c,
(4) C={ceFy:cH =0},
(5) GH™ = Okxn—ts HGT = On—kxhs
(6) ha G = [Ig]A] a C kod standard alak( generatormatrixa, akkor
ellendrzé matrixa H = [—AT|l,_]-



>

[7,4,3], Hamming-kod. A generatormatrix a (34) permutacioval
[A | 1] alakot 6lt, amelyhez az [I | —AT] ellen6rzé matrix tartozik.
Ezen a (34) permutacio inverze - ami 6nmaga - a kovetkezo
matrixot adja:

T 1100 0O
T 00 1T 100 oo T o
G= H=10 1 1 0 0 1 1

0101010
000 1T 1T 11

T 10 1 0 0 1

Ternér [4,2,3]3 Hamming-kod. —1 =2 és —2 = 1 felhasznalasaval
c_[1 012 2210
R O 120 1
Hibajavitas: [1100]G = [0111100], elromlott Uzenet: h = [0101100].
Mivel hHT = [110], ami a 3. oszlop, tehat a 3. bit romlott el, ha

h = [0111110], akkor hH" = [011], ami a 6. oszlop, tehat a 6. bitet
kell javitani.



D

egy d = 2e + 1 kodtavolsagu C kod perfekt, ha barmely x € Fg-hez
van olyan w € C kodszo, melyek tavolsaga legfoljebb e, azaz a
kodszo-kozepl e sugard gombok atfedés nélkiil lefedik Fg-t.

H oszlopai kozt Fy minden nemnulla vektoranak pontosan egy
nem nulla konstansszorosa szerepeljen. A H ellendrzé matrixd
kodot, r paraméter( Fy feletti H, ; Hamming-kodnak, dualisat Sy 4
szimplex kodnak nevezzik.

A H;q Hamming-kod

R
g-1"g-1 "l

parameéterl perfekt kod, az S 4 paraméterei

qr_1 r—q
|:q_17r7q

q
12

A szimplex kod barmely két szavanak tavolsaga d = g



MDS-kodok

o)

o > O

_|

Singleton-korlat Tetszéleges C linearis [n, k,d] kodrad < n —k+1.
IC| = g%, ha elhagyjuk minden kodszo elsé d — 1 betijét, még
mindig csupa kilonbozd szot kapunk, ezek szama legfoljebb
gl =g > gk s k<n—d+1~wd<n—k+1.

Egy kod MDS-kod (Maximum Distance Separable), had =n—k+1.
AH, 4 kod g > 2 esetén [n,n — 2,3], paramétert MDS-kod.

L'v = (v1,Vs,...,Vy) € F" nem-0 elemy, a = (a1,az,...,a,) € F"
kilonbozo elembdl allo (n < |F|), 0 < k < n egész. Ekkor a

GRS k(a,v) = { (vac(ar),v2€(az), ..., vnc(an)) | c(x) € Fix]p }

kodot altalanositott Reed-Solomon-kodnak nevezzik. (A
v=(1,1,...,1) esetén Reed-Solomon-kdd)

GRS, k(a, V) linearis [n,k,n — k + 1]-kod, tehat MDS-kod.
CD, DVD, Blu-ray, QR codes, DSL, WiMAX, DVB, ATSC, RAID-6,...

(Wikipedia) "


https://en.wikipedia.org/wiki/Reed–Solomon_error_correction

Differenciaegyenletek




Fibonacci-sorozat

D Fo=0,F =1, Fou1=Fy+ Fn_q (0eis.org/A000045: 0,1, 1,2,3,5, 8,

T

13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987....)

Explicit alakja Fp = \i@ ((”z\/g)n — (1‘2‘/5)”> .

B Az Fni1 = Fn+ Fy_q egyenletre keressunk F, = A" alakl megoldast

s AT = A1 AT s A2 — X — 1= 0, megoldasa: A\ = %@
(1, A1, M,...) és (1,M2, A3, ...) linearisan fliggetlenek, igy minden

1= (35) v (255)’

lin. kombinaciojuk is kielégiti a rekurziv egyenletet. Keresstink
olyat, melyre Fp =0, F, = 1

1+ ¢ =0, (n:O)
aBlh 56 =1, (n=1)
amelynek megoldasa ¢; = —¢; = -

E' 14


https://oeis.org/A000045

Differenciaegyenlet-rendszer

D L'AeF™M Az egyenletet elsorend homogén

linearis differenciaegyenlet-rendszernek nevezzik, ahol xg € F™
adott vektor, x, ismeretlen, ha n > 0. Az’x,m = AXx, + bn‘
elsérendl inhomogeén linearis differenciaegyenlet-rendszer, ahol
Xo, bo, b1, by ... adott vektorok, x, ismeretlen, ha n > 0.

T Azelsérendl linearis differenciaegyenlet-rendszer megoldasa

Xn = A"Xq, (homogen)
n—1
Xn =A% + Y _A"""'b;, (inhomogén)
i=0
ahol n > 0.

B Egyszerl behelyettesitéssel.

15



T Az X,11 = Ax, + b differenciaegyenlet-rendszer megoldassorozata
pontosan akkor konvergens minden b, xqy € C" vektorra, ha A
spektralsugara 1-nél kisebb, és ekkor a hatarérték (1 — A)~'b.

B Mivel

Xn=A"%g+ (I +A+A>+ ...+ A" b,

ami Xo = 0 esetén barmely b-re pontosan akkor konvergens, ha
| +A+ ...+ AT konvergens, azaz ha p(A) < 1. Ekkor
limy_,oo A" = O, és ekkor

: n—1\ __ —1
lim (14+A+... +A™") = (1A,

amibdl x, — Oxo + (I — A)~'b = (I — A)~'b, ami nem fiigg Xo-tol.



P Konvergens-e az

VIR | IV
n—3,|_,ln—1 _ 5

differenciaegyenlet-rendszer megoldasakent kapott
vektorsorozat? Ha igen, mi a hataréertéeke?
M A karakterisztikus polinom

2 1
§_)\ 3 ‘_)\2_1)\_1

1
3
Mivel x(—=1) > 0, x(0) < 0, x(1) > 0, ezért mindkét gyok —1 és 1
koze esik, azaz p(A) < 1, tehat a sorozat konvergens!

1 177!

L 1 4 1 1
lim X, =(1-A)"b=1|3 3 = —
n—co -1 3 =7 1 1| |-2 =
Tehat a hatarertéek a (2, —1) vektor.



A differenciaegyenlet

D Adottaq,ay,...,a, € F konstansok esetén az
Xn = Q1Xn—1 + Q2Xpn—2 + ... + AgXn_d,
alakd egyenletet d-edrendl allando egylitthatdos homogén

linearis differenciaegyenletnek, megoldasat d-edrendl rekurziv
sorozatoknak nevezzuk, a

xt) =td —atd " —aytd? — . —qy

polinomot a karakterisztikus polinomjanak, annak gyokeit a
sajatértékeinek. Az Xo, X1, . . ., Xq—q valtozokra kirott xo = ko,
X1 = Ry,..., Xg_1 = Ry_q1 egyenleteket kezdeti felteteleknek
nevezzuk, ahol ko, Ry, ..., Ry_1 adott F-beli konstansok. Az
Xds Xd41, - - - valtozok az ismeretlenek.

T A megoldassorozatok vektorteret alkotnak.



A differenciaegyenlet megoldasa

m Ha a karakterisztikus egyenlete

Xd — iXg—q — QpXg—p — ... — QgXpo = O,
akkor
Xn41 o 1 ... 0 Xn
= || ' - ' ; Xn+1 = AXp,
Xn+d—1 0 0 ... 71| [Xntd—2
Xn+d Ag Adg—1 .-+ Q1| |Xn+d—1
ahol xp = (Xn, ..., Xnsd—1), €s A a x(x) polinom kiserd matrixanak

transzponaltja, melynek sajatértékei egyenlok a
differenciaegyenlet sajatertékeivel, es melyre u(t) = £x(t), igy
minden sajatéertekhez egyetlen Jordan-blokk tartozik.

19



T Tekintstk az allando egyltthatos homogeén linearis

Xn = Q1Xn—1 + Q2Xp—2 + ... + AgXpn_g,

differenciaegyenletet.

1. Ha X\ sajatértéke a dae-nek, akkor az x, = A" egy megoldasa.

2. Ha a dae spektruma {\,..., As}, Aj alg. mult. a;, akkor az
0sszes megoldasa eldall

s aj—

=) Z A

i=1 j=0
alakban. A ¢ egyltthatok egyeértelmlien megkaphatok a
kezdeti feltételekbol.
3. Specialisan, ha a sajatértékek mind kilonbozoek, akkor az
0sszes megoldas eldall a kov. alakban:

d

n

Xn =Y G
=1

20



B 1. Ha X sajatérték ~» x(\) = 0~ A = a2 T+ X2 + ... +ay,
AT = @A A2+ agA" 9 s X, = A" megoldasa a

dae-nek.

2. Ha X, = Ax,_4, akkor x, = A"Xq, és a Jordan-felbontast
hasznalva x, = CJ’C~"xo. L! X alg. mult. a ~ )"-nek a A-hoz blokkja

P

1

0 A

00
0 0

0
0

A

0

0
0

A

n

axa

AT (DA
0 A"
0 0
0 0

N
0

( n ))\n—a—H‘

(

a—1
n n—a+2
a2 A

(A
)\ﬂ

E blokk minden eleme a A?, nA", n2\", .., n9=T\" elemek konstans
(azaz n-tél fuggetlen!) egyltthatokkal vett linearis kombinacioja
~~ €J°C~" minden eleme a A", nA?, n?A7, ., n%="A linearis
kombinacioja, ahol a; a \; multiplicitasa.
A 3. allitas az el6z6 spec. esete, ahola; =1(i=1,2,...,d).

21



B

Oldjuk meg az x, = 5Xn_1 — 8Xp_o + 4Xy_3, dae-etazxg =0, x; =1,
X, = 5 kezdeti feltételek mellett.

X(A) = A3 =5X2 48X\ — 4= (A —1)(A —2)% ~ az &sszes megoldas:
Xn = 11" + 2" + c3n2™.

A kezdeti feltételek a kovetkezo egyenletrendszerre vezetnek:

n=0, xXp=0: G+ O =0
n=1 x3=1: G+ 20+ 263 =1
n=2 x=>5: C1+2°c,+2-2°c3 =5,
amelynek egyetlen megoldasaci=1,¢, = -1, 63 =1~

Xn = 1—2"+n2" (a sorozat els6é néhany tagja 0, 1, 5, 17, 49, 129,...)

22



Egy alkalmazas: determinans

P Szamitsuk ki az alabbi n-edrendU determinans értékeét:

D=2, D,=

X(X) = A2 =2\ + 1~ Mo =1,~ Dp = ¢1 + con. A kezd. felt.-bél
n=1 Dy=2: G+ =2,
n=2, Dy,=3: C1+2¢, = 3,

amelynek egyetlen megoldasa ¢c; = ¢; = 1. Tehat D, = n + 1. 23
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Keresés a web-en

PageRank



Google PageRank: a 25000 000 000$-0s sajatvektor

- Larry Page és Sergey Brin: : egy dokumentum PageRank értéke
annal magasabb, minél tobb nagy PageRank érékl dokumentum
mutat ra.

- Modell: weben szorfold, az oldalak linkjei kozil véletlenszerlien
valaszt. Ha e bolyongast sokaig folytatja, kialakul egy sorrend,
melyben minden dokumentum azzal aranyos szamu pontot kap,
ahanyszor ott jart a szorfolo.

- Sllyozott éli graf: a dokumentumok a graf cslcsai, az i-edik
csucsbol el megy a j-edik csucsba, ha az i-edik dokumentumban
van link a j-edikre. A sulya 1/k, ha k a ki-foka.

24



PageRank: egy 8-dokumentumos példa

0o 1/3 12 0 0 0 1/6 0
/3 0 12 0 1/4 0 0 0
/3 1/3 0 0 0 0 1/6 0
A— /3 1/3 0 0 0 0 1/6 0
—]o 0 o o0 o 13 1/6 1/3
0o 0 o0 0 14 0 1/6 1/3
0o 0 0 0 1/4 1/3 0 1/3 -
Lo o0 0 0 1/4 1/3 1/6 0 |



Javitas

- E matrix majdnem sztohasztikus, tegyuk azza:

ha megy i-bdl j-be él és i ki-foka k,

9

ha i ki-foka 0 és n a csUcsok szama,

)

0 egyébkent.

S|l—= =

[Alj =

- havannak dokumentumok, amelyek csak egymasra hivatkoznak, a
sz0rfolo beragadhat, a matrix reducibilis (PL: {1,2,3,4}).

- aszorfolé minden cslcsbhan d valoszinlséggel egyenletes eloszlas
szerint valaszt az 0sszes cslcs kozil, és 1 — d valoszinlséggel a
csucshol kifuto élek vegpontjai kozul egyenletes eloszlas szerint:

M = (1 —d)A+d%J,

ahol J a csupa 1-esbol allo matrix, n e négyzetes matrixok rendje,
d € (0,1) (alt: d € (0.1,0.2), pl. legyen d = 0.15) o



Markov-lanc, Perron-tétel

- M pozitiv, sztochasztikus (A és 1} is)
- tehat M tehat egy Markov-lanc atmenetmatrixa

- Perron-tétel: spektralsugara 1, az 1 egyszeres sajatérték, nincs
tobb 1-abszolt ertékl sajatértéke, és az 1-hez tartozik az
egyetlen olyan pozitiv v sajatvektor, melyre ||v|[1 = 1

- lim M"x =v, azaz v a stacionarius eloszlas.
m—oo

- hatalmas matrixok esetén A még ritka, de M mar nem:
d
Mx = (( — d)A + d- J) = (1- d)Ax+ o1,

- elég csak az Ax vektor-matrix szorzast elvegezni és néhanyszor
iteralni.

27



A stacionarius eloszlas:

.019
.302
.302
.302
.019
.019
.019
.019

.302
.019
.302
.302
.019
.019
.019
.019

bbb
bbb
.019
.019
.019
.019
.019
.019

125
125
125
125
125
125
125
125

.019
231
.019
.019
.019
231
231
231

.019
.019
.019
.019
302
.019
302
.302

160
.019
160
160
160
160
.019
160

.019]]
.019
.019
.019
302
302
302
.019

v = (.152,.157, 137, .137, 106, .100, .112, .100).

Eszerint a dokumentumok sorrendje 2, 1, 3 és 4 holtversenyben, 7,
5, 6 és 8 holtversenyben. (az 1, 2, 3, 4 dokumentumokra kiviilrél
négy link is mutat)
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Keresés a web-en

A HITS algoritmus



HITS (Hyperlink-Induced Topic Search)

- Jon Kleinberg: HITS
- A PageRank onmeghatarozasat itt egy kettdés dnmeghatarozas
valtja: a web-en fontos oldalak kozt vannak tekintélyek
(authorities), és gy(jtooldalak (hubs), melyek egy téma fontos és
relevans oldalaira mutatnak. Egy tekintély mértéke annal
nagyobb, minél tobb nagy ertékd gyljtd mutat ra, mig egy gyujto
értéke annal nagyobb, minél tobb nagy értéki tekintélyre mutat.
- Minden linket figyelembe vesziink, az adjacenciamatrixszal
szamolunk:
A 1, ha megy i-bol j-be él,
A 0, egyébkent.

- Atekintélyértékek vektora a, a gyujtoeértékek vektora h.

29



HITS

Szeretnénk, hogy minden oldal tekintélyertéke aranyos legyen a ra
mutato oldalak gyljtoértékének osszegével, gyljtoértéke a benne
lévo linkekhez tartozo oldalak tekintélyértékének dsszegével:

ch = Aa
ca=A"h
c’a = ATAa. Iteracio:
hme = Aam hmi1 = AATh,
am+1 = AN - amt1 = ATAan

Ha ATA legnagyobb s.é.-e dominans, akkor (hatvanymodszer)

am . hm
m —— =a,
m—oo ‘am|

=h,

m=5o0 [

a legnagyobb s.é.-hez tartozo egységnyi s.vektort adja. gy a és h
az A legnagyobb szing.értékéhez tartozo jobb és bal szing. vektora.*®



0 1 1
A graf adjacenciamatrixa (szomszédsagi matrixa) A= [0 0 0],
0O 0 O
a tekintélyértékek induld vektora ag = (0,1,0):
o 1 1] (o0 1 0 0 of |1 0
hi=Aap=[0 0 of |[1|=|0| ~ a;=AThi=|1 0 0| [0o|=]1
0 0 0|0 0 1 0 0] |0 1

31



HITS

Folytatva kapjuk, hogy h, = (2,0,0), a, = (0, 2,2), stb.

- Mindig lenormalva: h = (1,0,0), a = (0,1/2,1/2) (az 1-es
dokumentum 1-érték( gyljté és 0-értékd tekintély, mig a masik
két dokumentum 0-értéku gydijto, és azonos értékl tekintélyek).

- Altalaban
. hm 2 . am
h= lim ——, ésa= lim ——
m=oo |[hpm||; m—o0 [[am |1

vektorok az A matrix jobb, illetve bal Perron-vektorai.
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