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Hipermatrixok



Miveletek hipermatrixokkal

D L'ny,ny,...,ng € NT, S egy tetszéleges nem lires halmaz
(pLS=R,Q N, Z...). d-dimenziods vagy d-edrend(
N X Ny x ...x ng-tipus hipermatrixnak nevezzik az
A {1,...,!’)1} X {1,...,!’)2} X ... X {1,...,nd}—>S

alakl leképezést. Az A(is, iy, ..., ig) elemet a;;, ; -vel jeloljik (egy
d-dimenzios tablazat egy eleme):

_ . 3 Nn1,N2,...,Ng I _ L )
A= [0’1‘2---’d]i1,i2,...,id=1 vagy egyszerubben A = [a;, i]-
Ha ny=n, =---=ny = n, akkor a hiper-kockamatrixrol

beszellink.
)] Az S elemeibol képzett 0sszes ny x Ny x ... x ng-tipusl
hipermatrixok halmazat S">Mx---xNd je[Ali.



m A masodrendU hipermatrixok egybeesnek a matrixokkal.
P A3-adrendl 4 x 2 x 3-tipust hipermatrixok altalanos alakja

G Qi1 | A2 Q122 | A3 413
Qo1 Q21 | G212 Q222 | G213 0223
G311 0321 | G312 Q32 | G313 0323
Ag11 Qg1 | Qg2 Qa2 | G413 (423

D Két azonos tipusl hipermatrix 0sszeadasa és egy hipermatrix
skalarral valo szorzasa elemenként:

([iiiy..ig] + [Divy...ig) 7= [Qhsiy..iy + Diiy.i)s

ClApriy...ig) = [CAlj,..ig)s



Hipermatrix transzponaltja

D Legyen mwaz{1,2,...,d} halmaz egy permutacidja. A d-edrend(
A = [ay,..i,] € STXMXXNd hipermatrix 7-transzponaltjan az

ATr — [Ui c SHWU)XHW(Z)X...XHW(C;)

~(ir@-in(@))
hipermatrixot eértjuk. Egy A € S"™*1%--XM hiper-kockamatrix
szimmetrikus, ha minden = permutaciora A™ = A, és ferdén
szimmetrikus, ha A™ = sgn(7)A, ahol sgn(7) = —1, ha a = paratlan
permutacio, és 1, ha paros.

P A2 x 2 x2-es hipermatrixok és szimmetrikus hipermatrixok

altalanos alakja
a b|b c
b clc d|’

am i1
a2 a22

anz Qi
ax11 G




P A3 x 3 x 3-as hipermatrixok, szimmetrikus és ferdén
szimmetrikus hipermatrixok altalanos alakja

A1 411 4131 | G112 Q2 (32 | 13 G123 4133
Qo1 Q221 Q231 | G212 Q222 U232 | G213 0223 Q233 »
0311 G321 0331 | 312 U322 U332 | 0313 U323 U333
a b c|b d e|lc e f

b d e|d g hle h if,

c e fle h i|f i |

0 0O 0|0 0 -—a 0 a O

0 0 0 O|l—-a 0 0},

0O —a O0jla O 0 0 0 O

ahola,b,c,d,e,f,g,h,i,j €S nem feltétlenil kiilonbozo6 elemek.



Hipermatrixok kiilso szorzata

D Legyen A € S"**Nd egy d-edrend(i és B € S™* " *Me egy
e-edrendl hipermatrix. Kulso szorzatukon azt a (d + e)-edrendu
C = [C, lj ; ]mr"vnd,mh--wme — A® B c Smx...xndxm1><...><me
Tocolig}filocdi®

j‘h'“’idvj'la“wjezfl

hipermatrixot értjuk, melyre

Cir.igiroje = Qi...iybjr.. jo-

0
(@)

1
1 0 2 4|1 3 0
Q|2 3| =
2 0 4 8|2 6 0
4 0




vec-fliggveny es Kronecker-szorzat




vec-fliggvény

D haA=[ai|ay]...|an], akkor
a1
a
vec(A) =

an

P A= [1 2] , akkor vec(A) =
3 4

A~ N W =



Kronecker-szorzat

D Legyen A egy m x n-es, B egy p x g-as matrix.
Kronecker-szorzatukon (vagy mas néven tenzorszorzatukon) azt
az A ® B-vel jelolt mp x ng méret(l matrixot értjik, melynek
blokkmatrix alakja

_OﬂB apB ... ainB
0218 GZZB o Gan
AR B=
[0 -1 =2 0 2 4
-1 2 0o 1 2 -3 -3 -3 6 6 6
P ® =
0 1 3 3 3 0 0 00 1 2
0 0 0333



A Kronecker-szorzat és a vec tulajdonsagai

T Advavan Amxn, Bmxn, Cpxg, Drxs,
- A+B)®C=A®C+B®CC®(A+B)=C®A+C®B,
- AO®D=A®(Cx®D),
- A®CQT=CoAT
T Adva van Amxn, Bpxg, Xnxp
1. vec(AX) = (I, ® A) vec(X), vec(XB) = (BT @ I) vec(X),
2. vec(AXB) = (B" ® A) vec(X),

3. vec(AX + XB) = (|p ® A + B'® |n) vec(X
A AX*1
B 1. (Ip ®A)vec(X) = |: ] = vec(AX)
0O ... Al [Xep Ax*p

p
2. [AXB],j = AXB,; = Z bij(AX),; = Z biiA)X,i
i=1 =1

= [byA] ... |bpjA] vec(X) = [B" ® A}, vec(X) 1



Linearis matrixegyenletek




Linearis matrixegyenletek tipusai

D Linearis matrixegyenletnek nevezzik a
k
> AXB; =C, (1)
i=1
ahol Ce CP*9, A; € CPXM X e C™" B; € C"*4,
- Sylvester-egyenlet: C,X € C™" A e C™*M B € C"*"
AX + XB = C, (2)
- Altalanositott Sylvester-egyenlet: az (1) spec. esete k = 2-re
A1XB; 4 A)XB; = C, (3)

- Ljapunov-egyenlet a Sylvester-egyenlet specialis esete akkor, ha
m=n, B=A" C=C" azaz

AX + XAM = C. (4)
12



A linearis matrixegyenlet megoldasa

T Az (1) linearis matrixegyenlet megoldhato az

k

(Z B/ ® Ai) x = vec(C) (5)

i=1
linearis egyenletrendszer segitségével, ahol az egylitthatomatrix
(pg) x (mn)-es méretl és x = vec(X).

B vec(AXB) = (B" ® A) vec(X)

m A gyakorlatban ennél gyorsabb algoritmusok léteznek, melyek az
A; és B; matrixokat haromszogalakra vagy Hessenberg-alakra
hozzak...
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Linearis matrixegyenlet megoldasa

P Oldjuk megaz AX+XB = Cés azAX+ XB =D
Sylvester-egyenleteket, ahol

S S R R

M Mindkét egyenlet bal oldala AXI + IXB alaku, igy a megoldast
nydjto (5) egyenlet egyltthatomatrixa

IA+B @I =

O 2O =
o
No
N OO O©
O |
o
o
N RO O
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lgy az AX + XB = C egyenletnek megfelelé bévitett matrix és
annak redukalt [épcsos alakja:

1T 0 03

1
10 0 =11
1 1
o g ? i mtlo 10 12
1
0 1 1 2|5 00 3
Innen az egyenletrendszer megoldasa
1 1
2 -1 17 3 17 =1
X = vec(X) = +t , azaz X= +t
®)=1, 1 [2 0 ~1 1]

1
Az AX + XB = D egyenletnek megfelelé bovitett matrix

110 0|1
1T 10 02 vl .
, azelso ket sor: ellentmondasos.
10 2 1|0
0 1 1 2|0

15



A Sylvester-egyenlet egyértelmi megoldhatosaga

T A (2) Sylvester-egyenlet megoldasat nyijto
(1 ® A+ BT ® Iy ) vee(X) = vec(C)

egyenletrendszer (mn) x (mn)-es egyutthatomatrixa pontosan
akkor invertalhato, ha A-nak és —B-nek nincs kdzos sajatértéke.
B A bizonyitashoz elég megmutatni, hogy ha

o(A) = (- Ak 0(B) = {pans- . i},
akkor
o (lh®@A+B ®In) = N+ |i=1,...,m j=1,..,n}

- Ekkorazl, ® A+ B'" ® |, matrixnak a 0 nem lesz sajatértéke, azaz
invertalhato lesz, ha A és —B spektrumanak metszete ures.



TFH A és BT Jordan-felbontasa

A=CJaC", illetve B'=DJgD7".

Ih®@A+B ®ln
=DI,D"®CJaC "+ DJgD ' ® Cl,,C’
=De0(IxJA)D'eCH+DC0)(JsInm)(D'®C
—DRO(IRI+lE®InD®C) "

Mivel az | ® Ja + Jg ® I,y matrix felsbharomszog-matrix, igy
spektruma a foatlo elemeibdl all, azok pedig a {A; + u;}
multihalmazt adjak.

Eszerint a hozza hasonld 1, ® A+ BT ® |, matrixnak ugyanez a
spektruma.



P Megoldhato-e egyértelmiien az AX + XB = C matrixegyenlet az
eléz6 feladatbeli A =[9 [] és B = [ 1] matrixok esetén?

M A tétel szerinti spektrumok
J(A) = {17 _1}7 0(_3) = {_17 _2}7

melyek metszete nem Ures, igy az I, ® A + BT @ |, matrix nem
invertalhato, tehat az AX + XB = C matrixegyenletnek vagy
végtelen sok megoldasa van, vagy ellentmondasos!
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