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Pozitiv matrixok
Nem negativ matrixok
Sztochasztikus matrixok

Markov-lancok



Ismeretek, képességek, célok

« nemnegativ matrixok osztalyozasa: pozitiv, primitiv,
irreducibilis, reducibilis,

» Perron- és Perron—-Frobenius-tételek, a tételbeli
matrixhatvanyok kiszamitasa, Collatz-Wielandt-tétel,

« reducibilitas és primitivség eldontése,
« sztochasztikus matrixok, Frobenius-Konig-tétel, Birkhoff-tétel

« sztochasztikus folyamatok, Markov-lancok



Pozitiv matrixok



Matrixok 0sszehasonlitasa

D A>B haa;>b;Viésjeseten
pozitiv: A > O (nemnegativ: A > 0), azaz ha a;; > 0 (a;; > 0)
A Neéhany észrevétel:
« A>0 < Ax > 0 minden x > 0 vektorra,
. A>0<:>Ax>0 minden x > 0, x # 0 vektorra,
>0,ésx>y>0= Ax > Ay.
D A nemnegativ matrixok pozitivitasanak 4 fokozata (afj'?) = [A%];):
A pozitiv: Vi, j a;>0
A primitiv: Ak Vi, j (k) >0 (nem primitiv: imprimitiv)
Airreducibilis:  Vi,j 3k ('?) >0
Areducibilis:  3i,j Yk W =0
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Perron-tétel

T Perron-tétel: pozitiv sajatérték és sajatvektor
Ha A > O, akkor
1. r>0, (r= o(A) a spektralsugar),
2. rsajatertek egy pozitiv sajatvektorral,
3. A-nak e pozitiv sajatvektor skalarszorosain Rivil nincs mas
nemnegativ sajatvektora.

D p Perron-vektor és a q bal Perron-vektor
n n
Ap:rp7zpi:17 qTA:quaZQi:1
i=1 i=1

T Perron-tétel: egyszeres és dominans sajatérték
Ha A > O, akkor
4. az r sajatértek algebrai multiplicitasa 1,
5. rdominans, azaz minden tovabbi A sajatéertekre |\| < r. 7



Nem negativ matrixok



A Perron-tétel nem all a nemnegativ matrixokra

A Perron-tétel pl. ezekre nem all:

] > 0, mindkét sajatértéke 0, ezért spektralsugara is 0,

¢ 9] = 0 matrix spektralsugara 1, de az 1 kétszeres sajatérték,

s tobb linearisan fliggetlen pozitiv sajatvektor is tartozik hozza,

- a [0 o] matrix sajatértékei 1 és —1, igy spektralsugara ugyancsak 1,
de a spektralkoron tobb kilonbozd sajatértéke is van,

- az []9] matrixnak nincs pozitiv sajatvektora.

-[8
[

Ugyanakkor pl.

- az[J){] > 0, sajatertékei 2, —1, spektralsugara 2, ami egyszeres
sajatérték, a spektralkoron ez az egyetlen sajatérték, a hozza
tartozo (1,1) sajatvektor pozitiv, és ennek konstansszorosait
kivéve mas pozitiv sajatvektor nincs, mert a —1-hez tartozo
sajatvektor (1, —2). 8



Mi igaz minden nemnegativ matrixra

T Perron-Frobenius-tétel - gyenge valtozat
Ha A > O, akkor az r = o(A) spektralsugar sajaterteke A-nak,
melyhez tartozik nemnegativ sajatvektor.

T .01

;], ke N.
T

T Collatz-Wielandt-tétel
Az A > O matrix r spektralsugarara

B Alapotlet: A, =A+ }

A
r= max min ——, maskent fogalmazva r = max max C
x I<i<n X X  CX<AX
0#x>0 Xx;#0 0#x>0

B Indito gondolat: ha A > O, akkor
X<AX ~ cq'x<q'Ax=rq'x ~ c<r.

Masrészt az x = p vektorra rp = Ap ~ maxC = r.



Mi igaz minden nemnegativ matrixra

K Nemnegativ matrixok spektralsugaranak becslése
Ha A > 0O, akkor a spektralsugar a sorésszegek minimuma es
maximuma, illetve az oszlopésszegek minimuma es maximuma

Rozé esik, azaz
n n
min a; » < o(A) < max @n
i jz_; i Q( )\ i ; ij

n n
min E aj ¢ < o(A) < max E aj
J ; J ;
i=1 i=1

K Konstans sorosszeg vagy oszloposszeg Ha A > O, és minden
sorosszeg ¢, akkor a spektralsugar c. (oszlopdsszegre is)



Irreducibilis matrixok

T Reducibilitas sziikséges és elégséges feltétele
Az A > O matrix pontosan akkor reducibilis, ha a sorok és

X Y

0 Z
alakra hozhato, ahol X és Z négyzetes matrixok (létezik olyan P
permutald matrix, hogy PAPT a fenti alakd).

B csak az eldjel szamit, a nagysag nem.
G iranyitott graf: van i — j él <= a; >0,
G szomszédsagi matrixa A-bol: a pozitiv elemeket 1-re cseréljik
[GF]; > 0 <= azi-edikbél megy k-hosszi iranyitott Gt a j-edikbe
A pontosan akkor irreducibilis, ha barmely két csics kozott vezet
iranyitott (t, azaz ha a graf erésen 6sszefliggd 1



Irreducibilis matrixok

P reducibilis, vagy irreducibilis?

17
21
31
41

51

0
22

13
23
33
43
53

14
24
34
I
54

55

0
25
0
0

0172 0 0 0
0 0 0 24 25
31 0 0 0 O
0 0 43 0 O
|0 52 0 5 0

12



Permutalo matrix

- Areducibilis: az elsé és utolso sorok és oszlopok cseréje megfelel

000 0 1 (55 52|53 54 57
01000 25 2223 24 21
P=(0 0 10 0|, PAPP=|0 0/[33 34 31
000 10 0 0|43 44 41
100 0 O] 0 0[13 14 11
Mas megoldas: az1— 3 — 4 — 5 — 2 — 1 csere is megteszi:
[0 1 0 0 0] [22 25|21 23 24
000 0 1 52 55|51 53 54
P=(10 00 0|, PAPP=|0 0]11 13 14
00 100 0 031 33 34

0 00 1 0] 0 0|41 43 44]

- sorok és oszlopok azonos permutacioja, nem elemi sormuveletek! ;5



Irreducibilis matrixok

- Osszefoglalas:
A algebrai feltétel grafelmeleti feltétel
pozitiv: Vi, j a; >0  iranyitott teljes graf hurokelekkel
primitiv: 3k Vi,j a® >0 Vv két csics kozott fut k-hossza Gt

irreducibilis:  Vi,j 3k a® >0 erésen 0sszefliggd

reducibilis:  3i,jvk a® =0 nem erdsen Osszefliggd

14



Perron-Frobenius-tétel 1.

T Perron-Frobenius-tétel 1. - sajatérték/sajatvektor
Ha az A > O irreducibilis, aRkor

1. r>0,
2. rsajaterteke A-nak, melyhez tartozik pozitiv sajatvektor,

3. A-nak e pozitiv sajatvektor skalarszorosain Riviil nincs mas
nemnegativ sajatvektora,

4. regyszeres sajaterteR.

15



Primitiv és imprimitiv matrixok

m A Perron-tétel allitasai kozil nem maradt igaz az irreducibilis
nemnegativ matrixokra az, hogy a spektralkoron csak egyetlen
sajatérték van.

T Elégséges feltetel matrix primitivitasara: Ha A > O irreducibilis és
foatlojaban van pozitiv elem, akkor primitiv.

B A grafon!



Primitiv és imprimitiv matrixok

P Dontsuk el, hogy melyik matrix primitiv!

00 1 11 1 010
A=|0 1 0|, B=|11 1|, c=|0 o 1],
10 0 11 1 170 0
0 1 1] 0 0 1 00 6
D=|1 0 0|, E=|1 1 0|, F=|7 0 8
10 0 010 09 0

M A reducibilis ~» nem primitiv. (a tobbi irred.)
- B pozitiv ~ primitiv.
- C =1~ nem primitiv.
2 00
- D’=1{0 1
0 1

11| reducibilis ~ D?™ is ~» D nem primitiv.
1 17



Primitiv és imprimitiv matrixok

- Eirreducibilis és a féatlojan van pozitiv elem ~ primitiv.
27216 20412 31104
- Az F primitiv, mivel P> = |36288 54432 57348| > O,
23814 46656 54432
- Egyszer(bb: 0+~ 0, pozitiv — 1, szorzas — AND, 0sszeadas +— OR:

0 0 1 0O 1 0 7 0 1 0 11 T 11
70 1{—=10 1 1| =11 1T 1 =11 1T 1 =11 11
0O 1 0 7 0 1 0 1 1 T 11 T 11
Sot, csak négyzetreemelésekkel még gyorsabb:
0 0 1 0 1 0 0 11 T 11
70 1 —=10 1 1| =11 1T 1 =11 1 1
0 1 0 T 0 1 T 11 T 11

Eszerint F& > 0O, tehat F primitiv. 18



T Perron-Frobenius-tétel - sajatértekek a spektralkoron
Ha az A > O irreducibilis, akkRor

1. a spektralkér hatarara esé sajatértékek 1 multiplicitastak, és
{r,re,...,re®="} alakba irhatok, ahol e = e*™/k,

2. Aprimitiv <= V\ # r sajatertekere |\| <,

3. A pontosan akkor primitiv, ha [étezik a limy_, . (A/r)*
hatarértek. ERRor e hatarértek megegyezik az A
spektralfelbontasaban szerepld, az r sajatértékhez tartozo
vetité matrixszal (ahol p a Perron és q a bal Perron vektor),

azaz ST
. r_ P9
Jim (A/nf = 552 > 0,

4. Ha A imprimitiv, akkor

O o VA0 VA0 e o VA0 W 1
- 3 q'p

19



Sztochasztikus matrixok




D A nemnegativ vektort sztochasztikusnak nevezzik, ha
koordinatainak 0sszege 1(azaz 1-normaja 1). A nemnegativ A
matrix sztochasztikus, ha minden oszlopvektora sztochasztikus.
(Sorsztochasztikus, ha minden sora).

- Ha A és v sztochasztikus, akkor u = Av is:

m m n n m n
ZU,’ = ZZGUVj = ZVJ‘ZGU = ZV] = 1o
=1 =1 J=1 =1 =1 J=1

- sztochasztikus matrixok szorzata sztochasztikus matrix.

- Az A matrix pontosan akkor sztochasztikus, ha A-nak az
1= (1,1,...,1) vektor bal sajatvektora 1 sajatértekkel.

T Ha S sztochasztikus matrix, akkor

1. X =1 egy sajatérték,
2. a spektralsugara 1, és
3. ha S primitiv, akkor A # 1 esetén |A\| < 1.

20



Duplan sztochasztikus matrixok*

D Duplan sztochasztikus, ha sor- és oszlopsztochasztikus is

- Duplan sztochasztikus matrixok szorzata is duplan sztochasztikus.

- Minden permutalo matrix duplan sztochasztikus.

- Ha U = [uj] unitér, akkor az A = [|u;;|°] matrix duplan
sztochasztikus, ugyanis 3L, [uyl? = 3L Juyl? = 1.

T Frobenius-Konig-tétel: Az n-edrend(l A matrixban pontosan akkor
eleme minden kigyonak a 0, ha A részmatrixai kozt van olyan s x t
méret(l zérusmatrix, hogy s +t=n+1.

B Otlet:

21



K Minden duplan sztochasztikus matrixban van legalabb egy kigyo,
melynek minden eleme pozitiv.

T Birkhoff-tétel: Minden n-edrend( duplan sztochasztikus matrix
eldall permutaldo matrixok konvex linearis kombinaciojaként, azaz
a duplan sztochasztikus matrixok az R"*" terben olyan konvex
poliédert alkotnak, melynek cslcsai a permutaldo matrixok. Azaz

k
A=> cPj, aholci+c+...+c=1,¢>0.

i=1
P Peldaul:

3 4 3

|:.2 .5 .3]

S5 1 4
0
1
0

1 0 0 1 0 0 0 1 0 1
=.310 0|+.3|0 0 1| +.2|0 1 Of+.1]1 O
0 1 1T 0 0 1T 0 0 0 0



Markov-lancok




Egy rendszer kovetkezo6 allapota csak a pillanatnyi allapot
flggvénye, a multé nem.

Populaciok fejlédése, bizonyos kémiai, termodinamikai, gazdasagi
folyamatok, tomegkiszolgalasi és sorbanallasi rendszerekben,
statisztika, web-oldalak rangsorolasa,...

Legyen S egy megszamlalhato halmaz (pl. S = {1,2,...,N}, vagy
S = N). Az S-érték( valosziniségi valtozok egy Xo, X1, Xa,.... Xn,-..
sorozata diszkrét paraméteri homogén Markov-lanc, ha

P(Xn—H = | Xn :j7XH—1 - ka"wXO - 6) = P(XH—H = ‘ Xn :j) es
P(Xnt1=1]Xa =J) =P0q =1|Xo =)= py,
Az S halmazt a Markov-lanc allapotterének nevezzik.

23



Markov-lanc linearis algebrai modellje

- po = (p1,p2,-.-.) a kezdeti valoszinlségeloszlas vektora
(pi=PXo=1),p>0%;pi=1).

- AP =[pj] egy |S| x |S|-es matrix, az atmenetvaloszinisegek
matrixa, vagy atmenetmatrix.

- Akezdeti allapotbol az i-be valo jutas valoszinlisége

P =1i)=> PXi=1i|Xo=))P(Xo=)) = ZPUP; [Ppol;,
J

- tehat a masodik allapot eloszlasvektora Ppg

- az n-edik allapot valoszintségeloszlasa p, = P"po (altalaban
P(Xn+m =i | Xn :/) = [Pm]ij)~

T Ha S egy megszamlalhato halmaz, p egy valoszinlségeloszlas
S-en, és P egy |S| x |S| méretl sztochasztikus matrix, akkor
letezik olyan S allapotterl Markov-lanc, melynek kezdeti
eloszlasa p, és atmenetmatrixa P. 24



Markov-lanc grafos modellje: bolyongas a grafon

Minden Markov-lanc modellezhetd egy silyozott éli iranyitott
grafon vald bolyongassal.

A graf csUcsai az allapotok, és a j-edik cstcsbol akkor vezet egy pj;
slyd él az i-edikbe, ha P(X; =i | Xo = j) = pj;, azaz a j-edik
allapotot pj; valoszintséggel koveti az i-edik.

A bolyongot letesszik a graf egyik cslcsara a kezdeti p
valoszinlségeloszlas szerint, az idoegységenként korbenéz, és a
kifuto élekre irt valoszinlségeknek megfeleléen véletlendl valaszt
kozuluk

Mivel P sztochasztikus, e graf minden cstcsabol kifuto élek
sulyainak osszege 1.

25



Két kérdeés

- Létezik-e a limp_,o0 Pm hatarérték?
- Ha ez nem létezik, létezik-e a

lim Po+P1+...Pm—1

m—oo m

hataréerték fuggetlenil po értékétol?

26



Markov-lancok

Néhany példa



Idojaras

P Derls napot 80% eséllyel derls, mig borist 60% eséllyel borls

nap kovet.
M Az atmenetmatrix
0.8 0.4
P—
0.2 0.6

A folyamat grafja:

BORUS )0.6

27



CsOn-cson gyurl

P Paros sok gyerek korben (il, egyikiik kezében rejtve egy gylr.
Ritmusra mindenki Ugy tesz, mintha egyik szomszéedja kezébe
adna a gylrit. Tfh minden jatékos fix valoszinlséggel, véletlenil
valasztva adja at a gy(rut.

A Markov-lanc allapota az, hogy kinél van a gy(rd.
A Markov-lanc atmenetmatrixaban legyen a;q; = p;,

aj_1j=1-p;, ahol p; € [0,1], &5 i =0,1,...,n — 1, szamolas mod
n, azaz
0 1—p; 0 ... 0 pj
P 0 T—p3 ... 0 0
p—| o0 o 0 ... 0 0
[T — P 0 0 oo P 0]

28



CsOn-cson gyurl

m Mivel a résztvevok szama paros, ezért minden lépéshen valtozik a
Markov-lanc allapotanak paritasa, igy a pn vektorok hatarértéeke
nem letezik.

P egy 6-fOs jaték matrixa:

0 3 00 0 ]
1701000
0 ;70300
000030
0003 0 5
00 0 0 5 O

ha a gylrl az {1,2,3} halmazba keriil, onnan tobbé nem jut ki, ha

egyszer elhagyja a {4,5, 6} halmazt, oda tobbé nem tér vissza. 29



Ki nevet a végén?

P Atablan a Starttol a Célig ot tovabbi mezo6 van. A jatékos dob,
majd annyit lép a Cél felé, amennyi a dobas eredménye, de ha
nagyobbat dob, mint amennyi a célba éréshez szlikséges, vissza
kell fordulnia. Akkor ér a Célba, ha épp ott fejezi be a [épéseket.

Start 1 2 3 4 5 CEL

M A jatékhoz tartozo atmenetmatrix

0000000
1000010
1100110
1

P=c1 1111 10
1122110
1222210
T 1111 1 6]

A kezdeti eloszlas (1,0,0,0,0,0,0), és a Start-ba sosem jutunk



G @@ @@ e
U

A szlrke élekhez 1/6, a kékekhez 2/6, mig a piroshoz 1 valoszinlség
tartozik.

Azt sejtjik, hogy a jatékos 1 valoszinliséggel véges idon belil
CEL-ba ér, ezért az allapotvektorok hatarértéke (0,0,0,0,0,0,1).

31



Markov-lancok

Osztalyozas



Az allapotok osztalyozasa

D Ajallapotbol azielérheto (jeldlése j — i), ha van olyann >0
egész, hogy P(X, =i | Xo =j) > 0. (algebra: van olyan n, hogy
[P"];; > 0; graf: van iranyitott Gt j-bdl i-be)

D iésjallapotok érintkeznek, vagy kozlekednek (i <+ j), hai — j és
J—i

A E relacio osztalyozza az allapotokat (ekvivalencia-relacio).

P A Kinevetaveéegén?'-ben harom osztaly (Start, Cél, tobbi), a
,Cs6n-cson gylrli”-ben két osztaly ({1,2,3}, {4,5,6}) van.

D Egy Markov-lanc irreducibilis, ha egyetlen osztalybol all.

T A Markov-lanc pontosan akkor irreducibilis, ha atmenetmatrixa
irreducibilis, azaz minden (i,j) parhoz van olyan m, hogy

[Pm],’j > 0.
P Az ,d6jarasmodell” irreducibilis, a ,Cson-cson gylrd” lehet
reducibilis es irreducibilis is, a megadott konkrét esetben 2

a f AN



Az allapotok osztalyozasa

D Aziallapot d; periodusa azon kisérletek sorszamanak legnagyobb
kozos osztoja, amelyekben a Markov-lanc az i allapotbol indulva
visszatérhet i-be, azaz d; = Inko{n > 0: P(X, =i | Xo=1i) >0}.

P Példaul a ,Cson-cson gylrd” jaték mindegyik allapotanak 2 a
periodusa.

D Az allapot aperiodikus, ha d; = 1. A Markov-lanc aperiodikus, ha
minden allapota aperiodikus.

P Az ,d6jarasmodell” és a ,Ki nevet a vegén?” aperiodikus.

D Aziallapot visszatéro, ha a Markov-lanc az i-bol indulva 1
valoszinlséggel visszatér az i-be, azaz
PEN>0:X,=i|Xo=1)=1.

D Egy allapot atmeneti, ha nem visszatéro.

P A ,Cson-cson gylrd” {1,2,3 }-beli allapotai visszatérdk, a
{4,5,6 }-beliek atmenetiek. 3



Az allapotok osztalyozasa

m Altalaban is igaz, hogy a visszatérés, az atmenetiség és a periodus
un. osztalytulajdonsag, azaz egy osztaly minden elemére azonos.

A Egy véges allapotter(i Markov-lancban egy osztaly pontosan akkor
atmeneti, ha grafjan vezet ki belole él, és pontosan akkor
visszatéro, ha nem. Ha a Markov-lanc elhagy egy atmeneti
osztalyt, akkor oda tobbé nem jut vissza, ha belép egy visszatéro
osztalyba, akkor onnan tobbé nem tud kijonni. Minden
Markov-lanc allapottere diszjunkt atmeneti és visszatérd
osztalyok unioja.

P A ,Cson-cson gylrd” (csupa pozitiv valoszinliség esetén) és az
Idojaramodell allapotai egyetlen visszatérd osztalyt alkotnak, A
6-f0s valtozata egy visszatérd és egy atmeneti osztalybol all.

P A, Kinevet avégéen?” jaték két atmeneti és egy visszatérd osztaly
unioja. 34



Irreducibilis Markov-lancok

m A tovabbiakban kizarolag csak véges allapotteru
Markov-lancokkal foglalkozunk.

D A P atmenetmatrixd veges Markov-lanc allapotterén értelmezett
valamely 7 eloszlasvektor stacionarius, ha Pmr = .

m Primitiv matrixok hatvanyainak hatarértéke megegyezik a jobb és
bal Perron-vektor diadikus és skalaris szorzatanak hanyadosaval.
Mivel egy n x n-es atmenetmatrix bal Perron-vektora 11, ahol 1a
csupa-1vektor, ezért ha 7 jeloli a jobb Perron-vektort, akkor

lim pm = TN
m=sco B 71-T(1/n) B ’

K mlgn Pm = 7, Ugyanis tetsz6leges pg eloszlasvektorra 17pg = 1, igy
o
o . o m o T o
n}grgopm—rr}grréoP po =71 pg = .

35



Irreducibilis Markov-lancok

P Azlddéjarasmodell esetén a P =[-8 -¢] &tmenetmatrix primitiv, az 1
sajatértékhez tartozo jobb sajatvektora, s vele a stacionarius
eloszlas w = (2/3,1/3), vagyis a napoknak 2/3-a derus. Masrészt

lim P" — l% 2/3].

m—oco 1/3 1/3

P A Kinevetavegén?” atmenetmatrixanak jobb sajatvektora
fejben szamolva is ellendrizhetéen = = (0,0,0,0,0,0,1) = e, igy
az allapotvektorok hatarértéke ey, vagyis valoban a CEL-ban
végziink (1 valoszinliséggel).

36



Irreducibilis és imprimitiv Markov-lancok

- Ha P irreducibilis, de imprimitiv (ekkor tobb sajatérték van a
spektralkoron, pl. a hatos ,Cson-cson gydr”-nél 1 és —1), akkor
letezik ugyan stacionarius megoldas, de az nem az
allapotvektorok hatarertéke. A stacionarius vektor i-edik
koordinataja megadja, hogy a Markov-lanc ,idejének” atlagosan
hanyad részét tolti az i-edik allapotban (mint a primitiv esetben).

- Az allapotvektoroknak nincs hatarertékik, de atlaguknak igen, a
stacionarius vektor, ugyanis

| +P+P> 4 ... P71

lim =71,
m—o0 m
amibol
i Po+P1+---+Pm-1
im =7
m—oo m

- A6 fés ,Cson-cson gylr(” esetében = (1/4,/2,1/4,0,0,0). (Az
atmeneti osztalyban toltott id6 elenyészik a visszatérohoz képest).?’
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