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“The malrix is in Jordan normal form”




Jordan-féle normalalak

Matrixfuggvenyek



Ismeretek, képességek, célok

- invarians altér, blokkdiagonalis matrix és az invarians altér
kapcsolata,

- altalanositott sajatvektor, Jordan-blokk, Jordan-lanc,
Jordan-bazis, Jordan-bazis keresése 3 x 3-as matrixokra

« Jordan-normalalak, az A Jordan-normalalakjanak
meghatarozasa az r(A — \l) értékekbdl (tablazatos modszer)

« minimalpolinom és tulajdonsagai, minimalpolinom
megadasa a Jordan-alakbol

 matrix spektruman definialt fliggvények, matrixfiiggvény a
Jordan-alakbol és az Hermite-polinombol.



Jordan-féle normalalak



Jordan-féle normalalak

Altalanositott sajatvektor



Invarians alterek

m (1) az (x,y,2) — (x+V,Y,22), (2) az R3 z-tengely korili forgatasa
sem diagonalizalhato, de mindkét esetben a z-tengely sajataltér,
az xy-sik képe sajat maga, direkt 0sszegiik R3. Matrixuk:

1T 1 0 cosa —sina 0
o 1 0|, sin «v cos « 0
0 0 2 0 0 1

D Azt mondjuk, hogy azi/ < V altérazL:V — V linearis
transzformacio (illetve az L valamely bazisbeli L matrixanak)
invarians altere, ha minden x € U vektorra Lx € U (Lx € U).

T AzU <V altér pontosan akkor invarians altér az L linearis
transzformaciora nézve, ha U egy {uq,uy, ..., u,} bazisanak
minden vektorara Lu; e U (i=1,...,R).

B (=) U minden vektoranak képe U-beli ~ Lu; cU (i=1,...,R).
(S)Vuj:Lu; €U és X EU: X = XqUq + XUy + ... + XUy,
~> X = XLuqy + XoLluy 4+ ...+ XpLup € U,



P Tekintstk az L : x = Lx matrixleképezést, ahol

1 10 1
L_ |71 001
0 0 2 1
-1 -2 0 3

Mutassuk meg, hogy az U = span((1,-1,2,—1),(1,2,—1,2)) alter

invarians altere az L linearis transzformacionak (az L matrixnak).
M Lu=(1,-2,3,-2),Lv=(1,1,0,1)

Elég megmutatni, hogy az [u | v | Lu | Lv] rangja 2.

4 1
m rref([u|v|Lu]|Lv])= l; ? 1;3 Zﬂ ~ L matrixa
—1/3 23
43 13 % x
_1/3 2
Liuvxyr = 0/3 é3 I : (blokkfels6haromszog)

0 0 =

*



Blokkdiagonalis matrixok

T Blokkdiagonalis matrixok és az invarians alterek L'az L : ¥V — V lin
trafo két invarians altere 4 és W. Ha V = U & W, akkor L matrixa

-l

a V minden olyan bazisaban, mely az &/ és W bazisainak unioja.

m Altalanositas: ha 4, Us,..., U, a V vektortér invarians alterei, és
Y =U &...DU, akkor L matrixa blokkdiagonalis alaki minden
olyan bazisban, mely az alterek bazisainak egyesitéese.

1

O O O W N

2

o O O &~ W

3

o O O o &

0

o O o O O

N = O O O O

0

- N O O O

U, = span(en, e, €3),
U, = span(ey),

Us = span(es, €p)
V=R =Uholhol;



B L' {uy,...,u}ées{wy,...,w,_r} azU és W egy-egy bazisa.

Mivel V = U @ W, ezért egyesitésiik a V egy bazisat adja. L e
bazisra vonatkozo matrixa a bazisvektorok képvektoraibol alkotott
matrix:

Luj = upuq + - -+ ujpur + 0wy + - - - 4+ 0w,

LWj =0ui+---+0u, + Wi r Wy 4 - + W) pWn—r

aholi=1,...,r,j=r+1,...,n. gy a matrix alakja
Uy Uy ... Upn 0 0 0
U’]r u2r e Urr O O O
L= )
O O e O Wr+’|7r+’| Wr+2’r+’| e Wn7r+’|
L O O e O Wr+‘]’n Wr_l’_z,n e Wn7n ]




Mi van ha a geometriai multiplicitas < algebrai multiplicitas?

4 1 0
0 4 1
0 0 4

m AzA =

Ae1 = Ley
matrix hatasa a standard bazison: Ae, = e; + 4e,

Aes = e) + 4ej

(A = 4I)e1 =0
Atrendezés utan: (A — 4l)e; = e
(A = 4|)E3 =&

A — 4l hatasanak diagramja: 0 A= o A= o, A g
Eszerint e sajatvektor, €s A-nak mas sajatvektora nincs, viszont



Altalanositott sajatvektor

D Az x # 0 vektort a négyzetes A matrix (L linearis trafo) A
sajatértékehez tartozo altalanositott sajatvektoranak nevezzik, ha
valamilyen k természetes szamra (A — AM)*x = 0 ((L — \)*x = 0).
k = 1 esetén x sajatvektor. Az altalanositott sajatvektorokbol allo
xi (i=1,2,...,R) sorozatot Jordan-lancnak nevezziik, ha
(A — X)x; = xj_1 €s (A — Al)x; = 0. Egy tér diszjunkt
Jordan-lancokbol allé bazisat Jordan-bazisnak nevezzik.

A Az A matrix (az L linearis transzformacio) A sajatértékéhez tartozo
altalanositott sajatvektorai a zérusvektorral egytitt alteret
alkotnak, mely az A-nak (L-nek) invarians altere.

B Hax eV, altsv, azaz (A — A)*x = 0, akkor Ax € Vy, ui.

0= (A= A)Tx = (A= ADFA = A)x = (A — ADR(AX) — A(A — Al)*x

= (A — M)*(Ax)
10



Jordan-lanc és Jordan-bazis konstrukcioja

P Keressiink egy Jordan-bazist! Tudjuk, hogy xa(x) = (4 — x)>.

6 -1 -3
A=|-1 5 2
2 -1 1

M A sajatalter 1-dimenzios, melyet az x = (1, —1,1) vektor feszit ki.
- (A—4l)P=0,de (A—4l)? £0 ~ Ixg: (A—4l)’x3 #0

- 2 =1 =3 -1 0 1
A—b4l=|=1 1 2|, A=4)’?=|1 0 —1{,
2 -1 -3 -1 0 1
~ (A_ 4')2(X7y7z) = (_X+Z>X_Zv _X+Z) ~ X%Z, pl (17070)
A—4l A—4l

"



A alakja az {x1, X, X3} bazisban

I
o o &
o &~ -
~ = O

ugyanis (A — 4h)x; = 0, (A — &)Xy = Xq, (A — 4l)X3 = X ~
AXq = 4Xq, AXy = X1 + 4Xp, AX3 = Xy + 4X3 ~» matrixszorzat alak:
4 1 0

A[X1|X2’X3]:[X‘|’X2‘X3] 0 4 1
0 0 4

~ XTTAX = J, ahol X = [x1 | X2 | X3] (X az £ « X attérés matrixa!)

Konkrétan: ) = X~ TAX =
0 2 1 6
0 1 11 =1 5 2 T -1
7 0 —1 2 —1 T | =1 2 0

o
I
o O &
o B~
>~ A O

12



2 -3 2
C=|4 10 —4[, xc(x) = (4—x)°.
4 6 0
Sajataltér: span((1,0,1), (0,2,3))
(C — 41)> = O (legféljebb kettd hosszd lancra szamithatunk),
E|X2 : (C = 4|)X2 75 0

-2 =3 2
C—4l = 4 6 —4f,
L6 —4

~ pl. X, = (1,0,0) megfelel.

X1 = (C— 4l)x, = (=2, 4,4) (a sajataltérben van, de kiilonbozik a
kapott sajatvektoroktol: x; = (=2, 4,4) = —2(1,0,1) +2(0,2,3).)
y legyen fliggetlen x;-tol:

0 <2 X = (=2,4,4) &2 x, = (1,0,0)

0Ly =(1,0,1)

13



C alakja az {x1,x,,y} bazishan

4 1 0

0 4 0],

0 0 4
ugyanis (C—4l)x; =0, (C— 4l)x; = X, (C—4l)y = 0, azaz
Cxy = 4xq, Cxp = Xq + 4Xy, Cy = 4y, azaz

4 1 0
Clxi|x2|y]=[x1|%2]y] [0 4 O
0 0 4

) = XcX
0 4+ 0[]|2 =3 2[|-2 1 1 41
=11 3 1|4 10 —4[| 4 0 0| =10 4
0 =1 1|4 6 0| 4 0 1 00

>~ O O

14



Jordan-féle normalalak

Jordan-tétel



Jordan-blokk

D Azt a négyzetes matrixot, melynek foatlojaban azonos \ értékek,
folotte 1-esek, egyebitt 0-k allnak, Jordan-blokknak nevezzik:

A 1 0 ... 0 07

O X1 ... 0O

O 0 AN ... OO
= :

O 0 0 ... X 1

L0000 ... 0 A

m Egy Jordan-blokknak minden vektor altalanositott sajatvektora, de
a standard bazisvektorokra raadasul J e; = \e; + e;_;, azaz
(Jx — Al)e; = ej_4, igy e vektorok egyetlen Jordan-lancot alkotnak:
A—Al Al Al Al
0 «——/— ¢ —— & 200 €n
m Ha egy matrix Jordan-blokkokbol allo blokkdiagonalis matrix,

akkor a standard bazis diszjunkt Jordan-lancok unioja. 15




Jordan-matrix

D A Jordan-blokkokbol allo blokkdiagonalis matrixot
Jordan-matrixnak nevezzik.

0O 1 000 O
4 1 0 0 0O 0 17/0(0 O
0 10 21010
0 4 10 0O 0 0|00 O
; [0 0 17, , [0]2]0
0 0 4 1 00 0 0 0 0|40 O E
0 0 0 4 0O 0 0|04 1
0 0 0[0]0 4
- Egy Jordan-blokk féatlojaban is allhatnak 0-k

- Minden diagonalis matrix Jordan-matrix
- Egy Jordan-matrixban tobb Jordan-blokk is tartalmazhatja
ugyanazt az értéket a foatlojaban



Jordan-normalalak

T Jordan-tétel: Tfh A € F™", és xa(X) linearis tényezok szorzatara
bomlik F folott, azaz minden gyoke F-beli. Ekkor A hasonlo egy
Jordan-matrixhoz, azaz létezik C, hogy a J = C~'AC matrix alakja

h O ... O
P
0 0 ... Jp

ahol k az A fuggetlen sajatvektorainak maximalis szama.
D EJJordan-matrixot az A Jordan-féle normalalakjanak, az
A = CJC" alakd felbontast az A Jordan-felbontasanak nevezziik.
T Jordan-tétel lintrafora: L! V véges dimenzios F folotti vektortér,
AV — V linearis transzformacio és tfh. x4 minden gyoke F-beli.
Ekkor V-nek van olyan bazisa, melyben A matrixa Jordan-matrix.



m minden komplex linearis trafdhoz van olyan bazis, melyben
matrixa Jordan-normalalakd (a bazis a C oszlopvektoraibol all).
m Valos matrix komplex sajatértékkel csak olyan alakra hozhato,

melyben a ,valos Jordan-blokkok” a kovetkezd tipustak:

—sina 0
0
1

O O|O O] % *

O OO O % *

O Of% % |O =

O Of*% ¥ |—= O

¥ ¥ |O 2O O

¥ ¥ |- O|lO O

(ld. pl. a forgatomatrixot: lsi

COoS &

no
0

cos o
0

m A kilonbozd Jordan-blokkok egymastol fgtln sajatvektorokhoz

tartoznak, de egy sajatértek tobb Jordan-blokkban is szerepelhet.

P Hany nem hasonl6 normalalak létezik, ha x(A\) = (1 — \)“.

1
M 0
0
0

0

1
0
0

0
0
1
0

0

0
0
1

I

1

1
1
0
0

0 0

0 0
1 0
0o 1

I

1 1

0o 1
0 0
0 0

0
0
1
0

0
1
1

0 0
1 0
1 1
0o 1



m A karakterisztikus polinomja ya(x) = (A — x)™, a Jordan-lancok:

A=l 1 A=A 1 A= 1 A=A 1 ™!

0 —— X3 ¢ X < X3 <« X, [ A

0 A=Al XZ A—MI X2 A—Al X2 A=Al X2 A
— I 2 S — 4 Al

0 AN 3 A=A 3 A=Al 5 G
X /X X3 N
A—Al PN

0 +—— Xﬁ' A1
A=A A

0 +—— X A

- Hogy ismerhetd fel e struktira (A — A)*-k rangjabol?

- erangok: 13,8,5,2,0,0,..

- aleghosszabb Jordan-lanc hossza = s, ha ez a legkisebb kitevo,
melyre (A — \I)* = O (itt s = 4)

- aJordan-lancok szama = (A — Al) nullitasa =13 —-8=5

k 0 1 2 3 4 5
r 13 8 5 2 0 0
dr 5 3 3 2 0

N 2 0 1 2




T J— Xl hatvanyainak rangja Jel. ) Jordan-matrixot, J, egy A-hoz
tartozo Jordan-blokkot.

1.

¥ m x m-es J, Jordan-blokk hatvanyai rangjanak sorozata
A=0esettnnmm—-1,m-2,...,2,1,0;

A # 0 eseten: mym,..., m.

dy := g — e = r((J = ADFY) —x (0 — ADF)

= a A-hoz tartozo legalabb k-adrendU Jordan-blokkok szama
= a A\-hoz tartozo legalabb k-hosszu Jordan-lancok szama
N = di — dpy

= a A\-hoz tartozo k-adrend( Jordan-blokkok szama

= \-hoz tartozo k-hosszu Jordan-lancok szama

A legnagyobb A\-blokk mérete pontosan akkor s, ha s az a
legkisebb kitevd, melyre r((J — AI®) = r((J — AI>*).

A )\ sajatértékhez tartozo Jordan-blokkok szama n —r(J — Al),
ahol n aJ rendje.

20



m 1.-hez: J, hatvanyai, ha A = 0:

01 0
01
01
01
0 0

m 4.-hez: My =2, A, =5,a A = 2-hoz legnagyobb bl

mert 5 a legkisebb kitevo, melyre r((A—21)°

[0 1
01
01
01
0

o —

31
31
3

3]

m 5-hez: az eléz6 A: M=2X=05TrA-2l — 10, csak 2 0-sor van,
minden \; = 2-hoz tartozo blokkban pontosan egy, tehat a 2-hoz

(A =21 =

)
0

oo
OO0 O —~

OO0 -

r(

00
00
00

0

o

000
00
0

lokk mérete 5,

A—2I

0
0
0
0

OO OO

JO=T:

oo
o oo

* kK
* *
%

tartozo blokkok szama =n—r(A—21)=12-10=2.

*

21



A Jordan-alak egyértelmisége

T Ha egy matrixnak létezik Jordan-normalalakja, akkor az a
Jordan-blokkok sorrendjétol eltekintve egyértelmu.

B Elég belatni, hogy barmely két hasonld matrix Jordan-alakjanak
meghatarozo adatai a hasonlosagra nézve invariansak.
Egy A\-hoz tartozo Jordan-blokkok, és igy a Jordan-lancok szama
megegyezik a flggetlen sajatvektorok maximalis szamaval, azaz a
sajataltér dimenziojaval — ez invarians.
A X-hoz tartozd k x k-as blokkok szama Jordan-matrix esetén
csak a J — Al hatvanyainak rangjatol fligg, ami invarians.

22



P Ac C'9%10 X\ 10-szeres algebrai multiplicitasi sajatérték. A — Al
hatvanyainak rangja rendre 5, 2, 1, 0. Jordan-normalalakja?

M

A blokkok szama, ami megegyezik a Jordan-lancok szamaval 5,

mivel n —r(A—Al)=10—-5=05.

A leghosszabb lanc hossza 4, mivel A — Ml legkisebb zérusmatrixot

ado hatvanya a 4-dik.

Az egyenletrendszer és megoldasa, valamint a J Jordan-matrix:

0 1 2 3
10 5 2 1
5 3 1

2 2 0

Ny =1
ny =20
ny =2

np =2

23
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Tobb kiilonb06z6 sajatérték

P A C"™" karakterisztikus polinomja (3 — A)>(2 — A)>(1— \)*.
A — 3l hatvanyainak rangja rendre: 12, 11, 10, 9;
A — 21 hatvanyainak rangja rendre: 12, 10, 9;
A — | hatvanyainak rangja rendre: 11, 10.

Irjuk fel a Jordan-normalalakjat!
M n =14 m@3) =5 m(2) =5 m(1) = 4.

25



- atablazatok:

0 1 2 3 4 5
14 12 11 10 9 =1 n =1
2 1 1 1 0
1 0 0 1
0 1 2 3
14 12 10 9 =1y =1
2 2 1 0
0 1 1
0 1 2
14 11 10 10

~ N =2,N) =1



27



Matrixfuggvenyek




Matrixfliggvenyek

Minimalpolinom



= RN

> = =X

L'A e F™"(ill. L : V¥ — Vg, ahol Vg véges dimenzios vt).
Minimalpolinomnak neveziink egy olyan minimalis fokszami pua
(ill. ) fépolinomot (1 féegyltthatoja), melyre pua(A) = O

(ill. p (L) = 0).

Azt mondjuk, hogy a p polinom az A matrix (L lin. trafo)
annullatora, vagy hogy annullalja azt, ha p(A) = 0. A
minimalpolinom tehat egy legkisebb fokl annullator fopolinom.
Lehet-e konstanspolinom minimalpolinom?

A 0 nem lehet, mert nem 1 a féegyltthatoja, az 1 sem lehet, mert
barmely matrix behelyettesitése utan I lesz (nem 0).

Az | egységmatrixra mi a p(x) polinom?

wX)=x—="1,ui. () =1-1=0.

A~B= pup=ps

ugyanis p(B) = C~'p(A)C, igy minden p polinomra p(A) és p(B)
egyszerre O, illetve egyszerre nem.

. = barmely bazisban folirt M matrixanak pum min.pol.-javal. -



Minimalpolinom tulajdonsagai

T

m

m

Minimalpolinom tulajdonsagai
LIA e TN,
1. A-nak pontosan egy ua minimalpolinomja van.

2. Barmely p polinomra p(A) =0 <= pua | p.

3. pa | xa
4. A minden sajaterteke gyoke ua-nak.

Ha xa(x) = [1;(x — X\;)%, akkor 3. és 4. miatt ua(x) = [T;(x — \;)™,
ahol 1< m; <a, és a; a )\ algebrai multiplicitasa.

Ha A nilpotens, ahol A* = O, de A®=" =£ 0, akkor pa(x) = x*,
ugyanis x® annullator, igy a minimalpolinom csak valamely
osztoja lehet. Az 0sztoi viszont mind x™ alaktak, ahol m < k, de

azok m < kR esetén nem annullatorok. .



Minimalpolinom tulajdonsagai

B 1. 3 annullator ~» 3 fopolinom annullator
Tfh p és g két kilonb6z6 minimalis fokszam( fopolinom, melyekre
p(A)=q(A) =0~ (p—q)(A)=p(A) —q(A)=0~p=q.
2. pa | p~ p = paq vmilyen g pol.-ra ~ p(A) = ua(A)q(A) = O.
p(A) = 0 és p = uaq + r, ahol r foka kisebb, mint pa foka,
masrészt O = p(A) = ua(A)q(A) 4+ r(A) ~» r(A) =0 ~» r = 0.
3. az el6z6ekbol
4. (A, X) sajatpar ~» Afx = Xfx (k € Ng) ~» ¥ p-re p(A)x = p(A\)x.
MA(A)X = MA()\)X, de ,uA(A) =0, és x 75 0, ezéert ,U,A()\) = (0.

T Diagonalizalhatosag és minimalpolinom
A pontosan akkor diagonalizalhato, ha minimalpolinomja
kilénbozo linearis tényezok szorzata.

30



Példak minimalpolinomra

P Hatarozzuk meg a ya €s ua polinomokat!

010000
001000
A_|000 100
000010
00000 1
0 000 0 O

M xa(X) = aa(x) = °.

31



Példak minimalpolinomra

P
T 100 T 100
0O 100
A_ 7 B_ 0O 100
0 0 1 1 00 10
0 0 0 1 0 0 0 1
M xa(X) = xg(x) = (x — 1)* Minimalpolinom lehet (x — 1)* ahol
1< kR < 4. Mivel
0 100 0 100
A—1I_O 00 O’ B—TI—O 0 0 0,
0 0 0 1 0000
0000 0000

és (A—1)2=0,de A— 10, ~ pua(x) = (x — 1)2

(B—12=0,de B—1#0,~ ug(x) = (x—1)%
32



Példak minimalpolinomra

P Miaz R térbeli alabbi transzformaciok minimalpolinomja?
(1) egy sikra valo vetités
(2) egy egyenes korili o sz0gl forgatas
(3) egy pontra valo tiikrozés
(4) egy sikra valo tiikrozés
M Ezek mind diagonalizalhato transzformaciok!
(1) X0 = (1= X2(=x), u(x) = (x = Dx =2 — X
(2) x(%) = u(x) = (1= Xx)(1 = 2xcos o + X?), ui.

cosa—X —sina 0
sina cosa—x 0 |[=(1—x)(1—-2xcosa+ x?)
0 0 T—x
(3) x(%) = (=1=%)°, p(x) = x+1

(1= 22(=11= ), a0y = fer o= =2 =1

—

£

<

—~
x

S~—
I

33



Frobenius kiséro matrix

A Barmely p(x) = X" 4+ ap_1x""" + an_x" 24 .- + ap € Fx]
fopolinomhoz létezik olyan C € F"*" matrix, melynek xc = p (vagy
Xxc = —p ha n paratlan) és u = p. Egy ilyen matrix a

[0 0 0 —ap |
17 0 0 —a1
0 0 1 —ap_1]

matrix.

D E matrixot a polinom kiséré matrixanak nevezzik.

34



B* A karakterisztikus polinomot ad6 determinansban alulrol minden

sor x-szeresét a folotte lévohoz adva kapjuk, hogy
—x 0 0 —agp 0 0 0 —p(X)
T —x ... 0 —ay 1T 0 . 0 ?
0 O ... 1T —ap_q1—X O 0 ... T —ap_1—x

~ xe(X) = (=1)"p(x).
- Tetszlleges, de nem csupa zérus ¢; konstansokra

Co
> qC e=1 |,
j=0 :
Cn—1

azaz nincs n-néel alacsonyabb fokd annullator, tehat pc(x) = p(x).
35



Matrixfliggvenyek

Diagonalizalhato matrixok fliggvényei



m Ha f(x) = 322, agx® és D diagonalis, tovabba D f6atlobeli elemei
benne vannak a hatvanysor konvergenciatartomanyaban, akkor

f(D) = i a,D* = diag (i apds, ..., i akdﬁ)
k=0 k=0 k=0

Eszerint példaul barmely diag.-hatd A matrixra értelmezhet6 az e:

A A"

A [ Y R e

2! n!

Hasonlokepp definialhatd az In(l + A) matrixfuggveny is, az
X2 X X
1n(1+x)fx—7+§—z+... IX| <1

felhasznalasavak kapjuk, hogy

A A A

ln(l—i‘A)—A—?—F?—Zﬁ-,

ahol p(A) < 1. 36



m Egy hatvanysorba fejtheto fliggvénynek egy diagonalis matrixban
- ésigy barmely diagonalizalhatdo matrixban — folvett értékét a
fuggvénynek csak a sajatértékekben valo viselkedése befolyasolja.

m A Cayley-Hamilton-tétel szerint minden matrix kielégiti sajat
karakterisztikus egyenletét, igy egy n-edrend( matrix minden
hatvanya legfoljebb n — 1-edik hatvanyok linearis
kombinaciojaval helyettesithetd, azaz a fliggvéeny értéke egy
polinomba valo helyettesitéssel is kiszamolhato.

A Legyen az A € C™" matrix Jordan-felbontasa A = CJC~" és
p € C[x] egy tetszéleges polinom. Ekkor

oy =cpyc=c| O P O
0 0 .. ply
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m Tegyik fel, hogy az f fiiggvény X korll Taylor-sorba fejthetd, azaz

AM() m

fO) =fA) +FNK =X+ =— =X = A"+
és legyen J, € C"™" egy Jordan-blokk, azaz
X 0 ... 0 0O 1 0 ... A1 0
0O x ... 0 o0 1 ... 0 X 1
= AM+N = =

h=al+ . :|Tloo o - 00 A

0 0 ... A Lo

- Mivel N" = O, fenn kell alljon az
n—1) A
F0) = FON 4 N) = FO) + FON .. + f((n ")
osszeflggés - ha egyaltalan van ertelme az f(J,) kifejezesnek.
Tehat az f fuggvénynek csak a Jordan-matrix rendjenél kisebb
rendl derivaltjai jatszanak szerepet a fliggvényértékben.
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Matrixfliggvenyek

Matrixfiiggvény a Jordan-alakbol



Spektrumon definialt fliggvény

D Legyen az A matrix spektruma {\1,...,As}, a \; sajatéertékhez
tartozo legnagyobb Jordan-blokk rendjét jelolje m;. Azt mondjuk,
hogy f definialva van az A spektruman, ha az

fA0N), j=0,1,....,m—1i=1,...5

értékek leteznek. Azt mondjuk, hogy ezek az ertekek az f ertekei
az A spektruman.

m Minden fliggvény, mely C minden pontjaban akarhanyszor
differencialhato, tetszéleges matrixra értelmezve van annak
spektruman. igy minden polinom értelmezve van minden matrix
spektruman, ami 6sszhangban lesz azzal, hogy minden negyzetes
matrixnak barmely polinomfliggvénye értelmezve van.
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P Definialva vannak-e az f(x) = v/X, g(x) = v/x és sin x fliggvények az
alabbi matrixok spektruman?

0 0 0O 01 00 -1 0 0 O
A:0110,B:0000,C: 0O 1 10
00 10 0 0 1 1 00 10
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

M A\ =0, m :1;/\2:1,m2:2;wﬁg,sin/
B:A\=0m=2X=1my=2;,~sin Vv
C )\1:—1,m1:1;)\2:1,m2:2;)\3:O,m3:1;wg,sin\/
ugyanis:
3f(0),F1), (1) AF(=1),£(0)
39(0),9(1),9'(1),9(=1); 29'(0)

sin 0sszes derivaltja értelmezve van mindenutt
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Matrixfiiggvény a Jordan-alakbol

D Legyen A € C"™" Jordan-felbontasa A = CJC~', ahol

J = diag(Jy, ..., Jr) @ Jordan-féle normalalakja, és n; jeloli a J;
blokk rendjét. Ekkor

fA) = CAO)C" = Cdiag(f()1), - - -, fUR))C,

ahol

) fon D Do) S

ni=2)(y.

0 ) FO) . .. DEEON

fop=1{: " '

0 0 0 ... fy @ Ea

0 0 0 f(N) ()

L0 0 0 .. 0 fxi) -
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P Egyszerl képletbehelyettesitéssel f(x) =
f2) ()| _ |8
0 f(2) 0

P Az f(x) = " figgveny esetén, ha

A=

Altalaban a \-hoz tartozd Jordan-blokkra

A
0
0

2 1
0 2

|

0
1

0 0 2

1
A
0

0
1
A

2

)

1

3
02]:

akkor ef = |0 2

0
0
0

esetén e = e*

3 esetén

r\)‘m,\,

D ©
N

—

12
gl

Il
)

—
N
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Matrix exponencialis fliggvénye

P Legyen
-3 2 1
A=| 1 =2 1
=1 =2 =§

Hatarozzuk meg az e® matrixot!
M xa(X) = —x3 —10x% — 32x — 32 = —(x + 2)(X + &4)?,

-2 0 0 1 1 0 e 2 0 0
J=| 0 -4 o, X=1 0 1,d=] 0 e* 0
0 0 —4 -1 =1 =2 0 0 e*

e24+1 2e2—2 e?2-1
e2—1  2e? e? —1
1—e? 2-202 3-¢?

A_ yoly—1 _
et =Xe'XT' = —
2eh
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2 3 9
P Hatarozzuk megazA= |0 2 0 | matrix Jordan-féele
00 -5
normalalakjat, J-t, és az A", e, e3A matixokat.
M x(\) = (2 —X)?(=5—A). A2-hoz tartozd sv.: (1,0,0), a —5-hoz

2 1 0
tartozo (—9/7,0,1) ~ ) =10 2 o0 |.

0 0 -5
A 2-hoz tartozo masik altalanositott sajatvektor:
0 3 9 |x 1
(A=2l)x, =x, azaz |0 0 Of |y| = |0
0 0 —7| |z 0

Ennek egy megoldasa x; = (0, 1,0) ~

1 0 -9/7 10 9/7
C=10 13 o0 cC'=103 o0
0 0 1 00 1
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Mivel (x'90) = 100x%°, (eX) = &*, (e¥) = 3e%, ezért

20 gy @ e e 0
J1oo: 0 2100 0 |, o — 0 &2 0 |,
0 0 500 0 0 e
e® 3% 0
=10 e 0
0 0 e®

Innen az A190 = J100C—1 és ¢3* = Ce3!C—" felhasznalasaval
2100 100 -3 - 299 %(2100 _ 5100)

AP =10 2100 0 :
0 0 5100
e6 966 %(66 . 6715)
eA=10 e° 0
0 O e
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Matrixfliggvenyek

Matrixfiiggvény Hermite-polinommal



Spektrumon azonos értékeket ado polinomok

A Tetszbleges p és g polinomokra és A € C"™*" matrixra p(A) = q(A),
pontosan akkor teljesll, ha p és g értékei A spektruman azonosak.
B Ha p(A) =q(A), akkor h = p — g annullalja A-t, igy h oszthato a
minimalpolinommal, igy a minimalpolinommal egytitt h értékei is
nullak az A spektruman.
Ha p és g éertékei A spektruman azonosak, akkorah=p —g
polinom ertékei mind nullak. Az ilyen polinomok alakja
>_(x=X)Mg(x), azaz h = pg, tehat h annullalja A-t, igy
P(A) =q(A).
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Matrixfliiggveny kiszamitasa polinominterpolacioval

D Legyen A minimalpolinomja ua, és tegylk fel, hogy az f fuggveny
definialva van A spektruman. Ekkor f(A) := p(A), ahol p az a
polinom, melynek foka kisebb ua fokanal, és amely eleget tesz a

p(}) f(j 7 j2071a"'>mi_17i:1""7s (2)

feltételeknek, ahol m; a \; sajatértékhez tartozo legnagyobb
Jordan-blokk rendjét jeloli. E polinom egyértelmien létezik, ezt
nevezzuk Hermite-polinomnak.
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m Ha A-nak minden sajatértéke egyszeres algebrai multiplicitasa,
azaz s = n és m; = 1 minden i-re, akkor az Hermite-polinom az
ismert Lagrange-féle interpolacios polinomot adja:

n X — )‘j

pe) =X [FV ] 5= |- ®)
=1 JFI

Ha A-nak csak egyetlen sajatérteke A\, melynek n az algebrai

multiplicitasa (s = 1, my = n), akkor f Taylor-polinomjat kapjuk:

o) = & - 24
j=0 ’

m Az Hermite-polinom ugyan egyértelm(, de nehéz meghatarozni,
ha nem ismerjiuk a minimalpolinom fokat. Barmely mas polinom
is megfelel, mely kielégiti a (2) feltételeket, azaz kereshetjlik a
karakterisztikus polinom fokanal kisebb foklak kozt.



Polinom kiértékelése alacsonyabb fokaval

P LIf(x)=x3A=[3]] f(A) =2.

MM Mivel ua(x) = (x — 2)?, ezért van olyan elséfokl polinom is, mely
A-ban azonos értéket ad mint f. Az Hermite-féle interpolacios
polinom p(x) = ax+ b, p'(x) = a:

fQ)=8=p(2)=2a+b
fR)=12=p'@) =a.
tehat p(x) = 12x — 16, igy

3
2 1 2 1 1 12
0 2 0 2 0 1 0 8
2M A keresett elséfokl polinom az X3 : pa(x) osztas maradéka. Mivel
X3 = (X —2)?(x + 4) + (12x — 16), @ maradék 12x — 16.

a=12,b=—16,
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2 10
P A=|0 2 1],et=2
00 2
X

e, =e?=p(2) =4a+2b+c
(QX)/|2:e2:p/(2):4a+b w a=e2,b=—e c=¢, ~
(eX)/l|2 _ e2 — p/l(Z) —2q.

2
e
A =p(A) = —A? — ?A+ &%

2
, |4 41 2 10 100 11 3
e 2 2 2
== |0 4 4] —e 0 2 1| +e7|0 1 0] =e |0 1 1
00 4 00 2 0 0 1 00 1

Latjuk, hogy ez azonos a Jordan-normalalak alapjan folirt alakkal!
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Exponencialis fliggvény Hermite-polinommal

P Szamitsuk ki az e matrixot ha

=3} 2 1
A= T =2 1
=1 =2 =§

M xa(X) = (=2 — x)(—4 — x)?, Jordan-alakja diag(—2, —4, —4), a
minimalpolinom pa(x) = (X + 2)(X + 4) = x* + 6x + 8.
olyan elséfokd p(x) = ax + b alakd polinomot kerestink, melyre

7 = p(=2) = =264+ b a— =" —en"l;
~ 2
e * =p(—4) = —4a +b. b=2e=2—c4
1 e2+1 22 —-2 e2—1
eA:CIA+b|:—4 e? —1 2e? e? — 1
2e

1—e?2 2—2e? 3—¢?
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2 =3 2
P A=|4 10 —4 |, er=?
4 6 0
M x(x) = (4 —x)3, u(x) = (4 — x)? = (x — 4)? (korabbi feladathol)
Keresunk egy p(x) = ax + b polinomot, melyre
4

p()_4a+b o 4
exp/(4) = * = p'(4) =

exp(4) =e

- Tehat
-1 -3 2
e = e*A — 3t = &* 4 7 —4
4 6 —3

m A Matlab/Octave programokban az exp(A) parancs az A matrix
elemeire fogja alkalmazni az exponencialis fliggvényt, tehat nem
az e* matrixot szamolja. Viszont az expm(A) és az e~ A parancsok
jo valaszt adnak. Hasonloan mikodnek az sqrtm(A) és a
logm(A) matrixfiggvények. e



A definiciok ekvivalenciaja

T

B*

A matrixfuggvéeny kiszamitasara adott fenti két definicio
ekvivalens.

Az ,Hermite"-definicio szerint f(A) = p(A) es barmely mas
polinom is megadja f(A)-t, ha kielégiti a (2) feltételeket.

Ha A ~ ), akkor f(A) = p(A) = p(CJIC™") = Cp())C~', ezért elég a
Jordan-alakokra ellendrizni az ekvivalenciat.

A ,Jordan”-definicioban f-nek épp azok a derivaltjai szerepelnek
azokban a sajatértékekben kiéertékelve, amelyek a (2)
feltételekben is szerepelnek. Igy elég csak azt ellendrizni, hogy
egy Jordan-blokk Hermite-polinomja megegyezik-e a
,Jordan”-definicioban szereplovel. Ezt a polinom
Taylor-polinomjara folirt (1) képlet igazolja.
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