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Ismeretek, képességek, célok

- feltudjairni egy fuggetlen vektorrendszer Gram-matrixat,

- kitudja szamitani vektor altérre esé meréleges vetiiletét az altér
tetszOleges vagy ortonormalt bazisa segitségével is,

- felismeri a vetitdmatrixot, és a merdleges vetités matrixat,

- ki tudja szamitani egyenletrendszer optimalis megoldasait és minimalis
abszoldt értékl optimalis megoldasat,

- ki tudja szamitani matrix pszeudoinverzét, és azzal linearis
egyenletrendszer legkisebb abszolit érték( optimalis megoldasat,

- bazisaval megadott altérben talal ortonormalt bazist (komplexben is),

- felismeri a szemiortogonalis, ortogonalis, unitér matrixokat, és az
ortogonalis trafokat geometriai tulajdonsagaik alapjan,

- jellemezni tudja a 2- és 3-dimenzios terek ortogonalis transzformacioit,

- kitudja szamitani matrix QR-felbontasat, és annak segitségével linearis
egyenletrendszer optimalis megoldasat. 4



Meroleges vetités



D

>3 O

U=V dW,igy barmely u € U egyértelmlen eléallu=v +w
alakban, aholv € V, w € W. A v vektor az u vektornak a V altérre
W mentén valo (vele parhuzamosan vett) vetiilete.
E linearis transzformaciot vetitésnek vagy projekcionak nevezzik.
minden P vetités az Im P-re Ker P mentén valo vetités.
Matrixa: U = R", V bazisa {vi,...,v, }, W bazisa {wx,..., Wy }.
Legyen

U=1[viVvy ... v |wgwy ... wy_(] = [V|W].
Mivel Pvi =v; (i=1,2,...,r) ésPw;=0(=1,2,...,n—r) ezérta
P lekepezes P matrixara

PU = P[V|W] = [PV|PW] = [V|O].
U invertalhato, ezért

P = [VIoJu™ = [v[o]viw]~". 5



T A projekcio tulajdonsagai: Legyen P : R" — R" egy projekcio.
1. R™-nek van olyan bazisa, melyben a matrixa
P = diag(1,7,...,1,0,...,0).
2. | — Pis projekcio: Ker(l — P) = Im P, Im(/ — P) = Ker P,
3. r(P) = trace(P).



Vetitomatrix felirasa

P Irjuk fel annak a P vetitésnek a PP matrixat, mely az
Y =span((1,1,0,0),(0,0,1,1)) < R* térre vetit a
W = span((1,0,1,0),(0,1,1,0)) < R* tér mentén, és annak a P
vetitének a P matrixat, mely ¥ mentén W-re vetit!

M A négy vektor fiiggetlen (matrixuk determinansa nem 0), és
P(V) =V, P(W) = {0}, igy

170 0 0][1 0 10 11 =1 1
P_10001001_111—11
o1t o0 o001 11 2/0 0 02

0 10 0[/|0 100 00 0 2

Hasonloan megkaphato P, de egyszeriibb:
1T -1 1

A T(=1 1 1 =4

P=1-P=-

21 0 0 2 =2 .
0 0 0 0



Meroleges vetités és tiikrozés

A

>y >y >

Egyenesre valo merdleges vetités matrixa P = 1;bb' (P = ee).

Sikra valo meréleges vetités matrixa P =1 —nn'.
Sikra valo tiikrozés matrixa P =1 —2nn',
Sikbeli tukrozes matrixa az x-tengellyel «/2 szoget bezard

cosa  sin«
egyenesre: | . .
Y sinav —cos«

(cos a, sin @)

(sinar, — cos «)



Meroleges vetités R" egy alterére

T Ha W azR" egy altere, és az A matrix oszlopvektorai a W egy
bazisat alkotjak (A teljes oszloprangi), akkor a W altérre valo
meréleges vetités, azaz a proj,,, leképezés matrixa | A(ATA)~'AT |

B" Legyen a v € R" vektor W-re esé meréleges vetiilete w.

A oszloptere W, ezért léetezik olyan x vektor, hogy Ax = w.
W = O(A), igy W+ = N(AT), tehat v — w benne van AT
nulltereben.

Eszerint AT(v — w) = 0, azaz AT(v — AX) = 0, innen

ATAX = A'v.

Az A matrix teljes oszloprangu, igy ATA invertalhato, azaz
x = (ATA)~'ATv, amibdl projy,, v = w = Ax = A(ATA)~'ATv.
m Ha A = b egy oszlopvektor (b # 0), akkor
A(ATA)~'AT = b(b"b)~'bT = l-bb". ,



Melyik matrix meroleges vetités matrixa?

T Egy P matrix pontosan akkor vetités matrixa, ha
P2 =P,
és pontosan akkor meroleges vetités matrixa, ha

P=P =P

*

B" (=) P =AATA)'AT

2
P2 = (AATA)TAT)" = A(ATA)TATA(ATA) AT = P,
T T
PT= (A(ATA)AT) = A((ATA)TT) AT = A(ATA) AT = P.
(<) Tfh P = PT = P2,
A P? = P feltétel miatt P(x — Px) = Px — P?x = 0, tehat
X —Px € N(P),de P =PT,igy x — Px € N'(P").
Eszerint x — Px meréleges O(P)-re, és ezt akartuk belatni.



Meroleges vetités absztrakt tér egy alterére, Gram-matrix

D AV euklideszi tér figgetlen vy, vy, ..., V, vektorainak
Gram-matrixa: a
(vi,v1) (w1, Vv2) (V1, Vi)
G(V1,V2, ..., Vi) = [(Vi, V)] = V2, i) <V2’.V2> V2, Vi)
(Vks V1) Ve, V2) oo Vi, Vi)
T Meréleges vetiilet kiszamitasa L! V egy euklideszi tér, W egy
végesdimenzios altere, melynek B = {vq,V,,...,V} egy bazisa,
v € V. Ekkor
Projyy V.= CiVq + CoVy + ... CpVg,
aholac=(cy,¢,...,C) vektor a Gc = b egyenletrendszer

megoldasa, G a B vektoraihoz tartozo Gram-matrix, és
[b; = (v, v).

"



Meroleges vetiilet kiszamitasa Gram-matrixszal

P L'V =R[x] avalos egyutthatos polinomok euklideszi tere a

1
(p.) = [ P()a00) dx,
skalaris szorzassal és L! W = span(1, x, x*) < V. Kérdés:
proj,, x> =?

M Az x3 polinom vetllete W-re ¢1 + cox 4+ c3x? alaki. Az ismeretlen ¢;
egyutthatokra

1,10 X (L3 | o (1,%3) 13 3 |a 3
1) ) )| =0 |~ 3 7] el = s
(1) 020 )] [a]  [0¢X) 5o o5l lel s
~ (€1,02,¢3) = (1/20,-3/5,3/2), azaz x> merdleges vetiilete

1 3 3,

— — =X+ =X

20 5 277 &






Legjobb kozelités




Altértol valo tavolsag

D xeR" W < R"altér. x-nek a W altértol valo tavolsagan a W
altér x-hez legkozelebbi w vektoranak tole valo tavolsagat értjik.

T Legjobb kozelites tétele: Az x vektornak egyetlen W-beli legjobb X
kozelitese van, nevezetesen X = projy,, X.

B Xx—w = (X— projy x) + (proj,, x — w).
elso kifejezés W+, a masodik W eleme!
(X = Projyyx) L (Projyy x —w)
Pithagorasz: |x — w|? = |x — projy, x|> + | projy, x — w|?.
s = W] > [x — projy, ]
egyenldseg csak akkor allhat fonn, ha w = X = proj,,, x
K R"=WwWa Wt

14



Altértol valo tavolsag

P Bontsuk fel az x = (8, 4,2,1) vektort
W = span((1,-1,1,0),(0,1,—1,0))-be es6é és W-re merdleges
vektorok 0sszegére.

M A W-re valo merdleges vetités matrixa P = W(WTW)~"WT, ahol W
két oszlopa a megadott ket bazisvektor:

10 17 0 o o0][s 8
W |=" | amibsl px— |0 V2 V2 0 4l | 1
I 0 —1/2 1/2 of |2 —1
0 0 0 0 0 o] |1 0

projy, x = Px = (8,1,—1,0) €s x — proj,, x = (0,3,3,1).

15



Egyenletrendszer optimalis megoldasa

D Az Ax = b optimalis megoldasain az Ax = projys) b megoldasait
ertjuk.
T Az Ax = b egyenletrendszer optimalis megoldasai megegyeznek az
A'Ax = ATb
egyenletrendszer megoldasaival (normalegyenlet-rendszer). Ezek
kozul egyetlen egy esik az A matrix sorterébe, a legkisebb

abszollt értékd.
/"y
X b
% \ b
0 0
O(A") O(

A)



Linearis és polinomialis regresszio

T Az (x;,y;) (i=1,2,...n) parokhoz tartozo, y = a + bx egyenleti
regresszios egyenes paraméterei kielégitik az alabbi egyenletet,
mely egyértelmien megoldhato, ha van legalabb két kiilonbozo x;

ertek.
no Yx|lal | Xy
X X bl [T xyi

T X Y
g — .
RN

B Megoldando:

1 Xp Yn
A hozza tartozo normalegyenlet-rendszer
T X

T 1 .01
X1 X2 ... Xn

N 1
al 11 ...
[B] N Lq X ... Xn] ah

T Xn Yn




D Polinomialis regressziorol beszellink, ha az
Y=o+ aix + - - - + apx® egyenlet q; egyltthatoira keresiink
optimalis becslést a legkisebb négyzetek modszerével, ismert
(X;, i) parok sorozata mellett, ahol i =1,2,...n.
m Keresendd az n egyenletbdl allo k + 1-ismeretlenes
Qo + G1X1 + ...+ apxt = vy

Go+G1X2+...+CIhX§=y2

Ao + G1Xn + ... + apxt =y

egyenletrendszer megoldasa az ao, as,.., a, ismeretlenekre.

1T X ... x| [ao V1
1T X ... X§ ay Vo
1 R

Xn . e Xn G;? yn

Optimalis megoldasa a normalegyenletbol megkaphato.



P Masodfoki regresszio: Az x, y valtozok kozott egy y = a + bx + cx?
osszefligges egylitthatoit keressik, illetve azok legkisebb
négyzetek elve szerinti legjobb becslését. n = 4 mérést végziink, a
meért adatok

R L
1 -1 3
2 0O O
3 T 1
4 2 1

M A megadott adatok kozti 6sszefliggés matrixszorzat alakja:
a+ bx + cx?> =y ~ az egyiutthatomatrix k-adik sorvektora

(1, Xg, X3):
—1
0

N N G
>~ O O A
o O 9
Il
- 0 O W

19



A normalegyenlet

4 2 6] |a 5
2 6 8| |b|=|0].
6 8 18| |cC 8

A megoldas (a, b, c) = %(3, —5,3), 18y @ megadott (xg, yx) pontokra
legjobban illeszkedd masodfokd polinom: y = 2 — 2x + 2x%.

20



Pszeudoinverz



A pszeudoinverz fogalma

A A sortér és az oszloptér kozt létezik természetes kolcsonosen
egyértelm( megfeleltetés (Ax = b egyetlen sortérbe esé mo-a).

D Az A matrix (Moore-Penrose-féle) pszeudoinverze az az AT matrix,
melyre tetszOleges b esetén az Ax = b egyenletrendszer
minimalis abszolut értékl optimalis megoldasa Athb.

21



T A pszeudoinverz létezése

Jelélje az Ax = b egyenletrendszer egyetlen sortérbe esé
optimalis megoldasat x. Az A™ : b — x fliggvény linearis
leképezes, igy van matrixa, melyet A jelol.

T Pszeudoinverz hatasa a kitlintetett altereken

Legyen A valos vagy komplex matrix.

1. Az X matrix pontosan akkor pszeudoinverze A-nak,
(@) hax L N(A) esetén X(Ax) = x, és
(b) haz L O(A) esetén Xz = 0.

2. Ha AT az A pszeudoinverze, akkor
AAT = projouy €s ATA=projo -

Tehat AA™, illetve AtA merélegesen vetit az A, illetve az A"
oszloptereére.

22



Néhany pszeudoinverz

A At =A"" haAinvertalhato,
A Oﬁxn:Onxm,
A [a]* =[//a], haa #0, és [0]* = [0],
A (ANt =A
A haa;#0(=12,...,r),akkor
ay 0 ... 0 1" (& 0 ... 0 |
0 ap ... O 0 & ... 0
: : .10 =|: . |0
0 0 ... ay 0 0 ... &
i 0] O-mxn I 0 O_nxm

23



A pszeudoinverz létezése és kiszamitasa

T Ha avalos A teljes oszloprangd, akkor AT = (ATA)~TAT, ha teljes
sorrangl, akkor AT = AT(AAT)~T. Ha A = BC, ahol B teljes oszlop-,
C teljes sorrangu (ld. bazisfelbontas), akkor

= CtBT =c'(cch"(B"B)'B" = C"(B'ACT) "B
B Ha A teljes oszloprangd, akkor S(A) = R", és ATA invertalhato:
(ATA)T'ATAX = x

Meg kell még mutatnunk, hogy ha z € N(AT), vagyis ha ATz = 0,
akkor Atz = 0: (ATA)~'ATz = (ATA)~"0 = 0.
Ha A teljes sorrangu, akkor O(A) = R™: Vy-ra Ax =y konzisztens.

Jelolje x az egyetlen sortérbe es6 megoldast, igy minden mas x
megoldasra projg) X = X. A*-ra fenn kell alljon Aty = x:

projsa X = AT(AAT) "Ax = (AT(AAT) 1) (AX) = Aty. y



Példak
P Szamitsuk ki a kovetkezd matrixok pszeudoinverzét!
0 1 —. 0 1 1
B= (1 1|, C= és M= (1 1 2
0 1 1
1 0 7 0 1

M B teljes oszloprangu, igy

B+:(BTB)‘1BT:[2 1]_{0 1 11

17 2] |11 0
T =)o 1 1] (-5 s s
=14 3] |11 0 25 s 13

- A C matrix teljes sorrangu, igy

25

1 0 5 1 =f 23 13
ch=clcch "= |0 1 L 2] =[5 23]
|1 3 /3



M bazisfelbontasa BC:

23 —1/3 —4 1 5
1 1 2 1
Mb—ctBt= [y ol TR B2 5 g
23 13 —1/3 9
13 /3 1 2 1
vagy
M+ = c'(B'MC")~ "B’
|
10 01 110
0 1 01 1
= (0 1 11 2|0 1
1 0 1710
11 10 1|1 1

26



A pszeudoinverz tulajdonsagai

Moore-Penrose-tétel: A valos A matrixnak X pontosan akkor
pszeudoinverze, ha az alabbi négy feltétel mindegyike fennall:

a) AXA=A, b)XAX=X, ¢)(AX)' =AX, d)(XA)" =XA.
TetszOleges A € R™*" matrix esetén
ATA =projsp €s AAT = projo) -

Tehat ATA az R"” teret merdlegesen vetiti A sorterére, mig AAT az
R™ teret merdleges vetiti A oszlopterére.

N(R) \\\

0
(A)

27



A pszeudoinverz és a min. absz. értékl opt. megoldas

P Keressik a minimalis abszolut értékd optimalis megoldast!

y+ z=3
X+y+22=2
X + z=2
0O 1 1|3 17 0 0
M Inkonzisztens, ui: |1 1 2|2 = [0 1 0
17 0 112 0 0 1

Pszeudoinverzzel x =Atb =3 | 5

|
— B~
N —
|

- B~ U;
_— o .
I\)I\)UUI
e — |

= O

28



Ortogonalizacio




Ortogonalizacio

Ortonormalt és ortogonalis bazis



OR és ONR linearis fliggetlensége

D A paronként merodleges vektorokbol allo vektorrendszert
ortogonalis rendszernek (OR), az egységvektorokbol allo OR-t
ortonormalt rendszernek (ONR) nevezzik.

A Egy valos euklideszi térben ha a {vs,vs,...,V,} vektorrendszer
vektorai zérusvektortol kilonbozoek és OR-t alkotnak, akkor

1. fuggetlenek,
2. {v;/[[vi|[} ONR.

B TFH valamely ¢y, ¢y,.., Cp konstansokra civq + Covp + - -+ + ¢V, = 0.
Mivel i # j esetén (v;,v;) = 0, ezért a v; vektorral beszorozva
i {v;,v;) = 0, amibol (v;,v;) # 0 miatt kovetkezik, hogy ¢; = 0.

) <V,’,Vj> _ < Vi Vj >
vl Vil 11l

K Egy zérusvektort nem tartalmazo OR, vagy ONR mindig bazisa az

altala kifeszitett altérnek. (Tovabbiakban ONB)

29



Legjobb kozelités ONB esetén

T L!'Vvalos euklideszi tér, & = {e,e5,...,e,} CVONREésavey
vektor. Ekkor a

V=(enV)e;+ (eVv)er+---+ (e, V) e, (1)
vektor az A = span(ey, ..., ey) altér v-hez legkdzelebb fekvo
pontja, azaz v = proj 4 v.

B (v—V,e) = <v— Tk (e, v) e,-,e,-> =0(j=12,...,R), tehat
v—V .l Aazazv—ve AL
igy a meréleges vetilet definicidja szerint v = proj 4 v.

K haV k-dimenzids (€ a V bazisa), akkor
v={(e,Vvye+ (eyVvye,+ -+ (ey V) ey

K HaA={aj,ay,...,ar} C V nullvektort nem tartalmazo OR, akkor

k

o <a/7 > ha A lis ba ki o <a[,V> )

V= E TN a;, és ha A ortogonalis bazis, akkor v = E T a,.30
i=1 J i=1 j



Legjobb kozelités ONB esetén 2

m Az (ej,v) skalart a v vektor e;-hez tartozo Fourier-egyutthatojanak
is nevezik.
P Hatarozzuk mega (3,1,2) pontnak az (2,3, 6) és (3, —6,2) vektorok
altal kifeszitett sikra valo meréleges vetiiletét!
M E két vektor a sikban OR-t alkot! Normalas utan a = $(2,3,6) és
b = 1(3,-6,2) ONR.
Behelyettesités:
v={(a,v)a+ (b,v)b

={(%,43,9,3,1.2) %349+ (329,612 (G, £
=3(3,3,9+13,3%.9)
=(5.3.%)

31



Ortogonalizacio

Gram-Schmidt-ortogonalizacio



Gram-Schmidt-ortogonalizacio

T HaA={aj,ay...,ax} egy fuggetlen vektorrendszer egy V
euklideszi térben, akkor étezik olyan ortogonalis
B = {bq,by,..., by} vektorrendszer, hogy minden i =1,2,...,R
esetén
span(as, ay, ..., a;) = span(bq, by, ... b)). (2)

Ebbol normalassal ortonormalt rendszert kapunk:

{ by b by }
1Bl 1o (1]

m lgazolhato, hogy a Gram-Schmidt-ortogonalizacio mikodik
0sszefliggd vektorokbol allo vektorrendszerre is, annyi
valtozassal, hogy pontosan akkor lesz b; = 0, ha a; nem fliggetlen
a kisebb index( vektoroktol, azaz a; benne van a
span(aj,ay, ..., a;_q) altérben.

32



B A span(a;) = span(b,) 0sszefliggés teljesul, ha by = a;.

span(aq, ay) = span(bq, b,) es by L b, teljesul, ha b, az a,-nek a by
altal kifeszitett altérre meréleges Osszetevije:

b, b (b1, ;)
b, :=a —<,a>:a ———'h
SN TN TR A T I T

b, # 0, hisz b, = 0 esetén a, = H;)’zl"é b, = Hb6|‘|22> a; lenne, azaz a;
és a, nem lenne fuggetlen, ez ellentmondas.

span(aj,a;) = span(bq, by) v/

33



1aa3>b

(b2,a3)

142

1

I1b21°

b,

34



b; = b; 1 az aj.1 vektornak a

1 b2 bi )
[[bal]” b2l by

altérre meréleges 0sszetevéje legyen b4

span(

" (b;,a;
bii:=aj— Z < |J|bjll|?>bf
=1

bi., # 0, kulonben a; ., nem volna fuggetlen az {as, ..., a;}
vektorrendszertol, azaz A nem volna fuggetlen.

bi,, € span(aq,ay,...,aj41), aj41 € span(bq, by, ..., bjq) ~ 2) v

35



Gram-Schmidt-ortogonalizacio: 1. példa

P Ortogonalizaljuk a {(3,6,2),(1,9,—4),(1,2,3)} vektorrendszert!
Adjuk meg a tér ortonormalt bazisat is!

M b= (3,6,2)
b, = (1,9, —4) — (?36623) <2396_2£)*) (3,6,2) = (~2,3,—6)
=029~ 5555 5 052
gereor = RSO SUE
- AZONR:

1 1 L
{7(3, 6,2),5(=2,3,-6),5(=6, 273)}

36



Gram-Schmidt-ortogonalizacio: 2. példa

P Keressunk ortonormalt bazist az (1,1,1,1), (3,-1,3, 1),
(6,2,2,—2) vektorok altal kifeszitett altérben.
M OR:

b1 = (1a17171)

- 1,111 -3,-1,3,-1) -
bZ* (3’_1a37_1)_ (1 —I 1. -I) (—I -I 1 1) (1717171) - (Za _2723_2)
B (1,1,1,1) - (6,2,2, —2)
bs = (6,2,2,-2) — (1,1,1,1) e (1,1,1,1)
(2,-2,2,-2)-(6,2,2, -

(27 _27 27 _2) = (2’ 27 _27 _2)

) )
_(2,—2,2,—2) (2,-2,2,-2)

NB):
17111 1 11 1 11 1 1
2'272°2)°\27 2727 2)7\2°2" 27 2

37



Gram-Schmidt-ortogonalizacio: 3. példa

P Keressunk ortonormalt bazist az (1,1,1,1), (3,-1,3,-1), (4,0, 4,0),
(6,2,2,—2) vektorok altal kifeszitett altérben.
M OR:

by =(1,1,1,1)

(1717171)'(3,_173,—1)
(1?171,1)(1,1’171)
(1,1,1,1) - (4,0,4,0)
(1’17171)'(1715171)

(2’ _27 2’ _2) i (4/ 07 47 O)

o (2 —-2.2 _2) . (2 2.2 _2) (27_2727_2) = (0,0,00)
L1141 (6,2,2,-2)
(17171’1)'(1’17171)

(27 _25 27 _2) . (6, 2,2, —2)

ONR, mint az eldzd példaban. 38

b2 = (3a _1337 _1) -

(1,1,1,1) = (2,-2,2,-2)

b; = (4,0,4,0) — (1,1,1,)

bs = (6,2,2,-2) —

(1,1,1,1)




Ortogonalis polinomok

m Nevezetesek az ortogonalis polinomok, melyek a polinomok
terében adnak ortogonalis rendszert a

b
(p.q) = / P(X)q()W(x) dx,

skalarszorzattal, ahol w(x) egy adott sulyfliggveny. PL:

intervallum w(x) azelsé néhany polinom

Legendre-polinomok ~ [~1,1] 1 1x 332 = 1), 3(5x* — 3x),..
2 _ 3 _ 1 2 3 _

Csebisev-polinomok [—1,1] @ 1, X, 2% — 1, 4x°> — 3X,...

Hermite-polinomok  (—o0o,00) e~ 10X, 4x2 — 2, 83 — 12x,...
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QR-felbontas

Szemiortogonalis matrixok



Ortogonalis és szemiortogonalis matrixok

3 3 3 =

3

Az egységmatrix és minden permutalo matrix ortogonalis.

Egy valos négyzetes matrix ortogonalis, ha oszlopvektorai vagy
sorvektorai ONR-t alkotnak. Ha nem kotjuk ki, hogy a matrix
negyzetes legyen, szemiortogonalis matrixrol beszélunk.
Melyek ortogonalisak és melyek szemiortogonalisak?

cosa —sina
) 2 3 6
0O 1 0 O sina  cos« 1
= , B= ,C=-16 2 3.
0O 0 0 1 0 0 7
3 —6 2
0 0

Mindharom matrix szemiortogonalis, C ortogonalis.
Szerencsétlen szohasznalat (ortogonalis — ortonormalt).
Minden ortogonalis matrix szemiortogonalis is.

Egy nem négyzetes matrixnal vagy csak a sorai, vagy csak az

oszlopai alkothatnak ONR-t, négyzetesnél mindkett6 (bizonyitjuk).
40



Szemiortogonalis matrixok

T Legyenm >nés Qe R™*" Az alabbi allitasok ekvivalensek:
1. Q szemiortogonalis,
2. Q'Q =1,

m Ha m < n, Q pontosan akkor szemiortogonalis, ha QQ" = I,

m m > n esetén Q" a Q bal inverze, m < n esetén a jobb inverze.
(késdébb latni fogjuk, hogy m = n esetén az inverze)

41



QR-felbontas

QR-felbontas és a GS-ortogonalizacio



QR-felbontas definicioja

m elemi sormUveletekkel haromszogalakra hozas — LU-felbontas
ortogonalizacios eljaras eredménye — QR-felbontas

D Legyen A egy teljes oszloprangl matrix. Az A = QR felbontast
QR-felbontasnak vagy redukalt QR-felbontasnak nevezzik, ha Q
az A-val azonos méretl szemiortogonalis matrix, é€s R négyzetes
fels6 haromszogmatrix, foatlojaban pozitiv elemekkel.

m A Q matrixot Uj oszlopvektorok hozzavételével kiegéeszitjuk egy
ortogonalis matrixsza, az R matrixot zérussorok hozzavételével
egy m x n-es felsé haromszogmatrixsza, akkor ezek szorzata is A:

A=[a q m — QR+ Q0 = QR.

Ez a teljes QR-felbontas (masutt ezt a QR-felbontas). Itt A-t egy

ortog. és egy A-val azonos méret( fels6 haromszogm. szorzata.
42



Teljes és redukalt QR-felbontas

Teljes QR-felbontas (Q ortogonalis, R az A-val azonos méret()

A

Redukalt QR-felb. (Q az A-val azonos méretl szemiortogonalis)




A QR-felbontas létezése és egyértelmisege

T Barmely valos, teljes oszloprangl A matrixnak létezik
QR-felbontasa, azaz letezik egy szemiortogonalis Q matrix és egy
R felsé haromszogmatrix pozitiv foatlobeli elemekkel, hogy
A = QR. Az igy kapott felbontas egyértelmu.

B LIA=[a;a; ... ay] € R (A teljes oszloprangi ~ k < n).
Letezés: Az ortogonalizacio egyséegvektorait jelolje q;
(i=1,2,...,k), tehat span(a, ..., a;) = span(qs, ..., q;). Igy
léteznek olyan r; skalarok, hogy

a1 = M1Qy

az = M2Q1 + 2202

ap = MrA1 + krda + - - - + ke Q-
44



Ezt matrixszorzat-alakba irva

M ra ... I
0 o .. Iy

A:[a1 a ... ak}:[qq g ... qk} A : = QR.
0 0 kR

A Gram-Schmidt-eljarasbol az is lathato, hogy rj; = ||bi|| ~ rjj > 0

R kiszamolasa: A= QR ~» Q'"A=Q'QR=I;R =R~ R=Q'A
Egyértelm(iség: Tfh A= QR = QR, aholQ'Q=Q'Q = I.
A'A = (QR)'QR = R'Q'"QR = R'R o . R
(?A) C}A R ? ?A ... ~RIR=RR~ (RTHTR" =RR™".
A'A = (QR)'QR = R'Q"QR = R'R.

A bal oldal also, a jobb oldal felsé haromszogmatrix ~ mindkét
szorzat diagonalis. Jeldlje R (ill. R) féatloja elemeit r; (ill. 7;).

L=l =T (r>06sh>0miatt) ~ (RT)RT=RR™" = ~
R=R~ A=QR=QRmiattQ = Q.
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QR-felbontas GS-ortogonalizaciobol

P Hatarozzuk meg az

T 3 6

T =1 2
A=

T 3 2

1 =1 =2

matrix QR-felbontasat.
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Szokas a QR-felbontast gy is definialni, hogy A tetszéleges (nem
kell, hogy teljes oszloprangl legyen) és R féatlobeli elemei
lehetnek negativak (s6t, ha A nem teljes oszloprangd, akkor 0-k
is).

A Matlab/Octave programok a fenti altalanosabb feltételek
szerint mikodnek.

Ha A = Q'R’, ahol Q" szemiortogonalis, de R’ féatlojaban az i-edik
elemek negativak, ahol i € Z és T egy indexhalmaz, akkor R’ i-edik
sorat és Q' j-edik oszlopat —1-gyel szorozva minden i € Z-re az A
QR-felbontasat kapjuk.

A = QR = QEER/, ahol E az I-bol az i-edik elem —1-re
valtoztatasaval kaphato (i € 7).
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QR-felbontas

Egyenletrendszer megoldasa



Egyenletrendszer optimalis megoldasa QR-felbontassal

T Legyen A € R™*" teljes oszloprangl, A = QR egy QR-felbontasa,
és b € R". Ekkor az Ax = b egyenletrendszer egyetlen sortérbe
esé optimalis megoldasa X = R~'Q'b, ami megkaphato az

Rx=Q'b
egyenletrendszerbdl egyszer( visszahelyettesitéssel is.
B A normalegyenletbdl indulva
ATAx = A'b A = QR behelyettesitése utan
(QR)'TQRX = (QR)'b
R'Q'QRx=R'Q'"b  Q'Q =1
R'RXx = R'Q'b balrol szorzas az (R")~" matrixszal
Rx = Q'b.

K HaAc R™" teljes oszloprangl, akkor At = R~'QT. 49



Egyenletrendszer optimalis megoldasa QR-felbontassal

P Oldjuk meg az alabbi inkonzisztens egyrsz-t QR-felbontassal:

X+3y+6z=38
X— y+22=2
X+3y+22=2
X— y—2z=0
1 3 6 71 1]
1 = 2 R B L
_ A5 A — - _1 -
QR-felbontas: A = 13 2 T2l o1 |04 A
0 0 4
1 -1 =2 1T =1 1]
2 2 4| |x T 1 1 1 i 6
RXx=Q'™h: |0 4 4| || =2]1 =1 1 = S = |4
0 0 4| |Xs T = ), 4
Megoldas visszahelyettesitéssel: (%1,%,%3) = (1,0, 1). 20



Ortogonalis matrixok




Ortogonalis matrixok

T Legyen Q € R™". Az alabbi allitasok ekvivalensek:
1. Q oszlopvektorai ortonormalt rendszert alkotnak.

2. QTQ == In.
3.Q7"'=qQ"
4. QQ" = I.

5. Q sorvektorai ortonormalt rendszert alkotnak.
B 1 = 2: azeldzo allitasban lattuk.

2 = 3: Qnégyzetes ~ Q'Q = | miatt Q invertalhaté ~ Q' = Q.
3= 4Q'=Q"~0QQ" =1,

4 = 5. QQ' = |, (sorvektorszor-oszlopvektor) ~» Q soravektorai
ONB-t alkotnak.

5 = 1: Bizonyitottuk, hogy 1 = 5. Alkalmazzuk ezt Q'-ra.
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Ortogonalis matrix inverze a transzponaltja

P Szamitsuk ki az

0 1T 0 O
. 2 3 6
0 0 0 1 cosa —sinao 1
Y ) 9 = 6 2 *3 .
0 0 1 0 sin o CoS (v 7
3 —6 2
T 0 0 O
matrixok inverzeét!
M Mindharom matrix ortogonalis, tehat az inverzek:
0 0 0 1
. 2 6 3
7 0 0 O cosa sinao 1
Y . 9 = 3 2 _6 .
00 10 —sina  cosa 7
6 —3 2
0 1 0 O
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Ortogonalis matrixhoz tartozo matrixleképezes

T Legyen Q € R™". Az alabbi allitasok ekvivalensek:
1. Q ortogonalis.
2. ||Qx|| = ||x|| minden x € R" vektorra.
3. Qx-Qy = x-y minden x,y € R" vektorra.
B 1 = 2: Ha Q ortogonalis, akkor minden x,y € R" vektorra
Qx| = Qx- @x = (@0(Qx) = x'Q'ax = x'x = x|

2 = 3 Mivel J[Q(x+Y)[| =[x+ Y] és |lQ(x —y)|| = [x —y||, ezert
minden x,y € R" vektorra

1 1
Qx-Qy =, (flax+Qyl” — [lax - QyI?) = , (IlQx+ )P - [ax - y)

1
= 2 (Ix+yl? = Ix=yI?) =x-y

3 = 1. q;=Qe jeloléssel q;- q; = Qe; - Qe; = €; - €] = §j;.
53



Ortogonalis matrix tovabbi tulajdonsagai

K Egy valos euklideszi térben az ortogonalis matrixhoz tartozo
leképezés (ortogonalis leképezés) hossztarto, tavolsagtarto,
skalarszorzattarto, szogtarto (nem koruiljaras-tarto).

m Az ortogonalis matrixok nem nagyitjak fel a méresi és kerekitési
hibakat, hisz tavolsagtartok!!!

T 1. Ha Qvalos ortogonalis matrix, akkor | det(Q)| = 1.

2. Az n x n-es valos ortogonalis matrixok O(n) halmazabol nem
vezet ki a matrixszorzas és invertalas muvelete (az 1
determinansiak SO(n) halmazabol sem).

B 1. det(Q")det(Q) = det(Q'Q) = det(l) = 1, det(Q") = det(Q) ~~

det(Q) = 1 vagy det(Q) = —1.

2. Q ortogonalis ~ Q' = Q', ami ortogonalis
Q; és Q, ortogonalis ~ (Q1Q,)"@1Q; = QJQ]Q1Q, = QJQ, =,
~» Q1Q, ortogonalis. 54



Ortogonalis matrixok

2D és 3D ortogonalis transzformacioi



A sik ortogonalis transzformacioi

T 2D ortogonalis transzformacioi
Minden O(2)-be esé ortogonalis matrix vagy egy forgatas, vagy
egy egyenesre valo tlikrozes matrixa. Matrixuk alakja

sina — cos o

cosa —sinao cosa  sino
_ va
sinov  cos o

T 3D ortogonalis transzformacioi
SO(3) minden eleme forgatas matrixa, O(3) — SO(3) eleme egy
origora valo tlikrozés és egy forgatas szorzata.
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P Az 1determinansl ortogonalis

1 14 =5 2
I3 5 10 =10
2 10 1

matrix milyen tengely koruli és mekkora szoggel valo forgatas
matrixa?

M A forgastengely iranyvektorara Ax = x, azaz (A — I)x = 0.
Innen a forgastengely:

1 -1 =5 AP 0 X 2
=5 -5 =0 |yl =10, y| =t|0
2 10 =4 |z 0 Z 1

Forgasszog: egy v-re meréleges vektort képével (pl. w = (0,1,0)):

14 —5 21 [o =
Yls 10 10| |1 2?3 w-Aw 2
= = = 3] ~ cosa= —————— = —.
15 [|wi[[|Aw]| 3
10 11 |o 2/3

56



Ortogonalis matrixok

Primitiv ortogonalis transzformaciok



Givens-forgatas

m Az n-dimenzios tér forgatasai es tukrozései kozul kivalaszthatunk
olyan egyszer(, Un. primitiv ortogonalis transzformaciokat, melyek
matrixai szorzataként az 6sszes ortogonalis matrix eléallithato.

D Givens-forgatas: két koordinatatengely altal kifeszitett sikban
valo forgatas a tobbi koordinatatengely helyben hagyasa mellett.

Matrixa i i
1T ... 0 0 ... 0
0O ... cosae ... —sina ... O
G =
0O ... simnae ... cosa ... O
10 0 0 1




Givens-forgatas

P Keressuk meg azt a forgatast, mely az (a, b) vektort az (r,0)-ba
viszi, ahol r2 = a2 + b

A ]

siha  cos« b
r=+va?+b?
a/ a/r b/r
cosa = a/r o/ ay
sina = —b/r

m Egy ilyen részmatrixot tartalmazo G Givens-forgatassal elérheto,
hogy egy X matrix egy eleme helyén 0 legyen a GX-ben. (ritka
matrixok, parhuzamosithato szamitasok)

m r = +va?+ b? kiszamitasa a tul- vagy alulcsordulas elkeriilésével

2
a > beseten: r=|aly/1+ (2)
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Householder-tukrozeés

D Householder-tiikrozés: hipersikra valo tiikrozés. Matrixa (n
normalvekorral vagy e egységnyi normalvektorral)

2
H:I—ZeeT:I—TnnT
n'n

A a,beR" a#b,|al=|b|, akkor az (a — b)* hipersikra valo
Householder-tikrozés az a vektort b-be viszi és viszont.
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Householder-tukrozeés

P Hatarozzuk meg azt a H matrixot, mely az (1, —1,—1,1) vektort a
(2,0,0,0)-ba viszi.

M Az (1,-1,-1,1) — (2,0,0,0) = (—1,—1,-1,1) vektorra meroleges
hipersikra valo tlikrozés matrixa
70 0 O —1
2 7 0 O 1 [-=1
H=1--—aa = — = -1 -1 -1 1
a'a 00 10 2 |1 [ }
0 0 0 1 1
70 0 O 1 1 17 -1 17 =1 =1 1
o1t oo 11 1 11 =11 =1
oo 1ol 201 1 1 =1 2]-1 =1 11
0O 0 0 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1
Valoban, H - (1,—1,—1,1) = (2,0, 0, 0).
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A Givens-forgatas és a Householder-tiikrozés alkalmazasai

« Givens-forgatas
« matrixelemek eliminalasara pl. QR-felbontasnal
 parhuzamosithatd
« ritka matrixok esetén hatékonyabb a
Householder-tlikrozésneél
« Householder-tikrozés
 QR-felbontas numerikus kiszamitasahoz (a
Gram-Schmidt-eljaras instabil)
- nem ritka matrixokra gyorsabb a Givens-forgatasnal a
QR-felbontas kiszamitasaban

 matrix Hessenberg (a subdiagonalis alatt minden elem 0)
alakra hozasanal
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Ortogonalis matrixok

QR primitiv ortogonalis transzformacioval



QR-felbontas Givens-forgatasokkal

P Hatarozzuk meg az

4 5 8
A=1{3 10 6
0 12 13

matrix QR-felbontasat Givens-forgatasok segitségével!
M az elsO és masodik sorokat és oszlopokat figyelve eliminaljuk a
masodik sor elsO elemét: a = 4, b =3, tehat r = V32 4+ 42 =5,

cosa = 45, sinaw = —3/s.

4/ 3/5 0 5 10 10
Q= |-35 45 0 QA=1|0 5 0
0 0 1 0 12 13
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Kovetkezo lépésben a QA matrix harmadik soranak masodik
elemét eliminaljuk (a =5, b = 12, tehat r = v/52 + 122 = 13,
cos a = 5/13, sina = —12/13):

1 0 0 5 10 10
Q=0 513 12/73f. R=QQA= |0 13 12|.
0 —M/3 5/13 0 0 5

és innen

4/s —3/13  36/es5
Q=(QQ) ' =Q{Q) = |35 413 —48fes|,
0 7/ 5/13

amely matrixokkal A = QR valoban fennall.
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QR-felbontas Householder-tukrozésekkel

P Hatarozzuk meg az
1T 0 1
A=| 2 2 -3
-2 5 -7

matrix QR-felbontasat Householder-modszerrel!
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QR-felbontas Householder-tiikrozésekkel - megoldas

M Az (1,2,-2) — (3,0,0) transzformaciohoz az
n= (1727 _2) (3 0 O) ( 727 _2)

vektorral Householder-tiukrozést végziunk:

, 1ool L[4 4
—h——nn'= |- —
Q=bh-=nn =10 1 0|—c|-4 4 —4

00 1 4 —4 4

[ 1 2 7]

0
3

2 2 1
1' y ) 0 1 3 -2 3
QA=5| 21 2 2 3|=|0 4 —s

2 2 2 5 —7 0 3 -5

5 = 66




QR-felbontas Householder-tukrozésekkel

Ezutan a QA matrixbol képzeletben elhagyva az elsé sort és
oszlopot a (4,3) — (5,0) transzformaciohoz kell az

n=(4,3)—(50) = (-1,3) vektorral Householder-tiikrozést
végezni:

2 T 17 0 1 17 =3 114 3
Hy=1,— ——nn' = - = ==
n'n 0 1 5(-3 9 513 —4

Q = 4fs 3/ |, R=QQA=|(0 5 -7
03/ —4fs 0o 0 1
5 2 14

1
<1=(c2201)—1=c1105=E 10 10 —5]|.
—10 M 2
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Specialis komplex matrixok




Unitér matrixok

m Az ortogonalis matrixok komplex analogonjai az unitér matrixok.
D Unitér matrix Egy komplex négyzetes U matrix unitér, ha UHU = 1.
m Az ortogonalis matrixokhoz hasonloan bizonyithato, hogy egy
U € C™" matrix pontosan akkor unitér, ha az alabbiak
barmelyike teljesul:
1. UUH =1,
2. U =uf,
3. U oszlopvektorai ortonormalt bazist alkotnak a komplex
skalarszorzasra nézve,
4. U sorvektorai ortonormalt bazist alkotnak a komplex
skalarszorzasra nézve,
5. ||Ux|| = ||x]| minden x € C" vektorra,
6. Ux-Uy=x-y.
68



Komplex matrix kitlintetett alterei

m Komplex matrixok szorzataban NEM sorvektor és oszlopvektor
skalaris szorzata szerepel!

m Ax =0~ C" = S(A) @ N(A), de S(A) = O(AM).

T Komplex matrix kitlintetett alterei Ha A € C™*", akkor

1. OA™) L N(A), O(A) L N(A,
2. C" = O(AM) @ NV(A), C™ = O(A) & N (AH),
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GS-ortogonalizacio komplex terekben

P Ortogonalizaljuk az (i, 0, 0), (i,1,1), (i,1,0) vektorokbol allo
vektorrendszert.

M bq = (i,0,0), a tovabbiakban hasznaljuk a kovetkezo képlet
valamelyik alakjat:

", by(bta; " (blla
bi+1:ai+1_zi?(|:)l-l|?t),—”: Z I—H
k=1 kPR k=

i -i
0 [fi 0 o} g
0

i
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Onadjungalt matrixok

D Az A komplex matrixot onadjungalt vagy Hermite-féle matrixnak
nevezzuk, ha
A=A,

P Melyek onadjungaltak?

1 1 g
12 i 14
i 2 2-3il, l ] ll i

. ) 2 3 1—1 1
1T—1 2431 3

1 T+i
T+i 2

9

m oOnadjungalt matrix féatlojaban csak valosok allhatnak

m Minden valos szimmetrikus matrix onadjungalt,
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Ferdén onadjungalt matrixok

D A e C"™" ferdén 6nadjungalt, ha

A= —A"

o

l 2 , ’ 1} ferdén onadjungalt.
-3-—-1i 0

ferdén onadjungalt matrixok féatlojaban tiszta imaginarius
szamok allnak (a 0 is annak tekintendo).

ha A ferdén onadjungalt, akkor iA és —iA onadjungalt.

Minden komplex négyzetes matrix egyértelmuien eloall egy
onadjungalt és egy ferdén onadjungalt matrix 0sszegeként.

B A=B+C aholB=J(A+A"), C=3(A—A")ésBonadjungalt, C
ferdén onadjungalt.

b1\

Iy >
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Normalis matrixok

D Az adjungaltjaval folcserélhetd matrixokat normalis matrixoknak
nevezzuk:
AAT = AFA

A Minden valds szimmetrikus, ferdén szimmetrikus és ortogonalis
matrix normalis. Minden komplex dnadjungalt, ferdén
onadjungalt és unitér matrix normalis.

m Van olyan matrix, mely nem esik a font folsorolt osztalyokba, de
normalis:

AAH = APA =

>

O 2 4
QO
—_ O -
N
JEEN NG TN
N —
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Néhany elemi allitas

VA € C™" matrixra N(A"A) = N(A) és O(ATA) = O(AM).
Ha A € C"*" onadjungalt és U € C"™" unitér matrixok, akkor
U~'AU
onadjungalt! (Onadjungalt matrixhoz unitéren hasonld matrix is
onadjungalt!)
F Legyen S € R™*" szimmetrikus, H € C"™" 6nadjungalt matrix.
Ekkor minden u,v € R", ill. x,y € C" vektorra

(Su)-v=u-(Sv), ill. (Hx) -y =x- (Hy)!
F Az A € C"™" négyzetes matrixra ekvivalensek a kovetkezok:
1. O(A) L N(A),
2. O(A") = O(A),
3. N(A") = N(A).
m Pl az invertalhato A matrix ilyen, hisz V'(A) = {0}. 75
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