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Ismeretek, képességek, célok

« skalaris szorzat értékének kiszamitasa baziscsere utan,
« skalaris szorzat absztrakt fogalma valos és komplex esetben,

» hosszlsag, szog (csak valosban) kiszamitasa, merélegesség
igazolasa

« matrix adjungaltja,
- vektorral parhuzamos és meréleges 0sszetevo kiszamitasa,

» becslés skalarszorzat értékére
(Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz-egyenlétlenség).



Valos euklideszi ter



Skalaris szorzat masik bazisban

P Legyen B={(2,0,1),(1,1,0),(0,—1,1)}. Milyen képlettel
szamolhato ki az x - y skalaris szorzat, ha a két vektor B-beli
koordinatas alakjat ismerjuk?

M Jelolés: x vektor B-beli koordinatas alakja xz, a standard alak xg.
Ekkor xg = Ag_pXg. Igy

XY = XtYe = (AceXs) Acc Y5 = X3(AL_pAeB)YB = X3BY5.

Esetunkben
2 1 0 5 2 1
Ascs=10 1 =1|, Al gAscn= |2 2 -1
170 1 1 -1 2

K Mit tudunk a B = ATA matrixrol?
Szimmetrikus, invertalhato, de ez még kevés. (Meg fogjuk mutatni,
hogy pozitiv definit is.) 4



A skalaris szorzas alaptulajdonsagai R"-ben

T Legyen u, v ésw az R" harom tetszdleges vektora, és legyen c egy
teszéleges valos. Ekkor

a u-v=v-u a muvelet folcserélhet6 (kommutativ)
b) u-(v+w)=u-v+u-w disztributiv
c) (cu)-v=c(u-v) a két szorzas kompatibilis

d) u-u>0 és u-u=0 pontosan akkor teljesil, ha u = 0.
m A d) pont szerint egy masik bazisban felirva a skalaris szorzast,
x"Bx > 0 kell ¥x # 0 vektorra.

D AB e R™" szimmetrikus matrixot pozitiv definitnek nev,, ha
VX # 0 : X"Bx > 0.



Valos euklideszi tér

D Legyen V egy tetszOleges valos vektortér, és legyen
(L):VxV—=>R

olyan fuggvény, melyre barmely u,v,w € V vektorok és c € R
skalar esetén

(u,v) = (v, u) szimmetria
(cu,v) = c(u,v) homogenitas

(u,v+w) = (u,v) + (u,w) additivitas

(u,u) >0, hau#0 pozitivitas

E (.,.) fuggvényt a V-n értelmezett skalaris szorzasnak, a skalaris
szorzassal ellatott V vektorteret euklideszi ternek nevezzik.

m Nem vihetd at komplex vagy véges testekre modositas nélkil!

D Bilinearis fv.: ketvaltozos, mindket valtozojaban linearis fv. 6



Peldak valos euklideszi téerekre

P (x,y) = x"(ATA)y skalaris szorzas R"-ben, ha A invertalhato. (Be
fogjuk latni, hogy (x,y) = x"By pontosan akkor skalaris szorzas,
ha B pozitiv definit.)

P AzA,B e R™" matrixokra az (A, B) = trace(AB") = 3, a;ibj;
skalaris szorzast definial.

P AzZX= (Xo,X1,.-.,Xn,...) Sorozatok, melyekre >>7° , x2 < oo.
vektorteret alkotnak, melyen skalaris szorzast definial
X,¥) = 3220 XnYn-

P Az [a,b] intervallumon folytonos fuggvények Cla, b] vektorteren az
f,g € Cla, b] fuggvényekre az {f,g) = fabfg skalaris szorzas. (E tér
altere a polinomok tere, az is euklideszi tér e skalarszorzassal.)



Tavolsag és szog valos euklideszi térben

D L'u,v e Vg két tetszbleges vektor.
1. Az u vektor hosszan (abszollt értékén, normajan) onmagaval
vett skalaris szorzatanak gyokét értjuk, azaz

uf = [lull = 4/ (u, ). (1)

2. Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinusza:

) {u,v)
cos(U V)2 = Tl 2

3. Amh az u és v vektorok merolegesek egymasra, ha
(u,v) =0. (3)
4. A két vektor (végpontjanak) tavolsaga

d(u,v) = flu—v] (4)



Koordinatas alakok

P u=(2,3,4,14),v=(4,6,-10,10), w = (0,3,6,—-2), |ju|| =7,
d(u,v) =7, cos(u,w), =7
M Az (1), a (4) és a (2) képletekkel:

ull = V22 4 32 + 42 + 142 = /225 = 15,
d(u,v) = /(2= 4)2 + (3= 6) + (4 — (~10))2 + (14 — 10)2
= V2 4+ + 12+ 2 =15
_2:043-3+44-641-(-2) 1

cos(Uu,w), = = —.
15-\/02+32+62+(—2)2 21




Euklideszi terek izomorfizmusa

T L'V egyvalos n-dimenzios euklideszi tér. Ekkor letezik olyan
f:V — R"izomorfizmus, mely skalarszozattarto is, azaz amelyre
vYu,veV: (u,v) = f(u) - f(v) (itt - a standard skalarszorzas).

B L'V egy ortonormalt bazisa B = {by,...,b,}, akkor az
f:B— R" b, — f(b;) = e; kiterjeszthetd linearis leképezéssé.
Imf=span(es,...,ep) =R" ~» dimKerf=n—n =0~ fizom.
AV-beliu= 31 ,ub;, v=>",vb; vektorokra:

<U,V> = Z ujv; <b,‘, b/> = Z u;vi :f(U) f(V)
ij i

(Meg fogjuk mutatni, hogy egy tetszéleges bazisbol ortonormalt
bazis kaphato.)



Néhany kovetkezmény

m Tehat minden végesdimenzios valos euklideszi tér azonosithato a
standard skalarszorzattal ellatott R” euklideszi térrel. igy az R”
euklideszi térre bizonyitott allitasok igazak maradnak!

T (BS-egyenlotlenség L'V végesdimenzios valos euklideszi tér.
Ekkor tetszéleges u,v € V vektorokra

| (U, vy [ < luflivil. (5)

Egyenloség pontosan akkor all fenn, ha u és v linearisan
osszefliggdk, azaz u || v.
T Tetszoleges u,v € R" vektorokra

[Ju v < Juf + fivl,

egyenldség pontosan akkor all fenn, ha u 17 v.

"



Skalaris szorzat és abszolut érték (norma) kapcsolata

T Polarizacios formulak: Tetszéleges u,v € R" vektorokra
(w,v) = 7 (Ju+vI? = flu=vIP) (6)
(u,v) = 5 (lu+vIP = Jull? = |vIP) 7)
B Az abszollt érték (1)-beli definicioja alapjan
7 (10 +vIZ = u = vIP) = 7 (v, u ) = o —v,u—v)
= 2 (00 0) +{0,V) + {V,0) 4+ V) = (1, 0) 4+ (0,9) + (v, ) — (v, V))

= (4 (V) = (uv).

A masik formula hasonléan bizonyithato.

12



Komplex euklideszi téer




Mi lehet a skalaris szorzas C"-ben?

m A Y zw; nem mukodik:

2

(i,i)- (i,i) = -1—-1= =2
m Otletado kérdés: az 1-dimenzids térben mi az abszollt érték?
Az = a+ib szam abszolat értékének négyzete zz, és nem 72!
Eszerintz = (21,23, ...,2n) €S a W = (Wq, Wa, ..., W,) vektorok
skalaris szorzatanak egy lehetséges definicioja

Z-W=Z2{Wq +2oW; + - + 2,W,, vagy

Z-W=2Z1W1 + Wy + -+ -+ ZpWh.

13



Komplex matrix adjungaltja

D Az A komplex matrix adjungaltjan (vagy Hermite-féle
transzponaltjan) elemenkénti konjugaltjanak transzponaltjat
értjik. Az A adjungaltjat A*, vagy Hermite neve utan A" jeloli,
tehat A" = A",

m semmi koze a ,klasszikus adjungalthoz”!

) =1L -1 i =[]

T Az adjungalt tulajdonsagai Legyenek A és B komplex matrixok, ¢
komplex szam. Ekkor

e

1. (AP = A
2. (A+B)H = A" 4+ BM,
3. (cA)M = A"

4. (AB)H = BHAH.
m A valos transzponalas kiterjesztése.

14



Skalaris szorzas definicioja

D Komplex vektorok skalaris szorzata A C"-beli z = (21, 2, . . .
,Wp) vektorok skalaris szorzatan a

W:(W1,W2,...

,Zn) €s

Z-W:=Z1Wq + oW + - - - + Zow, = z"'w komplex skalart értjik.
P (1,i) és (i,i) szorzatai:

(1’1)'(151): .
(1,0) - (i0) = |
(171)’(1’1): .

i) (1,0) = ||

15



A komplex skalaris szorzas tulajdonsagai

T Legyenu,v,w e C" és legyen c € C. Ekkor

1. u-v=v-u

22U-(V+wW)=Uu-vV+u-w,

3. (cu)-v==c(u-v)esu-(cv) =c(u-v),

4 u-u>0hau#0ésu-u=0 hau=0.
m Kiterjesztése a valos skalaris szorzatnak!

m A harmadik tulajdonsagban felsoroltak barmelyike kovetkezik a
masikbol az elsé alapjan.

m Komplex vektor onmagaval vett skalaris szorzata valos!



Komplex euklideszi tér

D L!'Vc egy vektorter, és (.,.) : V x V — C olyan fliggvény, melyre
barmely u,v,w € V vektorok és c € C skalar esetén

C1 (u,v) = (v, u) konjugalt szimmetria

2 (u,cv) = < V) homogenitas a 2. valtozoban
C3 (u,v+w) = (u,v) + (u,w) additivitas

Ch (u,u)y >0, hau#0  pozitivitas

E (.,.) fuggvényt a V-n értelmezett komplex skalaris szorzasnak, a
skalaris szorzassal ellatott V vektorteret komplex euklideszi
ternek, vagy C folotti euklideszi ternek nevezzuk.



Komplex euklideszi tér

m Az elsé valtozoban a szorzas nem homogeén, hisz

(cu,v) = (v,cu) = c(v,u) = c(v,u) =c(u,v).

A komplex skalaris szorzas az elsé valtozoban nem linearis,
hanem Un. konjugalt linearis. Maga a komplex skalaris szorzas igy
nem bilinearis (hanem {n. szeszkvilinearis, vagy masféllinearis).

m A komplex skalaris szorzas definicioja a valos skalaris
altalanositasa, annak nem mond ellent.



Példak komplex euklideszi terekre

P (C"-beli skalaris szorzas Legyen A € C"*" invertalhatdo matrix.
Ekkor a
(x,y) = x"A"Ay
skalaris szorzas C"-ben.
M A C1-Cs4 ellendrzése helyett: jelolje B az A oszlopvektoraibol allo
rendszert, ami A invertalhatosaga miatt bazis, igy Aa € < B
attérés matrixa: Xe = Ac5X5.

X -y =Xgye = (AcnXp) AccYB
= xHAT, CAc BYB.
lgy az
x"AM Ay
képlet a standard skalaris szorzas eredménye a B bazisban felirva.
19



Példak komplex euklideszi terekre

P Cla, b]-beli skalaris szorzas A folytonos [a, b] — C fuggvények
Cla, b] vektorteren az
b_
=/m
a

integral komplex skalaris szorzast definial.
M Legyen f,g,h € Cla, b] és c € C. Ekkor
C (f,9) = 7 fg = Jy of = [ 9F = g. D)
C2: (cf,9) = Jy g =T [ fg = T{fq),
(f,cg) = [ f(cg) = c [ fg = c(f. 9),
C3: (f,g+h) = [ flg+h) = [ fg + [ fh = (f, g) + (f, h).
Ch: (f,f) = ja ff= ja If> > 0, ha f nem a zérusfiiggvény, és
természetesen a zérusfuiggvenyre (0,0) = 0.

20



Tavolsag és a meroleges vetités komplex terekben

D Komplex vektorok hossza, tavolsaga, merdlegessége A komplex
u € C" vektor hossza, abszolut értéke vagy normaja
lull = |u] = v/u - u, két vektor tavolsaga megegyezik kiilonbsegik
hosszaval, azaz u,v € C" vektorok eseten d(u,v) = |lu — v||.
Két vektort merolegesnek tekintiink, ha skalaris szorzatuk 0.
Két vektor szoge nem definialhato a szokasos modon.

T Meroleges és parhuzamos 0sszetevo

Az x vekRtornak az e egységvektor egyenesére esé meroleges
vetiilete: e(e - x) = (ee)x,
X ra merdleges Gsszetevije: x —e(e -x) = (1 — ee™)x

B eelx- (x —eex) = (ee"x)"(x — eeMx) = x"eeMx — x"eel'eel’x = 0

21



CBS- vagy CS-egyenlotlenség

T

Cauchy-Bunyakovszkij-Schwartz-egyenlétlenség

Legyen V egy valdos vagy komplex euklideszi tér. Tetszéleges
X,y € V vektorra

|06 YO < (1[Il -

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha x és y linearisan
0sszefliggok, azaz ha egyik vektor a masik skalarszorosa.

22



B Ha x =0, akkor a tétel allitasanak mindkét része nyilvan igaz.
- Hax# 0, akkor legyen e = ”X”
- Az y vektor e-re merdleges 0sszetevoje: y — e (e,y) .
0 < Jly—e(e v’
<y_ e<e7y> Y — e<e7y>>

3

2 (y,y) — (v, ele,y)) — (e fe,y),y) + (e(e,y),e(e,y)
ZvIZ - (e.y) (v, &) — (e, (e,y) + (e, (e,y) (e, &)
= [lylI* = (e,y) (e,y) — (e, y) (e,y) + (e,y) (e, )
= |IvII* - II{e, )|
o WP
= IVl - =

Ebbol atrendezéssel [(x,y)| < [|x||lv]] v
- Egyenoség akkor all fenn, hay —e(e,y) =0 ~» x és y lin.o.f

23



Két tovabbi alaptétel

T Haromszog-egyenldtlenség L'V (valos vagy komplex) euklideszi
ter. Ekkor barmely x,y € V vektorra ||x +vy/| < [[x]| + ||v|.
= <= egyik vektor a masik nemnegativ (€ R) konstansszorosa.

T Pithagorasz-tétel L!' YV komplex vagy valos euklideszi tér. Ha x Ly,
akkor [|x + y|[2 = [Ix|[2 + [ly||%

B IM+VW—WX+MX+W

2 (%,X) + (X,¥) + (v, X) + (¥, )

= [IXII* + (x,y) + (¢, y) + [yl
= [IxII* + Iyll* + 2Re (x,y)

[IN]

Ha x Ly, akkor (x,y) = 0, igy [Ix + yII* = [IX]|* + [ly|I*

m A megforditasa csak valosban igaz! (Re (x,y) =0 <= (x,y) = 0).

P x=(1,i), y = (2i,1) nem merdlegesek, de |(1,i)]> = =5,
|(1+2i,1+1)|? =7, azaz |x +y|* = |x]> + |y|*. 2
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