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Az elemi linearis algebra svajci bicskaja = elemi sormuveletek




Ismeretek, képességek, célok

+ Linearis kombinacio (ires halmazé is), fliggetlenség, fliggdség
« Lépcsos alak/Gauss, redukalt [épcsos alak/Gauss—Jordan

- Egyenletrendszer megoldashalmaza

» Generatorrendszer, bazis, dimenzio

« Kitlintetett alterek: AV(A), S(A) = O(AT), O(A) = S(AT), N(AT)
+ Alinearis algebra alaptétele

+ A sortérbe eso egyetlen megoldas

« Determinans definicioja és kiszamitasa

Aki mar nem emlékszik a test és a vektortér fogalmara, az az elso
eléadason F test alatt értse az R vagy a C testet, F folotti V
vektortéren pedig az R" vagy az R*> tereket. Az el6bbi vektorai a
rendezett szam-n-esek, mig az utobbi vektorai az olyan végtelen
sorozatok, melyekben véges sok elemet kiveve minden elem 0.



Elemi sormlveletek, lépcsos alak



Elemi sormuveletek

- Egy matrix sorain végzett alabbi mUlveleteket elemi
sormUveleteknek nevezziik:

» Sorcsere: két sor cseréje (S; «» Sj: az i-edik és a j-edik sorok
cseréje.)

« Beszorzas: egy sor beszorzasa egy nemnulla szammal (¢S;: az
i-edik sor beszorzasa c-vel, ahol ¢ # 0)

« Hozzaadas: egy sorhoz egy masik sor konstansszorosanak
hozzaadasa (S; + cS;: a j-edik sor c-szeresének az i-edik
sorhoz adasa).

- Hasonloan definialhatok az elemi oszlopmuveletek (O; <+ 0;, c0;,
O+ COJ‘).



Lépcsos alak

D Egy matrix [épcsos alaku, ha

1. a 0-sorok (ha vannak) a matrix utolso sorai:

2. barmely két egymas utan kovetkez6 nem-0 sorban az also
sor elején (legalabb eggyel) tobb 0 van, mint a folotte [évd
sor elején.

A nemnulla sorok elso zérustol kiilonbozo elemét foelemnek,
vezérelemnek vagy pivotelemnek hivjuk. Egy foelem oszlopanak
fooszlop vagy bazisoszlop a neve.

- A kovetkezd matrixok lépcsos alakiak:

T -2 3 —4 010110
32 10 0 0 -5 6 000101
lo4]’[o1]’oooo’oooo11

0 0 0 O 000000



Lépcsos alak és rang

T Barmely test feletti matrix elemi sormuiveletekkel [épcsos alakra
hozhato.

bal oldali nulloszlopok letakarasa

sorcsere utan ayp # 0

S — 3—1”151 utan am alatt minden elem 0.

takarjuk le az els6 oszlopot és az elso sort, és ha nincs tobb
sor, VEGE, ha van, menjink a 1 pontra.

= @ N =

T Egy matrix barmely lépcsos alakjaban azonos a nemzérus sorok
szama, és

D e szamot a matrix rangjanak nevezziik.



Redukalt lépcsds alak ( = reduced row echelon form)

D Egy matrix redukalt [épcsos, ha

1. lépcsos alaky;

2. minden foelem egyenlo 1-gyel;

3. a foelemek oszlopaiban a féelemeken kivil minden elem 0;
- Vezeregyes
- A kovetkezd matrixok redukalt [épcsos alaklak:

1T -2 0 —4 0100 0 1
10 0 1 0 01 6 00010 1
loo]’loo}’ooo of” (0000 11

0 00 O 000000

- Algoritmus: oszloponként haladva eldszor a vezérelemek alatt,
majd csak utana az utolso oszloptol kezdve folottik eliminalunk!



Redukalt lépcsos alakra hozas

P Hozzuk redukalt lépcsds alakra az

1
1
2
O S$—-5 1 3 0 o 15 1 3 O S3+4S, 1 O 3
2l 2% o —2 2| =0 1 1l =2 |o o1 ).
4 0 0 0
1
2

DR
M1 |1 1
2 2 0 —4 4 —4 4 0
1 3 0] 11 2] s,=sy [1 1 2] 3% [1 0 3
M2 [1 1 2[22% 01 3 o " |o 2 —2| 2 |0 1 —1
2 2 4 2 2 4 00 0 00 O

T Aredukalt lépcsos alak egyértelmdi

Egy test elemeibdl képzett barmely matrix redukalt [épcsos
alakra hozhato. Ez az alak egyeértelmd.

- A MATLAB-tipusl nyelvekben rref () ez a fliggvény.



Egyenletrendszerek megoldasa



Gauss-modszer

D

m

P

M

Az egyenletrendszer konzisztens, ha van megoldasa, egyébként
inkonzisztens.

A Gauss-modszer, -kikiiszobolés vagy -eliminacio: lin.egy.rsz.
megoldasa lépcsis alakra hozassal (oszloponként haladva). A
fooszlopok valtozoi: kotott valtozok, a tobbi a szabad. Megoldas
visszahelyettesitéssel (backward substitution).

. X+y+z=2 .
Oldjuk meg az egyenletrendszert Gauss-modszerrel!

y+z=3
.- oL .. Y T 1 2.
Az egy.rsz. bovitett matrixa mar lepcsos alaku: lo - 3], gy a
megoldas visszahelyettesitésekkel megkaphato:
X =1 =1 0

yl=13-t| = 3|+ |-1]|t
z t 0 1 9



Gauss-Jordan-modszer (megoldas rref-ra hozassal)

AN
N W N
- W w N

S O O
O O 4o
N

0

- Tehat az egyenletrendszer egyetlen megoldasa (x,y,z) = (1,3, -2).

O O O -~
SO O N

O O

(@)

S A O

0

- O O

0

O O 4

O A N= N
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Gauss-Jordan-modszer - tobb megoldas

121 2 1|1 121 2 1] 17 s
- 1233 10l =>l002 1 0|-1]>¥
367 8 3|1 0000O0|O0
12 0 3/2 1) 3/2 X1 42X +%X4+X5:§
00 1 12 0|-12| — : :
000 0 0| O St oXe  =—3

A kotott valtozok: xq, x3, @ szabad valtozok: x, = s, X4 = t, X5 = U.

X1 225 3ty 3 -2 3 -1
X3 S 0 1 0 0
- x| = —7 -1t =|-3|+s| o +t|—F|+u| O
X4 t 0 0 1 0
| X5 | i u | i 0_ i O_ i O_ 1]

"



A megoldasok terei



T Egy n-ismeretlenes F testbeli egyltthatos homogén linearis
egyenletrendszer megoldashalmaza alteret alkot F"-ben (azaz
zart a vektorok 6sszeadasara és skalarral szorzasara nézve).

D Az A egyutthatomatrixi homogeén linearis egyenletrendszer
megoldasainak alterét az A matrix nullterenek nevezzik és
N (A)-val jeloljik.

1 2 2 1
P Hatarozzuk mega |1 2 3 1| matrix nullterét:
3 6 8 3

1
3
7
X1 =28 = —t —u
X2
M X3| =
X
X5

|
O Nlw
+
<
- O O O

OOOAI\.)
_|_
—~
\

O NI
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Az inhomogeén linearis egyenletrendszer megoldasai

T Homogén és inhomogén egyenletrendszer megoldasai
Az inhomogen linearis Ax = b egyenletrendszerre:

inhomogen inhomogen egy Ax = 0 homogen
0sszes =| tetszbleges |+ rész 6sszes
megoldasa megoldasa megoldasa

i

13



Linearis fuggetlenseg




Explicit
vektoregyenlet

Implicit
egyenlet(rendszer)

egyenes r=rg+tv Ax+ By =C
Sikban pont F=ry AX+ By =G

AoX + Bgy =0
sik r=ro+su-+tv AX+By+Cz=D
egyenes r=ro+tv AX + By + Gz = Dy

. AX+ Boy+ Gz =D
Térben ’ W :
pont r=rop Aix + By + Ciz = Dy

AoX + Bzy + Cz=D,

Asx + B3y + Cz= D3
hipersik  r=ro+tiUs+... +thUp—1 @QX1+ QX2 +...+AnXn = Db
sik r=ro+su+tv n — 2 fuggetlen?? egyenlet

R"-ben
egyenes r=ry+tv n — 1 fluggetlen?? egyenlet
pont r=ro n fuggetlen?? egyenlet

14



Vektorok linearis fliggetlensége, linearis osszefiiggosege

k
D {vi,...,Vp} C Vg linearis kombinacioja > ¢v; (¢; € F).
i=1
Az Ures vektorhalmaz barmely lin.komb-ja 0.
v

-y

D {wi,...,Vg} linearisan fuggetlen, ha egyik sem all el6 a tobbi
lin.komb-jaként. (egy vektorra is jo: {v} fiiggetlen, ha v # 0)
Linearisan fliggd, ha nem fiiggetlen (van olyan, amelyik eléall)

T {vi,...,V} linfiiggetlen <= Y°F . cv; = 0 csak
C1=0C =...=Cp=0esetén all fenn. 15



Linearis fliggetlenség végtelen sok vektor esetén, bazis

D AMHa B = {vy,Vs,...,Vy,...} veges vagy vegtelen vektorhalmaz
linearisan fuggetlen, ha minden véges részhalmaza linearisan
fuggetlen.

D AMH B generatorrendszer V-ben (kifesziti V-t), ha barmely v e V
vektor eldall veges sok B-beli linearis kombinaciojaként.

D AMH BaV egy bazisa, ha (1) linearisan fuggetlen, (2)
generatorrendszer.

T Minden vektortérnek van bazisa.

A zérustéré az Ureshalmaz. (Zéruster = {0})



Bazis és dimenzio

A L'V vektortér, és B = {v;,V,,...,Vp} C V. A kdvetkezok
ekvivalensek:

- B linearisan fuiggetlen generatorrendszere U-nak (azaz bazis),

- B minimalis generatorrendszer,

- B maximalis fliggetlen vektorokrendszer.

T Bazis-tétel Ha a V vektortérnek van n-elem( bazisa, akkor
minden bazisa n-elemu.

D AV vektortér n-dimenzios, ha van n-elemi bazisa. (véges
dimenzios vektortér)



Sormodell: lin. egyenletrendszer mo-a = hipersikok metszete

X+ y=3 X+2y=3 . X+2y=3
az es az
X+2y =4 2X+ 4y =7 2X+ 4y =6
\\\ N
N \\‘




Sormodell 3D-ben

=

= 245

19



Oszlopmodell: jobb oldal = oszlopvektorok linearis komb-ja

X+ y=3 X+2y=3 s X+2y=3

X+2y=4 X4+ 4y =7 2X+ 4y =06
T 2 Bl s 121, 2 B '1X+2_3
1 2|V 4] |2 o= 7 2 |V 6]

20



Kifeszitett altér

D

v >

aw={vieVr:i=1,2,...} vektorrendszer altal kifeszitett alter
span(Vy, Vs, ... ) az 0sszes belolik képzett linearis kombinaciok
altere, azaz

{c,-wv,-w+...+c,»kv,-k:ch,...,c,-keF, Uj,...,U; eW}.

R

span(Vq, Vo, ...) < V, azaz altér.
span(Vvy, Vo, ... ) a minimalis altér azok kozott, melyek
tartalmazzak a vq, vy, ... vektorokat.

21



Egyenletrendszer megoldhatosaganak feltétele

D Egy matrix oszlopvektorai altal kifeszitett alteret oszloptérnek, a

sorvektorai altal kifeszitett alteret sortérnek nevezzuk.

Az A € F™*" matrix sortere F" altere, oszloptere F™ altere.

A sortere: S(A) vagy Row(A), oszloptere: O(A) vagy Col(A)

(b € O(A) feltétel) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor

oldhato meg, ha b eléall az A oszlopainak linearis

kombinaciojaként (b benne van A oszlopterében). A linearis

kombinacio egyutthatoi megegyeznek a megoldasvektor

koordinataival.

T (Matrixrangos feltétel) Az Ax = b egyenletrendszer pontosan
akkor oldhatd meg, ha az egyltthatomatrix és a bdvitett matrix
rangja megegyezik, azaz ha

r(A) = r(Alb).

— — >

22



A linearis algebra alaptétele




Sortér és oszloptér valtozasa elemi sormuveletek kozben

T Sortér és oszloptér valtozasa
Elemi sormiveletek kRozben a

. sorter nem valtozik és az
- oszlopvektorok Rozti linearis kapcsolatok nem valtoznak.

K Legyen B az A matrix egy lépcsds alakja. Ekkor
1. A és B sortere megegyezik,
2. az A oszlopvektorai kozt [évo linearis kapcsolatok azonosak a
B ugyanolyan sorszamu oszlopai kozti lin. kapcsolatokkal,
3. B nemzérus sorvektorai linearisan fluggetlenek,
4. a fooszlopok A-ban és B-ben is linearisan fliggetlenek.

23



Matrix, rang, dimenzio

-

A Dimenzi6 = rang
Egy matrix rangja, sorterenek dimenzioja es oszlopteréenek
dimenziéja megegyezik. (Ebbdl kbvetkezéleg r(A) = r(AT).)

T Dimenziotétel - rang-nullitasi tétel
Barmely A € F™*" matrix eseten a sorter dimenziojanak
(=rangjanak) és a nulltér dimenzioéjanak (=nullitasanak) ésszege
n. Keplettel:
dim(S(A)) + dim(N(A)) = n.

B kotott valtozok szama + szabad valtozok szama = n

24



Valos matrixok sor- és nulltere

D

Egy valos vektortér két altere merodleges, ha barhogy valasztva egy
vektort az egyik, egy masikat a masik altérbol, azok merélegesek.
Két altér kiegészito altér, ha V barmely vektora egyértelmien
eléall az egyik és a masik altérbe eso vektorok osszegeként.

AW <V altér merdlegesén a ra merdleges vektorok alterét
ertjuk, jele Wt (,W perp”).

A linearis algebra alaptétele

Minden valos matrix sortere és nulltere merdleges kiegészito
alterei egymasnak.

S(A)L = N(A), OAT)L = N(A), N(A)T = S(A), O(A)L = N(AT).
Minden x vektor egyértelmien eldéall egy sortérbe és egy
nulltérbe eso vektor 0sszegeként.

Az A matrix négy kitiintetett altere: S(A), N'(A), O(A), N(AT). e



Az elemi sormuveletek alkalmazasai




Az altérbe tartozas vizsgalata

P Hatarozzuk meg, hogy a vi = (1,0,1,2), v, = (—1,2,—-2,1) és
vz = (1,1,1,1) vektorok altal kifeszitett alternek eleme-e az
u=(-1,2,-3,6) vektor! Adjunk meg egy ezt bizonyito linearis
kombinaciot! Mutassuk meg, hogy aw = (—1,2, —3, 4) vektor nem
eleme az altérnek!

M X1Vq + XoVo + X3V3 = U ( = w) megoldasat keressiik. A szimultan
egyenletrendszer matrixa [vq v, v3 | u wl.

T -1 1 =1 T 0 0 3 3
0 21 2 2 0O 10 2 2
%
1T -2 1|-3 =3 00 1-2 =2
2 11 6 4 0 0 0 O 1

amibél (x1,x2,x3) = (3,2, —2), és w valoban nem all el6 linearis
kombinacioként, mert a w-t tartalmazo egyenletrendszer

B 26
ellentmondasos.



Linearis fiiggetlenség eldontése

K Legyen A= [a1 aH ... a,?]! Az alabbi allitasok ekvivalensek:
* az aj, ay,.., a, vektorok linearisan fuggetlenek;
+ az A egyltthatomatrixd homogeén linearis
egyenletrendszernek a trivialison kivil nincs mas megoldasa;
+ az A lépcsos alakjanak minden oszlopaban van féelem, azaz
r(A) = k.
P Mutassuk meg, hogy a 4-dimenzios (1,2,3,4), (0,1,0,1) és
(1,1,1,0) vektorok linearisan fuggetlenek.
M A vektorokbol képzett matrix és lépcsos alakja

1T 0 1 1T 0 1
2 1 1 0o 1 -1
30 1 - 0 0 -2/’
4 1 0 00 O

ami azt mutatja, hogy a hom.lin.egyrsz-nek csak egyetlen

megoldasa van, azaz az oszlopvektorok linearisan fliggetlenek. o



Altér bazisanak meghatarozasa - sorvektorokkal

P Hatarozzuk megaz (1,1,0,-2), (2,3,3,-2), (1,2,3,0) és (1,3,6,2)
vektorok altal kifeszitett altér egy bazisat!
1M Sorvektorokkal:

71 0 =2 71 0 =2 71 0 =2
2 3 3 =2 0 1 3 2 0O 1 3 2
= =
17 2 3 0 0 1 3 2 0O 0 O 0
17 3 6 2 0 2 6 0O 0 0 0

A bazis vektorai (1,1,0,-2), (0,1,3,2).

28



Altér bazisanak meghatarozasa - oszlopvektorokkal

2M oszlopvektorokkal a redukalt [épcsos alakbol:

1 2 1 1 172 11 T2 11 1T 0 -1 =3
1 3 2 3 o1 1 2 o 1 1 2 0 1 2
— — —

0 3 3 6 0 3 3 6 0O 0 0O 0 0 O

-2 -2 0 2 0 2 2 4 0O 0 0O 0 0 O 0
Ennek alapjan:

1 1 2 1 1 2

2 1 3 3 1 3

= — s =-3 2
3 0 + 3 6 0 + 3
0 -2 -2 2 -2 -2

29



Koordinatas alak felirasa (az elobbi bazisban)

P Jelolje B={(1,1,0,-2),(2,3,3,—2)} a bazist. A redukalt lépcsds
alak nemzérus soraibol
170 -1 -3
0 1 1 2

kapjuk a négy vektor koordinatas alakjait:

el B,

30



Sortérbe eso egyetlen megoldas




Valos egyiitthatos egyenletrendszer megoldasai

T

Linearis egyenletrendszer megoldasai

Minden valos egylitthatés megoldhato (Ronzisztens) linearis
egyenletrendszerre igazak a kovetkezé allitasok:

« egyetlen megoldasa esik az egylitthatomatrix sorterébe;

- a sortérbe esé megoldas az 0sszes megoldas Roziil a
legkisebb abszolat értékd;

- az 0sszes megoldas eloall tgy, hogy a sortérbe eso
megoldashoz hozzaadjuk a homogén rész dsszes
megoldasat.

31



Megoldasok és a kitlintetett alterek

- Legyen A € R3<3 r(A) = 2.
- Ekkor dim(S(A)) = dim(O(A)) = 2, dim(NM(A)) =3 -2 =1.

NA) N (AT)

x>
L]
o

0 0

SM =R . O(A) = S(A)

32



A sortérbe es6 megoldas meghatarozasa

P Allitsuk eld a kovetkezd egyenletrendszer 0sszes megoldasat a
sortérbe eso egyetlen megoldas segitségével.

X+y+z+w=3

X+y—z—w=1
M A bovitett matrix és redukalt lépcsds alakja:

11 1 13 17100 2
—

7T 1T =1 =11 0O 0 1 11

- Az egyenletrendszer megoldasa:

X 2—S 2 —1 0
% S 0 1 0
z 1—t 1 i 0 i —1
|w t 0 0 1

33



A nulltereta (—1,1,0,0) és a (0,0, —1,1) vektorok feszitik ki. A
sortérbe es0 megoldasvektor ezekre meréleges:

—X+y =0
-z+w=0

Ezekkel kibdvitve az egyenletrendszert, majd megoldva

171 00 2 100 0 1
00 1 11 0100 1
—
~1 1 00 0 00 1 0 12
00 -1 10 000 1 12

tehat a sortérbe esé mo.: (1,1,1/2,1/2), az 6sszes mo.:

X 1 —1 0
y 1 1 0
= S t
Z 1/2 + 0 * —1
w 1/2 0 1

34



Determinans




Motivacio: paralelogramma elojeles teriilete

1V
Vv
A f(CU,V) :Cf(U,V), éSf(U,CV) :Cf(U,V) u

A f(U,V) - _f(va U)

A f(u,v) = f(u+cv,v) = f(u,v + cu) ﬁ \W

35




Definicio

D Determinans (elemi sormuveletekkel)
Determinans az a test folotti negyzetes matrixokon értelmezett
skalar erték( fuggvény, amely

D1 értéke c-szeresere valtozik, ha egy sorat c-vel szorozzuk,
D2 —1-szeresére valtozik kiilonb6zo sorok folcserélésekor,
D3 nem valtozik a hozzaadas sormUvelete kozben,

D4 az egységmatrixhoz 1-et rendel.

36



Definicio

m det kiszamitasa: elemi sormUveletekkel a determinanst olyan
alakra hozzuk, melynek vagy van egy zérussora, vagy haromszog
alaka.

P Pascal-haromszoghdl képzett matrix determinansa:

(O T | T N T O B Y T O I
12 3 4 _012 3_fo12 3_J0123_.
13 61 (025 9 001 3 (00 13
1410 20 |03 919 (0031 (000 1
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