Fels6bb Matematika Villamosmérnékoknek (2020) 5. Norma/Jordan/matrixfv./pozitiv matrix/matrixegyenlet

1. Szamitsuk ki az alabbi vektorok megadott normait!

u=(3,-1,6i,3), v=(0.1,-0.2,-0.2), p=1,2,00;
w = (3,4,5),p = 3.

Megoldas. ||u||; = |3| + |—i] + |6i] + |3] = 13,
Jull2 = VP — /35,

[alloe = max(|3], i, |6i], [3]) = 6,

[v]ly = |0.1] +|—0.2] + |—0.2] = 0.5,

[v]l2 = VO.12 + 0.22 + 0.22 = 0.3,

IV||co = max(|0.1] 4+ |—0.2| 4+ |—0.2|) = 0.2,
|wl|s = ¥/33 + 43 + 5% = 6.

2. Szamitsuk ki az
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matrixok Frobenius-, 1-, 2- és oo norméjat.

Megoldas. ||A||r =4+ 16 + 16 + 64 = 10,
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A szimmetrikus, igy ATA legnagyobb abszolutértéki sa-
jatértékének gyokét A sajatértékeibdl is megkaphatjuk. A
sajatértékei 0, és 10, igy o1 = 10, tehat ||A]2 = 10.
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BB :{0 0} ~ BB' sajatértékei 25, 0, igy | B2 = 5.

ICllr = V27 = 3V/3,
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C'C= |0 9 0| ~ C'C sajatérteke 9, igy ||C|l2 = 3.
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3. Van-e olyan valds elemi métrix, amelynek karakterisz-
tikus és minimalpolinomja a kovetkezd?

a) x(@) = (z = 12 — 22, px) = (z — 1)(z — 2)?

b) x(z) =2 +x+1, plz) =22 +2+1

c) x(@) = —(2—1)*(x—2)*(z—5), p(z) = (z—1)*(z—2)?
d) x(z) = (¢° =2 —4)? p(z) = (2° -2 —4)

Megoldas. a) Van:

1 0 0 O
01 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

b) Nincs, mert a minmélpolinom nem osztoja a karakte-
risztikus polinomnak. (Errsl polinomosztassal vagy a ma-
sodfoku polinom gyokeinek a hatodfokiba valo helyettesi-
tésével is meggydzédhetiink.) Egy egyszertibb megoldas:
ha osztéja lenne, akkor osztana a kiilonbségiiket is, de a
kiilonbség

20 —2? =22 — 1) =22 (22 + Dz — ) (z+ 1)

nem oszthato vele.
¢) Nincs, mert a minimélpolinomnak nem gyoke az 5, a
karakterisztikusnak viszont igen.

d) Van, a
0 0 4
B=|1 0 1
01 0
Frobenius kisérématrixra xyg(r) = pg(z) = 23 —x —4, igy
az
0 0 40 0 O
1 0 1/0 0 O
0 1 0{0 0 O
A=1500(0 0 4
0 0 0|1 0 1
0 0 0|0 1 O

matrix miniméalpolinomja valtozatlanul pa (7) = 23 — z —

4, hisz A polinomjanak blokkdiagonalis elemei B azonos

polinomjai, de xa (7) = (2® — x — 4)2.

4. Tegyiik fel, hogy az A matrix x(z) karakterisztikus
polinomjanak konstans tagja —1. Van-e olyan legfeljebb
(n — 1)-edfoki p polinom, melyre A~ = p(A)? Ha igen,
adjuk meg a x polinom segitségével!

Megoldas. Mivel x konstans tagja nem 0, ezért a 0 nem
sajatérték, tehat A invertalhato. A Cayley-Hamilton-
tétel szerint x(A) = O, igy x(A) + I = I. Mivel
x(x) + 1 oszthato z-szel, ezért (x(A) + DA™ = A™1,
igy a p(z) = (x(z) + 1)/ polinomra p(A) = A"

5. Egy 9 x 9-es A matrixnak a 2 kilencszeres algebrai
multiplicitdst sajatértéke. Az (A — 2I)* nullterének di-
menzidja k = 1,2,3 esetén rendre 4,8,9. Irjuk fel a J
Jordan-féle normalalakot és szamitsuk ki az e matrixot!

Megoldas. A nullitasokbol vagy grafikusan (1d. gyak. vi-
deo), vagy a rangok kiszamitésan keresztiil:

k 0 1 2 3

° nullitas 4 8 9

:: rang 9 5 1 0
dy, 4 4 1 0
n; 0 3 1

Igy harom 2 x 2-es és egy 3 x 3-as Jordan-blokkbol all a
normalalak, és mivel (e')’ = te'*, (e!*)” = t2e** ezért:
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6. Egy A € C'¥*13.as matrix sajatértékei A = 1,2.

A — T hatvanyainak rangja rendre:
A — 2T hatvanyainak rangja rendre:

10,8,6,5
11,9,8

Irjuk fel a karakterisztikus és a minimélpolinomjat, vala-
mint Jordan-féle normalalakjat!

Megoldas. A )\ = 1 multiplicitasa legalabb 13 — 5 =8, a
A = 2 multiplicitasa legalabb 13 — 8 = 5, de ez ki is adja
a 13-adfoki polinomot: x(z) = (1 — 2)%(2 — z)°. A rajz
vagy a tablazat A = l-re:

E 0 1 2 3 4
=l o+ 13 10 8 6
[X) dy, 3 2 2 1 0
° ni 1 0 1 1
A = 2-re:
E 0 1 2 3
[ ]
Py e 13 11 9 8
[ dk 2 2 1 0
n; 0 1 1

Ennek alapjan a Jordan-normaélalak
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Innen a minimalpolinom pu(x) = (1 — z)*(2 — z)3.

7. Legyen P egy tetszGleges vetitématrix. Fejezziik ki
az eF matrixot P segitségével! (Segitség: irjuk fel az

Hermite-polinomot!)

Megoldas. Ha a vetitématrix az egész térre vagy a zé-
rustérre vetit, akkor a maétrixa I, ill. O, ezek diagonalis
matrixok, igy el = eI, ¢© = I. P pontosan akkor vetits-
matrix, ha P? = P, azaz ha P2 —P = O, ahonnan P #0
és # Lesetén up(z) = 2% — z, és P sajatértékei 0 és 1.
Keressiik azt a p polinomot, melyre p megegyezik e”-szel
a P spektruméan, és amelynek foka legféljebb 1. Legyen
p(x) =ax+b, ekkor a-1+b=-¢e!, a-0+b= e, ahonnan
b=1¢ésa=e—1. Tehat p(z) = (e — 1)z + 1, és igy
eP = (e—1)P + 1. (Ez az I és O matrixokra is jo!)

8. Az alabbi matrixok koziil melyik reducibilis és melyik
primitiv?

A:

C= D=

== = O
o = OO
= —_0 = OO

Megoldas. Az A, B, D maétrixoknak megfelels graf erc-
sen Osszefiiggs, igy ezek a méatrixok irreducibilisek. C ese-
tén 2-b6l nem vezet ki 1at, igy ez a méatrix reducibilis (a
masodik és harmadik sor és oszlop cseréjével a harmadik

sor elsg és masodik eleme 0). A D irreducibilis méatrix-
nak van nemnulla diagonaleleme, igy ez primitiv. A és
B mindegyikének négyzete is irreducibilis, valamint van
nemnulla diagonalelemiik, igy primitivek. (Ha négyzetiik
valamilyen hatvanyanak minden eleme pozitiv, akkor az
eredeti matrixoknak is van olyan hatvanya, ami pozitiv.)

9. Hatarozzuk meg az A = [} 3] matrix p spektralsugarat

és Perron-vektorait. Lehet-e az %A matrix egy Markov-
lanc atmenetmatrixa? Ha igen, mi a stacionérius vektor?

Megoldas. A spektralsugar 5 (mivel a sajatértékek —1 és
5), a hozza tartozo jobb Perron-vektor p = (1/3,2/3), a
bal Perron-vektor q = (1/2,1/2), hisz ezek az 5-hoz tartozo
egységnyi 1-norméju pozitiv jobb, illetve bal sajatvekto-
rok. Az %A sztochasztikus, tehat lehet egy Markov-lanc
dtmenetmatrixa.

A A s
o (54) = [[1//2 }1/2} G

A stacionérius vektor ennek oszlopvektora: (1/3,2/3).
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10. Ha ||NkH = 0, akkor N nilpotens. Azt mond-
juk, hogy B aszimptotikusan nilpotens, ha klim ||Bk|| =0.
—00

Igy ha ||B|| = ¢ < 1, akkor B aszimptotikusan nilpo-

tens. Igaz-e, hogy ha B aszimptotikusan nilpotens, ak-

kor (I-B)™ ' = Jim (I+B + B? + - -- + B¥)? Mutassuk
—00

meg, hogy a kovetkez§ méatrix aszimptotikusan nilpotens.

01 2 1 1
L2011
X=>-[103 01
611 10 2 1

110 2 1

Megoldas. Az elsé allitas igaz, hisz

I-B)(I+B+...+B"=1-B""' — 1L
Tr—r00

1. megoldés az X maétrixra: mivel X nemnegativ és
minden sorGsszeg 5/6, igy a spektralsugar 5/6 < 1, tehat
limy oo X* = O, azaz X aszimptotikusan nilpotens.

2. megoldas az X matrixra: A norma definiciojabol ko-
vetkezik, hogy || B|| < ||B||¥, és a normék véges dimenzi6-
ban ekvivalensek, ezért, ha csak az egyik is kisebb, mint 1,
akkor a matrix aszimptotikusan nilpotens. Az adott mat-
rix esetén |Bllr = /32 > 1, B[l =1, |Blloc = 2 < 1.
11. Mely allitasok igazak az alabbiak koziil? A valaszt
indokoljuk!

a) Egy irreducibilis métrix hatvanya lehet reducibilis.

b) Egy reducibilis matrix hatvanya lehet irreducibilis.

¢) Ha egy irreducibilis matrix valamely hatvanya reduci-
bilis, akkor nem lehet primitiv.

d) Ha egy matrix irreducibilis de nem primitiv, akkor van
olyan hatvanya, ami reducibilis.

e) Ha C € R™*" primitiv és C* = C, akkor C pozitiv.

Megoldas. o) Igaz. Pl. a [{ }] matrix, vagy altalaban az
[e2 | es |- | e, | €1] matrix, melynek n-edik hatvanya I.
b) A definiciébol kovetkezSen hamis.



¢) Igaz. Ha A primitiv, akkor van olyan hatvanya, ame-
lyiknek minden eleme pozitiv, és ett6l kezdve minden hat-
vany minden eleme pozitiv. Ha viszont egy méatrix esetén
C = B" reducibilis, akkor van olyan elem, hogy minden
C™ = B™ hatvanyban ennck helyén 0 4ll, igy B nem
lehet primitiv.

d) Igaz. Mivel A irreducibilis, a megfelels grafban van
1-b6l 1-be vezets ut, tehat valamelyik A* hatvanydaban
aglfl) # 0. Ha A* irreducibilis lenne, akkor a nemnulla
diagonalelem miatt primitiv lenne, de akkor A is primitiv
lenne, ami ellentmond a feltételnek.

e) Igaz. Ha ugyanis C primitiv, akkor valamely paratlan
hatvanya pozitiv, pl. C**l dea C®=C helyettesitések-
kelO < C*T =C?'=.. . =C’=C.

12. Mely allitasok igazak az alabbaik koziil (I/H)?

a) A sgn fiiggvény (elGjelfiiggvény) értelmezhetd minden
olyan valds invertalhaté matrixra, melynek minden sa-
jatértéke valos?

b) Minden négyzetes komplex vagy valés matrixnak értel-
mezhetd a sinusa, mivel a sin fiiggvény definialva van
minden valos vagy komplex matrix spektruméan.

c) Az A matrix A sajatértékhez tartozo altalanositott sa-
jatvektorai a 0-vektorral invarians alteret alkotnak A-
ra nézve.

d) Nincs olyan matrix, amelynek a Jordan-féle normal-
alakja diagonalis.

e) Szimmetrikus méatrix 1- és co-normaja egyenld.

f) Sztochasztikus matrix spektralsugara 1.

g) Ha egy 3 x 3-mas valés matrix soraihoz tartozo
Gersgorin-korei paronként diszjunktak, akkor a matrix
sajatértékei valosak.

h) Minden pozitiv métrix pozitiv szemidefinit.

i) Ha egy vektor 2-normaja 0, akkor minden mas vektor-
normaja is 0.

j) Nemnegativ matrix spektralsugarahoz mint sajatérték-
hez tartozik nemnegativ sajatvektor.

k) Minden irreducibilis métrix primitiv.

) Nincs olyan 2 x 2-es duplan sztochasztikus matrix,
amelynek a determinénsa 0.

m) Ha egy 3-szor 3-as matrixnak pontosan két kiilonbo-
76 sajatértéke van, akkor a Jordan-féle normalalakja
pontosan két Jordan-blokkbol all.

n) Minden pozitiv nilpotens matrix reducibilis.

0) Ha A irreducibilis és sztochasztikus, és egységnyi sa-
jatértekei a harmadik komplex egységgyokok (1, —1/2+
iv3/2, —1/2 — iV3/2), akkor A imprimitiv, és létezik a
lim,,_yoc A" hatarérték.

Megoldas. a) I. Az invertalhaté méatrixoknak 0 nem sa-
jatértéke, a sgn fliggvény pedig minden mas helyen akar-
hanyszor difthaté. b) I. ¢) I. Ui. a A-hoz tartozo alta-
lanositott sajatvekotorok egy V alteret alkotnak, melyet
A — )\l 6nmagaba visz, mivel Jordan-bazisanak vektora-
it e béazis elemeibe vagy a 0-ba viszi. Ha x € V), akkor
(A-MNDx =y eV, ésigy Ax =y + Ax € V. Tehat V
invarians altere A-nak is. d) H. Minden diagonalizalhato
métrix Jordan-féle normalalkja diagonalis. e) I. f) I. (Pl
mert spektralsugara a minimalis és maximélis oszlopossze-
gek kozé esik). ¢) I, hisz valos métrix komplex gyokei egy-
més konjugaltjai, igy nem eshetnek kiilénb6z6 Gersgorin-
korbe. h) H, pl. a [3 2] matrix pozitiv, de indefinit, hisz
determinansa negativ. i) I. j) I, (Perron—Frobenius-tétel

— gyenge valtozat). k) H. [) H, pl. Hﬁ Zz] determinansa
0, de duplan sztochasztikus. m) H, ha diagonalizalhato,
akkor 3 Jordan-blokkbol all. n) I. Ugyan pozitiv mat-
rix nem lehet reducibilis, de pozitiv matrix nilpotens sem
lehet, hisz pozitiv matrix semelyik hatvanya nem lesz O-
métrix. Igy mindegyikiik reducibilis, hisz senki nem tud
mutatni olyan pozitiv nilpotens matrixot, mely ne lenne
reducibilis. o) Hamis. Az ugyan igaz, hogy A imprimitiv,
mert ha primitiv lenne, csak az 1 lenne a spektralkéron,
de imprimitiv matrixra a lim., A" hatarérték nem létezik,
csak a hatvanyok atlagainak hatarértéke.

13. Oldjuk meg az
A1XB1 + AQXBQ = C, és az
A XB; + A,XB, =D

matrixegyenleteket, ahol

0 1 0 1 11 1 2
Al = |:1 0:| 9 A2 = |:1 1:| 9 Bl = |:0 1:| 9 B2 = |:1 0:| )
= 0 0 2 3 1 1
e I AL
Megoldas. Megoldandé a

k
<Z B ® Ai> x = vec(C)

i=1
egyenlet.
0 2 0 1
2 1 1 1
B @A +B) ® Ay = 003 0 1
3 210

Igy az egyenletrendszer bévitett matrixa és redukalt lép-
cs0s alakja:

020 1 2 100 0 2
(21116 o100
o 3013 " loo0o 10 1
3210 9 00010

ahonnan a megoldas az utols6 oszlopbdl leolvashato,
ugyanis x = vec(X):
2 1
X = [1 0].

A masik egyenletrendszer esetén

010 1

T 101 1
BI®A1+B2®A2=O101
1010

Igy az egyenletrendszer bévitett matrixa és redukalt lép-
cs6s alakja:

01 0 1 1 1 01 0 1

¢ 10111 01 0 01

"o 101 1l " Joo o0 10

1 01 0 1 0 0 0 0 O
ahonnan a megoldas (x,y, z, w) = (1,1,0,0)+¢(-1,0,1,0),

igy az Osszes megoldas

Lol



14. Megoldhato-e minden C € R3*3 matrix esetén az
AX+XB=C

Sylvester-egyenlet, ha

?

3
B=|1
1

w O =
S W =
~

1
A=]1
1

—_ = =
—_ = =

Megoldas. Nem, mert A egyik sajatparja (3,(1,1,1)),
mig B egyik sajatparja (—3, (0,1, —1)), azaz A-nak és —B-
nek a 3 kozos sajaterteke. Igy az I® A + BT @ I matrix
nem invertalhat6, tehat az (I® A + BT @ I)x = vec(C)
egyenlet nem oldhat6é meg minden C-re.

Feladatok az online tananyagbdl

8.3, 8.4 alfejezetek
Jordan-bazis egy lancbél
Jordan-bazis két lancbal
Jordan-féle normalalak
Jordan-féle normalalak egy sajatértékkel
Jordan-féle normalalak t6bb sajatértékkel
Jordan-féle normalalak
Diagonalizalhaté méatrix fliggvénye
Jordan-blokk fiiggvénye
Matrixszor valtozé exponencialis fiiggvénye
Matrixhatvany Hermite-polinommal
Exponencialis fiiggvény Hermite-polinommal
Matrix trigonometrikus fliggvénye



