FelsGbb Matematika Villamosmérnékoknek (2020)

1. Legyen n > 1 és az A € R™ ™ martix f6atlojaban
minden elem a, a tobbi eleme pedig b # 0. Mutassuk
meg, hogy a + (n — 1)b egyszeres, a — b pedig (n — 1)-
szeres sajatérték. Diagonizalhaté-e A? Ha igen, irjuk fel
diagonalizalasat!

Megoldas. Az (A — (a — b)), x, matrix minden eleme
b # 0, igy rangja 1, a homogén egyenletrendszernek (n—1)
linearisan fiiggetlen megoldésa van, igy ehhez a sajatérték-
hez (n — 1) linearisan fliggetlen sajatvektor tartozik, azaz
a — b legalabb (n — 1)-szeres gyoke a karakterisztikus po-
linomnak.

Az A — (a + (n — 1)b)I matrix olyan, hogy sorainak
Osszege a nullvektor, tehat rangja kisebb, mint n, igy van
a homogén egyenletrenszernek nemtrivialis megoldésa, de
nem lehet tbb, mint 1, mert a—b kiilénbozik (a+(n—1)b)-
t6l, igy ez a sajatvektor linearisan fliggetlen az eddigiektdl,
és tobb mint n darab linearisan fiiggetlen vektor nem le-
het. Az (a + (n — 1)b) érték is gyoke a karakterisztikus
egyenletnek, ami n-edfokd, igy mas gyoke nincs.

A-nak van n db linearisan fiiggetlen sajatvektora, tehat
diagonizalhato: A = XDX ™!, ahol

-1 -1 -1 -1 1
1 0 0 0o =
X—| 0 1 0 (I
o 0 o0 .. 1%

D =diag(a —b,a—b,...,a—b,a+ (n—1)b)

2. A legfeljebb harmadfoka valos polinomok Fslz] vek-
tortere 4-dimenzios. Tekintsiik a kovetkezs linearis (T :
Fs[z] — Fslz]) transzforméaciot: T'(p(z)) = (z + 2)p"(x).
Van olyan bézis, amelyben ennek a transzformacionak a
maétrixa diagonélis? Miért?

Megoldas. Tudjuk, hogy a diagonalizalhatosag a lineari-
san fliggetlen sajatvektorok szamatol fligg.

Els6 megoldas. Tekintiink egy bazist, és abban felirjuk
a trafé matrixat. e; =20 =1, e; = !, e3 = 22, eq = 2.
Tey =Tey =0, Tes = (x+2)2 =22+ 4, Teg = (x +
2)(6z) = 622 + 12z. A métrix tehat

00 4 0
0 0 2 12
0 0 0 6
00 0 O

A karakterisztikus polinom y(\) = A% minden gydke 0.
Nem lehet hasonlé egy diagonalishoz csupa nullaval a dia-
gonéalisdban, mert az csak a nullméatrix lehet. Nem diago-
nalizalhat6. (Tovabbi megfigyelés, hogy mivel egy métrix
kielégiti a karakterisztikus polinomjat, ez a matrix nilpo-
tens.) Vagy: Az egyetlen 0 sajatértékhez tartozo egyen-
letrendszernek (T'— 0 - I)x = Tx = 0 nincs 4 linearisan
fliggetlen megoldasa, mert r(T) = 2.

Masik megoldés. Olyan az® + bx? + cx + d polinomot
keresiink, amelyre (z + 2)(6az + 2b) = A(az® + bz? + cz +
d). Ha meg akarjuk oldani, kideriil, csak akkor van nem
azonosan nulla megoldas, ha A = 0. Az, hogy ez a trafo
nilpotens, onnan is latszik, hogy konstans elem képe a

4. Diagonalizalas, SVD

nulla polinom, legalabb els6fokué pedig alacsonyabb foki.
Igy t6bbszori alkalmazas utan mar csak az azonosan nullat
kaphatjuk.

3. Az A matrix egyik sajatértéke A = 2. Meg tudjuk-e
hatarozni a mésik két sajatértéket, ha A egyik elemét nem
latjuk tisztan?

-3 1 -2
A= 2 4 ?
6 —2 4

Megoldas. traceA = 5 = > \;, masrészt det(A) =
[L; i = 0, mert a harmadik sor az elsé konstansszorosa,
igy a harom sajatérték 2, 0, 3.

4. Déntsiik el, hogy invertalhato-e az alabbi maétrix, ha
annyit tudunk, hogy az ismeretlen értékek a [—1, 1] inter-
vallumbol val6é random szamok!

5 2 ¢ -1
-2 6 4 n
10 9 -1
-1 3 3 4

Megoldas. Jelolje az a-kozepi r-sugari Gersgorin koro-
ket KC5°%(a), ill. K2%%(a). A sor szerintiek K57 (5), K5°7(6),
KC5°7(9), K5°*(4), az oszlop szerintiek K3$%%(5), K2%%(6),
K$3%(9), K3(4). Az utobbiak egyesitésében nincs ben-
ne az origd, tehat a 0 nem lehet sajatérték, igy a matrix
invertalhato.

5. Irjuk fel az

3 -1 1
A= 0 2 0
—2 2 0

maétrix sajatfelbontésat és spektralfelbontasat! A spekt-
ralfelbontést felhasznélva hatarozzuk meg az A'°° matri-
xot!

Megoldas. Sajat és spektralfelbontas: A sajatértékek és
sajatvektorok meghatéarozasa az el6adéson a BSc-n tanult
és az el6adéason atismételt modszerrel az A—AI = 0 egyen-
letrendszerbsl meghatarozhato: xa(\) = —A3 + 502 —
8A + 4, a sajatértékek Ao = 2, A3 = 1. A sajatalte-
rek span((1,1,0),(—1,0,1)), illetve span((1,0,—-2)). Igy
a sajatfelbontéas a sajatvektorokbol képzett X matrixszal
A = XAX™', ahol

1 -1 1 01 0
X=1|[1 0 0|,D=diag(2,21),X " '=|-2 2 -1
0 1 -2 -1 1 -1

Ebbdl a Py és Py spektralvetitdk és veliik felirva az A =
2P + 1P, spektralfelbontés:

1 -1 1
A=2|1 0 {_g ; _(1)]+1 of [-1 1 —1]

0 1 —2

(2 -1 1 -1 1 -1

=2/ 0 1 O+ 0 0 0

-2 2 -1 2 -2 2

(Matlab/Octave kod a spektralvetitkre (a sajatalteret ki-
feszit6 vektorok nem lesznek azonosak, és itt a 2-hoz tar-

tozd sajatalteret az els§ és harmadik sajatvektor fesziti
ki):



>> [X Ll=eig(A)

X =
0.70711 -0.44721 0.40825
0.00000 0.00000 0.81650

-0.70711 0.89443 0.40825

L =

Diagonal Matrix
2 0 0
0 1 0
0 2

>> X1 = X~-1

X1 =
2.82843 -2.12132 1.41421
2.23607 -2.23607 2.23607
0.00000 1.22474 0.00000

>> P1 = X(:

,[1 31)*X1([1 31,:)

P1 =
2.00000 -1.00000 1.00000
0.00000 1.00000 0.00000
-2.00000 2.00000 -1.00000

>> P2 = X(:,2)%X1(2,:

P2 =
-1.00000 1.00000 -1.00000
0.00000 0.00000 0.00000
2.00000 -2.00000 2.00000

2. megoldas a spektralfelbontasra a sajatfelbontas nélkiil. Mi-

vel
P,+Py=1

2P + P> = A
ezért P1 = A —1és Py =21 — A.
A 100-adik hatvany: Mivel altalaban A™ = >~ \/'P;, ezért

AlOO — 2100131 =+ 1100P2

2 -1 1 -1 1 -1
=211 9 1 o|l+| 0 0 o0
2 2 -1 2 —2 2

[ glol _ 4 _9l00 L 1 9l00 _ 4 ]

0 2100 0
_9l0l {9 9l0l g 9100 | g

6. Hatarozzuk meg a csupa 1l-esb6l all6 J, «, matrix
spektralfelbontasat, és hogy mely altér mentén mely al-
térre vetitenek a spektralvetitsk!

Megoldas. J rangja 1, és a csupa egyesbdl 4llo 1 vektor
sajatvektor, mely az n sajatértékhez tartozik. Az n — 1
darab egymastol fiiggetlen (0,...,0,1,0,...,0,—1) alaka
vektorok mind a 0-hoz tartozé sajatvektorok, igy a 0 sa-
jatérték geometriai multiplicitasa n — 1, tehat megvan az
n sajatérték.

P+ Py=1
nPH,+»OPﬁ =J

Py az N'(J — nl) altérre vetit O(J — nI) mentén. Mivel

1-n 1 ... 1

1 1—-n... 1
rref (J—nI) = rref =[I|-1]

n—1,n

ezért N'(J —nlI) = span(1), és mivel J szimmetrikus, ezért
S(J —nI) = O — nl), igy O(J — nI) = span(1)*, ami
az 1 normélvektora hipersik. Ps esetén ugyanez a két tér
szerepel, csak forditott szereposztasban.

7. A kovetkezd matrixok koziil melyik normaélis, melyik
onadjungalt, és az dnadjungéltak koziil melyik indefinit?

0 2 -1 0 0 1
A=|-2 o0 1|, B=1|0 1 0],
1 -1 0 0 0 0
1 2 1 0 141 2
cC=1(2 3 0], D=|1-i -1 1
10 1 2 1 1

Megoldas. A ferdén szimmetrikus, tehat normalis
(AAT=ATA = —A?).

BB' # BB, B nem normalis.

C valos szimmetrikus, igy normaélis, egyuttal 6nadjun-
galt is. C jellege tobbféleképp meghatarozhato:
1. szimultdn sor és oszlopmiveletekkel diagonalizdlva:

1 2 1 1 0 0 1 0 0
2 3 0|—-|0 -1 -2 = |0 -1 0
1 0 1 0 -2 0 0 0 4

A C szignaturaja (2,1,0), tehat C indefinit. Csak a tel-
jesség kedvéért a fenti atalakitas szimultan sor- és oszlop-
miiveleteit megvaldsitdé matrixszorzasokat is kiirva:

100t 2 1]t -2 -1 [1 0 0
2 1 0[]2 3 0[|0 1 of=]0 -1 -2
-1 0 1f[1t 010 o 1] o -2 o0
1 0 0]t o o]t 0o 0] [t 0 0]
0 1 ollo -1 —2f]o1 —2/=]0 -1 0
0 -2 1/ [0 -2 of[0o 0 1] [0 o0 4]

2. Vezetd féminorokkal (mdsik nevén bal felsé aldetermi-
ndnsokkal): C aldeterminansai rendre 1, —1, —4. Ez nem
pozitiv definit, mert akkor 4+ + + lenne, és nem negativ
definit, mert akkor — + — lenne, a determinins nem 0,
tehat szemidefinit sem lehet: C indefinit.
3. Sajdtértékekkel: Programmal kiszamolva a sajatértéke-
ket: —0.68133, 1.35793, 4.32340. Ezek kozt van pozitiv és
negativ is, igy indefinit.

D o6nadjungélt, igy normalis. Jellege tébbféleképp meg-
hatarozhato:
1. Féminorokkal: D-nek mar az 1 x 1-es féminorai kozt is,
vagyis a féatloban is van pozitiv és negativ eleme, ezért
indefinit. Csak a teljesség kedvéért konkrét vektorral is
igazolva:

0 0
0 1 0/D 1] <0, [0 0 1]D|0]| >0.
0 1

2. Sajdtértékekkel: Programmal kiszamolva a sajatérté-
keket: —2.32887, —0.81856, 3.14743, ezek valéban mind
valosak, és van koztiik negativ és pozitiv is.

8. Unitéren diagonalizalhat6ak-e az aldbbi métrixok?

141 2—i i
A:{_g g},B: i1+i 2
21 i 1+4i

Ha igen, akkor az A esetén irjuk is fel a diagonalizaciot,
azaz a sajatfelbontast!



Megoldas. Az A ferdén szimmetrikus, tehat normalis,
igy unitéren diagonalizalhat6. A karakterisztikus polinom
X(A) = A% + 4, igy a sajatértékek +2i, a sajatvektorokbol
allo ortonormalt rendszerbdl felirt unitér métrixot U-val
jelolve a sajatfelbontas UAU ™!, ahol

R 280 41 [in1
1 R R O A R
A B esetén

8 1—-2¢ 142
14 2¢ 8 1—-2¢
1-2¢ 142 8

B"B =BB" =

tehat normalis, igy unitéren diagonalizalhato.

9. Definidlhat-e skalarszorzast a kovetkezd kvadratikus
alak: 322 + 6y — 222 + 2yz + by + 422

Megoldas. Matrixa

3 3 -1
B=| 3 5 1
-1 1 4
Ez csak akkor definidlhat egy (x,y) = x' By skalarszor-
zést, ha a kvadratikus alak (azaz B, a méatrixa) pozitiv

definit.
1. Szimultdn sor-oszlop miveletekkel:

3.3 -1 30 0 300
B=| 35 1/—=|0 2 2]/—-10 2 0
-1 1 4 02 4 00 2

B szignaturaja (3,0,0), tehat pozitiv definit.

2. Sajdtértékekkel: Programmal kiszamolva a sajatértéke-
ket: 0.30873, 4.51113, 7.18014, tehét pozitiv definit!

3. Vezetd fodminorokkal: Ezek értéke 3, 6, 10, tehat pozitiv
definit.

10. Vannak-e kongruensek az alabbi matrixok kozott?

= —_-0 O
—

1
1
0
1

— =
— o
_ O = =

1
1
1
1

O = =
e =)
_ o O =
—_ == O
=== O

Megoldas. A kérdés, hogy van-e olyan invertalhat6 M
maétrix, melyre A = MBM, ahol A és B a fenti matri-
xok koziil valamelyik kett? A valaszhoz elég meghatéaroz-
ni a hdrom matrix szignaturajat. A kordbban bemutatott
mobdszerek barmelyikével azt kapjuk, hogy mindharom
matrix szignataraja (2,1,1), igy mind kongruensek egy-
méssal. (Az els6 sajatértékei kézzel is szamolhatok: 0, 1,
(3+£+/17)/2, a tobbinél a szimultan sor-/oszlopmiiveletek
segitenek, vagy a szamitogeép).

11. Irjuk fel a valos
1 2 -1
A= {3 1 2}

szingularis felbontasat az elméleti részben ismertetett lé-
pésekkel, majd szamitsuk ki pszeudoinverzét!

6 3 .
3 14| Ennek karakterisz-

tikus polinomja p(A) = A? — 20\ + 75, ennek gydkei 15
és 5. A (B — 15I)x = 0 egyenlet normalt megoldasa
u = (ﬁ’%)' A (B — 5I)x = 0 egyenlet normalt

megoldasa uy = (—\/%,\/%), A v, = \/%

Vo = %ATuz képletekbe valo behelyettesitéssel:

Megoldas. B = AAT =

T ,
A'u; és a

R I B N I
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12. Elsallithato-e az x — Ax = [ 3 ?]x métrixleképezés

egy forgatas és egy ortonormalt bazis vektorai mentén va-
16 nyujtasok kompozicidjaként? Ha igen, melyek ezek a
leképezések?

Megoldas. A feladat az A polarfelbontasat kéri geomet-
riai nyelven.

A polarfelbontds fejben: Keressiik az A = PQ felbontést,
ahol P pozitiv szemidefinit, Q ortogonélis. Az A maétrix
szimmetrikus lenne, ha az els6 oszlopat —1-gyel szoroz-
nank, de az igy kapott matrix determinansa negativ, igy a
maéatrix nem pozitiv definit, de azza valik, ha két oszlopat
kicseréljiik. Mindez egyetlen matrixszorzassal megvalosit-

R

ami valoban egy pozitiv definit (mivel vezetd f6minorai 2,
3 pozitivak), és egy ortogonalis méatrix szorzata. Utobbi
(azaz az i — —j, j — 1) egy —m/2-vel, azaz —90° fok-
kal valo forgatas matrixa. A P = [2 1] karakterisztikus
polinomja

xp(A\) =det(P — M) = (2—\)? -1
=N —AA+3=(A-3)(A-1).
A X\ = 3-hoz tartozo sajataltér span(l,1), a A\ = 1-hez

tartozé span(1, —1).
2. Poldrfelbontds az SVD-bdl:

1 7-1 1 3 0 1 |1 1
SEARE S SR

B T 21 ot [0 1
P = UXU _[1 2],Q—UV _{_1 0}.



Feladatok az online tananyagbdl

8.1, 8.2 alfejezetek
Matrixhatvany sajatértékei, sajatalterei
Komplex sajatértékek és sajatvektorok
4 x 4-es matrix sajatértékei, sajatalterei
Maétrix diagonalizalhatosaga
Matrix diagonalizalhatésaga 2
2 x 2-es matrix sajatfelbontasa
3 x 3-as matrix sajatfelbontésa
Matrixpolinom sajatfelbontasbdl
4 x 4-es matrix diagonalizalhatésaga
4 x 4-es matrix diagonalizalhatésaga 2
Diagonalizalhatdésag eldéntése
2 x 2-es matrix sajatfelbontasanak diadikus alakja
Linearis transzformacio sajatértéke, sajataltere

9. fejezet
Ortogonalis diagonalizacié
Ortogonalis diagonalizalas kiilonb6z6 bazisokban
Matrixszorzat alakba iras
Kvadratikus alak baziscsere utan
Fétengelytétel alkalmazasa
Fétengelytétel alkalmazasa (3 x 3)
Kvadratikus alak diagonalizalasa elemi sormiiveletekkel
Definitség a sajatértékekbdl
Definitség a f6minorokbol
Szingularis érték szerinti felbontas (2 x 2)
Szimmetrikus matrix szingularis felbontasa
Redukalt és teljes SVD (3 x 2)
SVD (2x3)
Schur-felbontas (2x2)
Schur-felbontas (3x3)
Matrix unitér diagonalizalhatésaga
Definitség szimultan sor- és oszlopmiveletekkel
Cholesky-faktorizacio
SVD és polarfelbontas
SVD és pszeudoinverz
Matrix faktorizacigja
Az SVD geometriaja



