FelsGbb Matematika Villamosmérnékoknek (2020) 3. Ortogonalitas

1. A Gram-métrix és vetitGmatrix segitségével is szamol- d) A bazisfelbontas a redukélt lépcsés alak alapjan
juk ki a v = (3,1,3,5) vektornak a a; = (1,1,0,0),
ay = (0,0,1,1), a3 = (1,0, 1,0) vektorok 4ltal kifeszitett 3Ty o o

, % o 1 or s D=FG= 2 -1 .
altérre es6 merdleges vetiiletét! 10 0 1 -3

Megoldas. (1) Gram-maétrixszal:

Legyen A = [a; | a; | a1]. Ekkor a Gram-métrix A teljes oszloprangiu F és teljes sorrangti G inverzét a korabbi

modon szamolva

a;j-a; aj-as aj-as 2 0 1
G = |az-a; az-as as-as :ATA: 0o 2 1}, n 11 -1 =2 n 1 10 -6
ag-a; agz-a ag-ag 1 1 2 F :§|:1 _4 _5:|7G :ﬂ _g g
az a; - v szorzatok vektora
1 4 14 10
a; v 4 D =G'Ft=—_|-1 -14 -13
b= laz-v| =ATv= 8], 310 5 14 19

as - v 6

N . e) Az E matrix bazisfelbontasa
végiil a Ge = b egyenletrendszer megoldasa ¢ = (2,4,0), ami-

b6l a keresett vetiilet E { 2

AL

cial + c2az + czaz = Ac = A tortekkel valo szamolas minimalizalasa érdekében legyen

NN

E:BC:[ ][2 -1 -5].
(2) vetitdmatrixszal: A vetit6matrixot megado képlet P = —2
A(ATA)7'AT, ebbe helyettesitve a fenti A matrixot:

B'B=5,(B'B)' =1, CC" =30, (CC")' =L, igy
3 1 1 -1 3 2
1 1 3 -1 1 1 2 2
== = = 1 1
P=711 -1 3 1|0 Pv=P3 4 BN =21 -2, C" =5 -1
-1 1 1 3 5 4 -5
2. Szamitsuk ki a kovetkezd méatrixok pszeudoinverzét: 1 2 1 2 A
E*:—5 20 |1 [1 72]:—5 0|71 2
) 10 1 00 ' 5 ' -5 10
5 1 0 1 20
a) A = 0 —1 1] b)B=|3 —1| ¢)C= o 0 2| 3. Adjunk ortonormalt béazist az a; = (1,1,1,1), ap =
L 0 2 o 0 1| (—1,4,4,-1), a3 = (4,-2,2,0) vektorok &ltal kifeszitett
- altérben.
3 -1 -3 9 _1 _5
dyD=1| 2 -1 —-1| e)E= {4 9 10} Megoldas. Legyen by = a; = (1,1,1,1).
-1 0 2
- -1 1 -1
Megoldas. a) A teljes sorrangt. by — 8y — by (b]ay) _ | 461 _5] 1
AAT= |20 THaATy 121 bib: 7411 ! i ’ 71
-1 2 ~ 51 |1 26
) 10 5 Mivel csak bs irdnya szamit, az egyszertiség kedvéért folytat-
AT =AT(AAT) ! = = 1 —25 hatjuk a szamolast a by = (—1,1,1, —1) vektorral.
1 26
ba — aq — bl(b-lrag) . b2(b-2rag)
b) B teljes oszloprangi. 3= blb, blbs
T [10 -3 Tew1 1[5 3 4 1 -1 2
BB_L:& 5}’(BB) _H[?) 10} N el I B S I B I e
o 2 4|1 4 1~ -2
_ 115 12 6
+ _ T 1T 1 _
B"=(B'B) B = 1 [3 1 20] 0 1 1 2

A harom vektort normalva kapjuk az ortonormalt bazist:

¢) C teljes oszloprangi, tehat eljarhatunk tgy, mint a b) FLL 1), 31,11, —1), (1, 21,1, 1))
s\ d)h s s Ly Ly » o\ s Ly .

pontban. De észrevehetjiik, hogy C blokkdiagonéalis, amelynek

pszeudoinverze szintén blokkdiagonalis a blokkok pszeudoin- 4. Adjunk ortonormalt bazist az a; = (i,i,1,1), as =

(0,2i,1+1,1—1), a3 = (1, =1 +2i,2+1, —i) vektorok 4ltal

verzével:

1040 . kifeszitett altérben.
c_ |1 2o 10" [1 0
o o2 || o2 -3 i Megoldas. Legyen by = a; = (i,i,1,1).
0 0|1
0 i —i
+ H . . .
f -2 1 by —ap — D(Braz) | 20 )i ]
bi'b,; 1+i 1 i
1—i 1 —i




Hasonloan folytatva

. bl(bll_laS) . b2(bga3)

bs =as = =) bibs
1 i i 1
142 i il -1
2+i | 1] | i | 1
i 1 i 1

A harom vektort norméalva kapjuk az ortonormalt bézist:
{%(17 17 17 1)7 %(_ia i7 ia _i)7 %(17 _17 17 _1)}

5. Ortogonalizaljuk az {1, r, 2%} polinomrendszert a

<p,tJ>=/01pq

skalarszorzatra nézve. (1d. még az online ,Legjobb kozeli-
tés a polinomok terében” feladatot)

Megoldas. A legféljebb masodfokti polinomok P, terében az
a1 = 1, as = z, az = z* polinomok bézist alkot. Legyen by = 1.

1
(b1, a2) Jol-zde 1
by = az — bh=2—"2——1=a— =.
SR DT e Sz dz 2
Hasonl6an
<b17a3> <b27a3>
bs = as — b1 — b
T e T el
5 f011~a:2dx1 fol(m—;)n:de( 1)
=z — — ) —
f01 12 dz Ol(x —1)2de 2
_ 2 -
= m+6.

Tehat e skalarszorzatra nézve az 1, z — %, x> —x—!—% figgvények
a Po tér ortogonalis bazisat alkotjak.

6. Adjuk meg a kévetkezs matrixok QR-felbontasat:

1 -1 4

1 4 -2 3 2 Lo
A= B= C=|1 01

1 4 2 1 0 001 1

1 -1 0

Megoldas. Az A matrix oszlopaibol mar elkészitettiink a 3.
feladatban egy ortogonélis rendszert, igy annak jel6léseivel

bl 2 3 2
R=|bl|A=]|0 5 -2f,

bl 0 0 4

aZazZ
1 alreo2
A== 0 5 -2
211 1 1 0 4
1 -1 -1

A B matrix teljes oszloprangi, a kétdimenzios els6 oszlophoz
a kozépiskolaban tanult moédon valasztunk merdlegest, majd
norméljuk. (Ha a (—1, 3)-at valasztjuk, akkor R atlojaban ne-
gativ elem is lesz, igy (1, —3) a kivant valasztas.)

3 1 [a0 6
—_ _ O <

2
%) V10 V10

B =

A C maétrix oszlopaib6l (Gram-Schmidt ortogonalizaci6 al-
kalmazasaval) az (1,1,0), (1,—1,2), (—=1,1,1) iranyokat kap-
juk, amelyeket norméalni kell. (Mivel haromdimenziosak, a har-
madik az elsd ketts vektori szorzasaval is megkaphato, esetleg

(—1)-gyel szorozva, ha az R f6atlojaba negativ elem keriilne.)

Tl L o] 11 1
s vZ o2 2
R=| % %5%61017()@@
- v w0t 0 0 7
1 1 _17riL 1 1
V2 V6 V3l | vV2 v2o ov2
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7. Adjuk meg az alabbi egyenletrendszerek legkisebb ab-
szolutértékd optimalis megoldasat a normalegyenlet segit-
ségével, majd (az el6z8 feladatokban meghatarozott) psze-
udoinverz vagy QR-felbontas segitségével. Melyik egyen-
letrendszernek van egyetlen és melyiknek végtelen sok op-
timéalis megoldésa?

r— y+4z2=2
r+4y—22=06
r+dy+22=4"

=2

20 — y— 5z= 0
—4x 42y + 10z =15
r— Yy
Megoldas. Mindkét egyenletrendszer ellentmondésos, a méa-
sodik egyiitthatéméatrixa teljes oszloprangt, igy egyetlen opti-
malis megoldasa van (ami sziikségképpen a sortérbe esik).

Az Ax = b egyenlethez tartoz6 ATAx = A"b normalegyen-
let az els6 egyenletrendszer esetén

20 —10 -50 —60
—10 5 25(x=| 30
—50 25 125 150
A bovitett matrix redukalt lépcsss alakja
20 —10 —-50 —60
rref |10 5 25 30| =[1 -1/2 —5/2 =3
—50 25 125 150
Innen az 6sszes megoldas
x -3 1/2 5/2
yl=1 o+ |1 |s+]| 0]t
z 0 0 1

A sortérbe es6 megoldashoz vezets egyenletrendszer bgvitett
matrixa és annak redukalt 1épcs@s alakja

1 -1/2 —5/2 -3 10 0 —2/5
rref [1/2 1 0 o|=]o 1 0 1/5
5/2 0 10 00 1 1

Az 1.e) feladat E matrixanak pszeudoinverzével:

1 2 4]y, L [2
X = 75 30 —1 2 15 = 5 1
' -5 10 5

A masodik egyenletrendszerhez tartozé normalegyenlet bs-
vitett matrixa és annak redukalt 1épcsés alakja

4 6 4 14 1 0 O 3
rref |6 34 —4 36| =10 1 0 1/2
4 -4 24 4 0 0 1 -1/4

Tehat az optimalis megoldas (3,1/2,—1/4).
A 3. feladat A matrixdnak QR felbontésaval

N Z 7
QTID:5 111 =1 =103
1 -1 1 —1] 2) -1

2 3 2] [= [ 7]

Rx= 1|0 5 2| |y|l=] 3

0 0 4] |z |—1]

Ez utobbi egyenletbdl rendre z = —1/4, y =1/2, z = 3.



8. Adja meg a kovetkez matrix QR-felbontasat Givens-
forgatassal, majd Householder-tiikrozéssel!

8§ 3 —4
A=1]0 4 2
15 12 1

Megoldas. Givens-forgatds: Az elsS sor els6 elemével nullaz-
zuk ki a harmadik sor els6 elemét (a masodik sor els6 eleme
mar eleve nulla). r? = 64 4225 = 172, A; = Q, A, azaz

8 15

S 0 118 3 -4 17 12 -1
Ai=|0 1 ofl|l0 4 2/=]0 4 2

15 8

- g &) |15 12 1 0 3 4

A masodik sor masodik elemével nullazzuk ki az harmadik sor
miésodik elemét, r> = 9+ 16 = 52, és A = Q, A1, azaz

1 0 0 17 12 -1 17 12 -1
Ar=10 5 2 0 4 2/={0 5 4
0 _3 4 0 3 4 0 0 2
5 5
= -1 o~ [17 12 -1
A=QIQJAs= |0 i -2lo 5
1 24¢  3(l0 0 2
17 85 85
Householder-tikrézés: |(8,0,15)] = 17, igy (8,0,15) —
(17,0,0) = (—9,0,15) = a,
2 T
lelfﬂaa
1 00 5 -9
=10 1 0| — | 0|[-9 0 15]
0o o0 1| 81+225 .
1 0 0 L 81 0 -135
=1lo 1 -1 0 0 0
0 0 ~135 0 225
L[z 0 185 L [8 0 15
=—| 0 153 ol==10 17 o0
1530435 0 —72| |15 o0 -8
17 12 -1
Al=QA=|0 4 2
0 -3 —4
A jobb als6 2 x 2-es blokkot alakitjuk tovabb.
‘(47_3” = 57 igy (47 _3) - (510) = (_1 - 3) =b
B 2 v 1 0] 271 3 _ 1[4 -3
Q. =1- g, Ph ’[0 1} 10 {3 9}’5{73 74}
(oo 0T 12 17 12 -1
QA1=-10 4 =3/ |0 4 2/=)0 5 4
0 -3 —4| |0 -3 -4 0 0 2
= - |17 12 -1
A=QIQA:=|0 % 2110 5 4
1 24 32|00 0 2
17 85 85

Feladatok az online tananyagbdl

Skalaris szorzas masik béazisban

Vektorok hossza, tavolsaga, szoge
Ortogonalis (meréleges) polinomok
Ortonormalt trigonometrikus fiiggvények
Skalaris szorzat kiszamitasa normabol
Adjungélt folirdsa

Skalaris szorzas komplex euklideszi térben
Vetités Gram-maétrisszal

VetitGmétrix felirasa

Legjobb kozelités ortogonalis bazis esetén
Optimalis megoldasok

Harom vektor R*-ben

QR-felbontés (3 x 3)

QR-felbontés (4 x 4)

Optimalis megoldas QR~felbontasbol
Sortérre merdleges oszloptér
Paralelogramma azonossag

Legjobb kozelités a polinomok terében
Vetits és merdleges vetité matrix

Linearis regresszio

Pszeudoinverz

Egyenletrendszer optimalis megoldasa pszeudoinverzzel
Ortogonalizacié Gsszefiiggsé vektorokkal
Pszeudoinverz QR-felbontasbal

Béazis, melyben a skalaris szorzas standard lesz
Polinomialis regresszio

Ortogonalizacié komplex vektorokkal
Givens-forgatas, Householder-tiikrézés



