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Improprius integralok



Improprius integralok

Eddig hatarozott integralasnal megkoveteltiink két dolgot:

« az integralasi tartomany egy véges intervallum legyen,
- az integralando fliggvény legyen korlatos az integralasi
tartomanyon.

A fliggvény alatti teriilet ettol eltérd esetekben is lehet jol
definialt:
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Sot, végtelen kiterjedés( tartomany teriilete is lehet véges.




Integralas végtelen intervallumon



Integralas vegtelen intervallumon

D Definicio
Ha f(x) folytonos az [a, o) (ill. (—oo, a]) intervallumon, akkor

/aoo fx) dx = lim. /abf (x) dx (m. /_boo Fooee= I, /‘Ibf(X) dx) |

Ha f(x) folytonos R-en, és c tetszoleges valos szam, akkor

[ swax= [ g+ [ oo ox

Ha barmelyik esetben a hatarérték létezik és véges, azt
mondjuk, hogy az improprius integral konvergens, és a
hatarérték az integral ertéke.






00 b 2 b
P / ln—XdX— lim lnX'ldX: lim l(lnx) 1 =
1

b—oo J1 X b—o0 2
(In b)? : . . B
lim = 00, vagyis ez az improprius integral nem
b—o0 2
konvergens.

0 In x b ) - . .
/ — dx = lim / Inx - x~“dx = parcialisan integralva
1 X b—oo J1

_17b b 1
= lim lnX-X— —/1-XdX =
b—oo -1 ] 1 X =1
b —171b
lim lnb+/ x2dxp = lim —M+ X —
b—o0 b 1 b— oo b —1 ,

Inb 1
lim ——— — — +1=1, vagyis ez az integral konvergens.
b—o0 b b
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Az/ — dx Iintegral
1 XP

Ha p = 1, akkor:

1 [ . b _ .
;dX: lim —dx= lim [Inx]; = lim Inb = oo, vagyis
1

b—oo Jq X b—oo b—oo
ekkor az integral nem konvergens.
Ha p # 1, akkor:
al g x=P+17° -p
/ — dx = lim X Pdx = lim = lim Y -—
. XP b—oo Jq b—oo | =P+ 1], b—ool—p 1—p
Ha p < 1, akkor a fenti hatarérték oo, igy az integral nem

konvergens.

Ha p > 1, akkor a fenti hatarerék T Igy az integral

konvergens, és éertéke a hatarerték, vagyis T



Fliggoleges aszimptotaju fliggvények




Fliggoleges aszimptotaju fliggvény integralasa

D Definicio
Ha f(x) folytonos az [a, b) (ill. (a, b]) intervallumon, de
x — b~ (ill. x — a™) esetén nem korlatos, akkor

/a ) dx = lim /a " f(x) dx (ill. /a ” 0 dx = lim, /C ? 70 dx).

Ha f(x) folytonos [a,s) U (s, b]-n, de x — s esetén nem
korlatos, akkor

/abf(x) dx = /:f(x) dx + /S'bf(x) dx

Ha barmelyik esetben a hatarértek letezik és véges, azt
mondjuk, hogy az improprius integral konvergens, és a
hatarértek az integral ertéke.
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1 . c
Az/ — dx Integral
0 XP

Ha p = 1, akkor:

1 1
1 .
/ 1dX: lim -dx= lim [111X]1C = lim —Inc = oo, vagyls
0

X =0t Jo X c—0+ c—0t
ekkor az integral nem konvergens.

Ha p # 1, akkor:

' ! x=p+1 7"
/ —dx= lim [ xPdx= lim =
o XP c—0t Je —0t | —p+1],

1 c'=p

lim —— — .
—ot1—p (1—=p)
Ha p > 1, akkor a fenti hataréerték oo, igy az integral nem
konvergens.

Ha p < 1, akkor a fenti hatarerék 7 Igy az integral
konvergens, és erteke a hatarerték, vagyis 7

"
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Osszehasonlitd konvergencia
kritériumok




Osszehasonlitd konvergencia kritériumok

A Majorans és minorans kritérium
Legyenek f és g az [a, o) intervallumon folytonos fliggvenyek,
melyekre minden x > a esetén 0 < f(x) < g(x) teljesul. Ekkor:

1. ha/ g(x) dx konvergens, akkor/ f(x) dx is konvergens
a a
(majorans kritérium);
2. ha/ f(x) dx nem konvergens, akkor/ g(x) dx sem
a a

konvergens (minorans kritérium).

m Az allitas a tobbi tipust improprius integral esetén is igaz.
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o0 2 .
P Konvergens-e az/ e dxin-
1
tegral?

oo b
m A definicio szerint / e dx = lim e dx, viszont a jobb
1

b—oo J1

oldali hatarértéken beliil szereplo hatarozott integralt nem
tudjuk kozvetlenul kiszamolni. Ugyanakkor mivel x > 1-re
0<e™ <e™X és
00 b b 1
/ edx=lim [ e¥dx= lim [-e*]] = lim - —e ¥ =
1

b—oo J1 b—oco b—oo €

I

e
a majorans kritérium miatt az eredeti integral is kovergens.
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A Altalanos majorans kritérium

Legyenek f és g az [a, o) intervallumon folytonos fuggvenyek,

melyekre minden x > a esetén [f(x)| < g(x) teljesul. Ekkor ha
/ g(x) dx konvergens, akkor/ f(x) dx is konvergens.
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P / sinx dx divergens, bar az integralfiggvény
0

b s
I(b) = / sinx dx korlatos: I(b) értéke 0 és/ sinxdx = 2
0 0
kozott valtozik, de mindkettot felveszi akarmilyen nagy b-re is.

N N .
| &




 sin X
P / 2 dx konvergens, mert ’
1
konvergens.

sin X
x2




.  gin X
P Bizonyitsuk be, hogy a / —— konvergens.
izonyitsu gy az 0 X verg

m A fv. a 0-nal nem korlatos, ezért két improprius integral
0sszegére bontjuk:

/sz X4 OOsinXdX
0 Xv/X 1 XvX

< x32 es/ x—3/? dx konvergens, |gy/ —dXIS az.
1

sin X

Xv/X

[0,1]-en x—3/2 integralja nem konvergens, ezért nem erdemes

sin X . |sinx 1

——| <1, ezért |—=| < —
X VX

‘xﬁ
e [T .. [Vsinx

(0,1]-en, tovabba/ —= dx konvergens, tehat | ——=dx s
0 0 Xv/X

VX

azzal majoralni. Viszont tudjuk: a

konvergens.
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