Matematika Ala - Analizis

BMETE90AX00

Integralasi technikak

H607, EIC -2019-05-15

Wettl Ferenc

ALGEBRA TANSZEK



Tartalom



Racionalis tortfliggvények integralja
Polinom + valodi tortfuggvény
Nevezo faktorizalasa
Parcialis tortekre bontas
Elemi tortfliggvények integralja

Forditott helyettesités

Specialis helyettesitések
R(e¥)

R(VX)

R(cos X, sin x)

(

R(x, vVax? + bx+ c)



Racionalis tortfuggvények integralja



Racionalis tortfliggvények integralasa

+ Polinom + valodi tortfiiggvény alakra hozas (ha sziikséges
polinomosztassal).

+ A nevezo felbontasa els6 és masodfokl tényezok
szorzatara.

« Parcialis tortekre bontas.

« A parcialis tortek integralasa.



Racionalis tortfiiggvények integralja

Polinom + valodi tortfliggveny



1. Polinom + valodi tortfuggveny

D Definicio
Ha f(x) és g(x) két valos polinom és deg f < deg g, akkor
~—~~-et valodi tortfliggvenynek nevezzuk.
9(x)
Ha deg f > deg g, akkor f-et eloszthatjuk maradékosan g-vel:

f(xX) = g(x)h(x) + m(x), ahol degm < degg,

ésigy :
m(x
= h(x) + 900

ahol gé):)) mar valodi tortfuggvény (vagy 0).



XBi_zvalédi X —2x+1 nem valodi
X4+ 2x2 +1 ' X2+ X+ 1 '
(x* —2x +1) : (PH+x+1) = X —x
_ (X4 —}—X3 —|—X2)
3 X2 =2 +1

- (=3 X2 —x)
—X 41
gy .
Xt —2X+1 —X
X2+l e, L X1
X2+ Xx+1 X2+ x+1

polinom valodi tortfv.
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Nevezo faktorizalasa



2. Nevezo faktorizalasa

T Valos polinom = elso és masodfokiak szorzata

Minden legalabb els6foki valos polinom felbonthato elso és
negativ diszkriminanst masodfokl valos polinomok
szorzatara.

B Legyen f(x) = cpX" + ... + C1X + Co (¢; € R Vi) valoés polinom. Az
algebra alaptétele szerint f-nek van gyoke C-ben:

Ja € C, hogy f(a) = 0.

Ekkor x — a kiemelheto: f(x) = (x — a)g(x).
Ha a € R, g(x) is valos polinom, és tovabb faktorizalhatjuk.



B [folytatas] Ha o = a + bi nem valos, akkor
0=fla)=cpa" +...+ ta+Co

wf@ =cp@ +...+Ca+Co=Cral + ...+ Ga+ co = fla)

=0 =0, tehat a is gyoke f-nek.

De @ # a~ g(@) = 0 ~ f(x) = (x — a)(x — @h(x).

Viszont

(Xx—a)(x—a@) = (x —a— bi)(x —a+b;) = x* — 2ax + a* + b?
valos egyutthatos, igy h(x) is valos. Ekkor egy masodfokd
(valos gyok nélkili) valés polinomot emeltiink ki, és h(x)-et
tovabb faktorizalhatjuk.
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Parcialis tortekre bontas



3. Parcialis tortekre bontas

A 2. lépésben a nevezot faktorizalhatjuk Ggy, hogy minden

tényezo foegyltthatoja 1 legyen, és az azonosakat 0sszevonjuk
egy hatvanyba. Az

f) f)

gix)  (x—c))M--- (X = )" (X2 + a1x 4+ by)M - - (X2 + asX + bs)™Ms

alaku valodi tortfliggvenyt elemi tortfliggvenyek 0sszegére
bontjuk:

A p p
——— alaklbakra, aholA e R, 1< k< n; es
(x = cp)k
B C p

N alakoakra, ahol B,Ce R, 1< k< m;.

(X2 + ajx + bj)F
T Tetel

Ilyen felbontas létezik, és egyértelmd.



A felbontas meghatarozasa:

+ A szobajovo elemi tortfiiggvényeket a szamlaloban
ismeretlen egyiitthatokkal kozos nevezore hozzuk,

+ a szamlalot x hatvanyai szerint rendezzuk,

* f(x)-szel 6sszehasonlitva az ismeretlen egyutthatokra
kapott linearis egyenletrendszert megoldjuk.



X —x+1

AX+ B Cx+D B

(X2 +1)2

A+C
B+D =

Tehat

XX4+1 (412
(AX+B)(x*+1) +Cx+D
(X 4 1)2 N
A 4 BX? + (A + C)x + (B + D)
02 +1)2

0

? ~  A=0,B=3 C=
1

32 —x+1 3 —x—=2

12 21 e



f(x) X341 x3 41

90) X +23+22  X2(X2+2X+2)

Ez a fv. valodi tortfv., mert a szamlalo foka (3) kisebb a
nevezéénél (4), és a nevezd nem bonthato tovabb, mert a
masodfokd tényezonek nincs valos gyoke.

x3+1 A B Cx+D

X2(X2 42X+ 2) x Tt ey

AX(X* 42X +2) + B(X> + 2X + 2) + (Cx + D)X
X2(X2+2X+2)

(A+ O+ (2A+ B+ D)x> + (2A+ 2B)x + 2B

X2(X2 42X+ 2)

ARG ! A=-3,B=3C=3D=3
A4+B+D = 0
2A428 = 0 fo 1 1 3X+1
2B 1 ﬁ__ﬂ+ﬁ+2(xz+2x+1)

"
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4. Elemi tortfliggvények integralja

1

—n+1

/ 1 dx — —n+1(X_C) +C, han#1
(x=o)r In|x —c|+C, han=1

. Ax+ B - AX+B
/(x2+ax+b /

Ax + B felbonthato A1 - g'(x) + B1 alakra:

A Aa A A
AX + B = (2X+a)—7+BwA1 _ A

o [Ag X +B [ AG(X) By
[ G = wior =+ | Gar

Az elso tagra:

Mgy
Gy =

—n1+ 1g(x)*”+1 +C, han#1

Arlnlg(x)| + C, han=1

Aq-




L
(2 + ax + b)"

B B, .
kiegeszitessel ———— alakra hozhato:

(U2 AL 1)n

2
2 2 2 a
X +ax+b = <x+ a) 4T = (b— a ) (XJrz) 4
2 4 4 b Q2

A masodik tagra: teljes negyzetté valo

m N\inthogy x? 4 ax + b-nek nincs valos gyoke, a diszkriminansa,
— 4b negativ, ésigy /b — az = 3V/4b — a? értelmezve van.
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/(uz+1)”

1

du =?

n =1-re arctgu + C

n =

2-re:

1
/Md“:

/ 1
u? +1

(uz—%1

/
N

@

2 2
u T—u
* du =

[@
w241 du — (U2 +1)2 u

A masodik tagot parcialisan integraljuk

7

U2

1
dU:/ZU'(Lﬂz

2U
+1)

du -

7u7 ———
2 u1+{+ 2 U? 41

du.
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Osszesitve:

/1du—/1du—(—1u 1 Jr/1 1du)—
(w4127 J ur+1 2 U2+ 1 2 W21 -

1T u n 1 / 1 du 1 u n 1 by 4 C
Se———qp =0 [ = =0 =—— g = GRS
2024127 vz 2 w2y T2Mes
Ha n > 2, akkor az/ ! du integralt ugyanezzel a
modszerrel vissza lehet vezetni az -————— integraljara.

(@+1)
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o =
P/X I X gy =

X3 —3x—2

M Nem valodi tortfiiggvény, tehat sziikség van a maradékos
osztasra.

(3¢ —2¢  +x ) = (f—3x—2) = 3
— (e -9%x —6 )
—2x2 4+10x +6
3 =22 +5x . —2x*+10x+6
X =3=0" SO

- x3 —3x -2 felbontasahoz a lehetséges racionalis gyokok: g,
ahol p osztoja 2-nek, g osztoja 1-nek ~ g =41,4£2. A1
gyok, és Horner-modszerrel valo kiemeléssel:
X=3x=2=(X+1)—-x—-2)= (x+1)%(x~-2).



3. Parcialis tortekre bontas:
—2x2 +10x+ 6 A B C

KF120—2)  x+1 2 x—2
AP —x—2)+B(x —2) + C(x* +2x + 1)
(X+1)2*(x=2)
(A+O)x? + (=A+B+20)x+ (—2A - 2B+ ()

X+ 1)*(x=-2)

A+C = =2
“A4+B+2C = 10 ~ A=-4 B=2,(C=2
—2A-2B+C = 6
—2x* +10x 4 6 4 2 2
7T 3x—2 __X+1+(x+1)2+x—2'

4 n 2 n 2
X+1 (x+1)?% x-2
2

dx =

4. Az integral kiszamitasa: /3—



Még egy trikk a parcialis tortekre bontasnal: a letakarasos
modszer

Ha a nevezo csupa kiilonbozo6 gyoktényezo szorzata:
A’] Ar

J) = ) , akkor az + ..+
g(x)  (x—c)--(x—c)" X — C X —Cr

felbontasban az A; egyutthatot megkaphatjuk gy, hogy az
fx)

tortben eltoroljik az (x — ¢;) tényezot, és

9(x) .
behelyettesitink ¢;-t.
2X —1 A i B ahol
=D —2) x—1 x—2
2x —1 1 . 2x —1 3
X — 2 Ix=1 —1 € X —1 Ix=2 1 3
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Forditott helyettesités

T Tétel

Legyen g invertalhato, differencialhato fv.,, amelynek
értékkészlete tartalmazza az I intervallumot, és jeldljeg="ag
inverzét. Ekkor az I intervallumon érvényes [ f(x) dx integralra

[f0ax = [ flgw)g'w)du.



B A g invertalhatosaga miatt x = g(g~'(x)) az I-n, és az
f(x) = f(g(g~"(x))) fiiggveny integraljara elvégezhetjik a

—1 —
TN GTw)

[ ax= [ fia(™' () dx =

dx = du helyettesitést:

[ fla(a™000)g'(a 70

m Egy helyettesités és ford|tott helyettesités kombmalasaval

(h(9) = g(u)) az [ fheDH ) dx = [ flg(w)

atalakitast is alI<almazhatJuk

1
= = [ Mg w du

20
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Specialis helyettesitések

R(e¥)



Specialis helyettesitések. R(e¥)

Jeloljon R(fy, ..., fn) olyan fuggvenyt, amit az fi, ..., fn
fuggvényekbol a négy alapmiuvelet segitségével alkottunk
(azazazfy,...,fn racionalis kifejezése).

Az R(e*) fliggveny integraljat e = u,azazx =1Inu
helyettesitéssel rauonahs flggveny integraljava alakithatjuk:

/R dx—/R

1
P ———dx= [ —————dx. Aze¥ =
/3+4s]ng< /3+2ex—2e—xd et
helyettesitessel

du =

/3+2u—2u—1 u 202 +3u—2

/ / A + 5 du—/ % +
2 Du+2) u—1 u+2 " Ju-1
1 1M 1 1. |ex=1
du=-Injlu—=|—=Injlu+2|+C= -1 2|+ C
U+2 5" 2‘ sju+2/+C=ghn) G 21+ 2




Specialis helyettesitések

R(VX)



R(V/x)

Az /X = u, azaz x = u", és dx = nu"~" du helyettesités:

/R dx_/R nu"'du,

(ahol paros n esetén x > 0) racionalis tortfliggvényt ad.

P /\/;_\&\%,(dxa VX = Uu,azaz x = u* és dx = 4u’ du

helyettesitessel:

b2 8
u*-u 4u

/ - -4u3du:/ du.
us —u u-—1
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R(cos X, sin X)

cos X @s sinx is racionalis kifejezése tg 5-nek:

—— =1+tga
cos? o
2 .2 2 2 1—tg?a
cos(2a) = cos” a — sin“ @ = (1 — tg” ) cos” @ = —
T+ tge
2t
sin(2a) = 2sinacos @ = 2tg avcos’ a = 7g24
T+ tg°
loy atg > = U, azaz x = 2arctg U s dx du
- =y, = 2arc = —
gyates 2 02+ 1

helyettesitessel

1—u? 2u 2
/R(cosX,sinX) dx = /R , du
. . T4+ u2" 1402 ) 14+ u?

1+ u?
P / _/ i u—/ du=Injul+C=
sin X 1+u2

In lt 23
n‘g2’+




Specialis helyettesitések

R(x, vax? + bx + ¢)



R(x,

ax? + bx +c)

A vax2 + bx + ¢ fliggvényt — ha van olyan intervallum, ahol
értelmezve van - teljes négyzetté valo kiegeszitéssel
A-VuZ+1,A-Vu?—1vagy A-+/1— u? alakra hozhatjuk, ahol u
linearis fliggvénye x-nek. igy elegendd az

R(u,VuZ+1), R(u,vVuz—1), illetve az R(u,vV1—u?)
alaku integralokkal foglalkozni. Ezeket az
u = sht helyettesitéssel
/R(u, W1 1)du = /R(sht,cht) chtdt,
u = cht helyettesitéssel
/R(u,\/f)du:/ (cht,sht)shtdt, illetve az
U = sint helyettesitéssel
/ V1= 12)du = / R(sint, cost) cos t dt alakra hozhatjuk.

24



m Az elobbi helyettesitéseknél valojaban az sht, cht][
invertalhato fliggvényeket hasznaljuk.

0.400) €S
sin t|[

~%.51
P /\/H-x?dx: /\/1+sh2u<:hudu:/ch2udu:

14 ch(2 1 1 1,1
/—1'02(u)du:2U+45h(2u)_|_C:2u—|—2ShUChU+C=

1 1
Earshx—i- EX\/'I +x2+C
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