Matematika Ala - Analizis

BMETE90AX00

Az exp és ln fuggvények

H607, EIC - 2019-04-24

Wettl Ferenc

ALGEBRA TANSZEK



Tartalom



A logaritmus mint integralfiggvény

A log fuggvény tulajdonsagai

exp(x) = e

A hatvanyozas muveleti szabalyai



A logaritmus mint integralfiiggveny




A logaritmus mint integralfiiggvény

Az integral alkalmazasaval és az In és az exp fuggvenyek
Ujradefinialasaval megmutatjuk, hogy a" (r € Q) fliggvénynek
letezik folytonos kiterjesztése R-re.

A log (In) fliggvény

X
log(x) = 1 1Edt (x> 0)

Belatjuk, hogy log(x) diffhato, szig. monoton nové fv. (0, 00)-en;
definialjuk exp(x)-et mint a log(x) inverz fuggvenyét;

belatjuk, hogy exp(x) (illetve altalanosabban exp(xlog(a))) az
e’ (illetve a") folytonos kiterjesztése Q-rol R-re, igy exp(x) = e
és log(x) = Inx;

bebizonyitjuk a logaritmus és a valos kitevoji hatvanyozas
mUveleti tulajdonsagait.



A log fliggveny tulajdonsagai




T Tétel

log(x) differencialhato, és a derivaltja :—<

B x> 1-re az allitas a valtozo felsé hatar( integralok tételébol
kovetkezik. 0 < x < 1 esetén tekinthetjuk log(x) helyett az "

X
valamely 0 < ¢ < x-nél kezdodé integralfliggvényét: / %dt. Ez
C
]
csak egy konstans 0sszeadandoban (/ %dt—ben) kalonbozik

C
log(x)-tél, és alkalmazhatd ra az elobbi tétel (c, c0)-en, igy
log(x) is diffhato itt, és a derivaltja megegyezik ;—szel.



-

A Alog fiiggvény muveleti tulajdonsagai

1. log(ab) = log(a) + log(b).
2. log(a") = rlog(a) Vr € Q-ra.

ab 1 an ab 1
B1. log(ab)—log():/ Tat - fdt:/ ldt At=au,
1 1 a

dt = a du he yette5|tessel ez tovabb

_/ —adU—/ ~ du = log(b).

B2. 1. miattn € N*-ra
log(a™) =log(a-a---a) =log(a)+log(a)+---+log(a) = nlog(a),
0
log(a®) = log1 = / Edt =0=0-log(a), és
1
0=1log1=1log(a™"-a") =log(a™") + log(a") =
log(a™") = —log(a") = —nlog(a). Vegilr= g-ra(p,q € Z,

q # 0):
q - log(aP/9) = log(aP) = plog(a) = log(a?/9) = £log(a).



A Allitas
log(x) szigoruan monoton fuggveny, értekkeszlete R.

B 0<ax<b-re ,
log(b) — log(a) :/ %dt—
1

ugyanis = > % az [a, b] intervallumon. Tgy log(a) < log(b).

a1dt—/b1dt>(b—a)1>0
t Jo t T b~ 7

1 a

Ebbol kovetkezik, hogy ¢ > 1-re log(c) > log(1) = 0,
és a muveleti szabalyok miatt

log(c") = nlog(c) akarmilyen nagy,

log(c™") = —nlog(c) akarmilyen kicsi = R(log) =R.
lehet, es log(x) folytonos



e
xp(X)
= X




D Azexp fliggvény
Legyen exp(x) a log(x) inverz fuggvénye. Ez az eddigiek
alapjan diffhato fv. R-en, amelynek derivaltja

B 1 T
- log'(exp(x)) 1/ exp(x)

exp’(x) = exp(X).

Korabban a*-et mint az a” (x € Q) fliggvény R-re valo folytonos
kiterjesztését definialtuk, és e az a szam volt (egyértelmi?),
amelyre LeX| _ =1.



T Természetes alapl exponencialis és logaritmus fliggvény
exp(x) = e* és log(x) = In(x)

B reQ-raésa>0-raexp(r-log(a)) =exp(log(a’)) = a,
igy exp(xlog(a)) az a’ (r € Q) fv. folytonos kiterjesztése, azaz

exp(xlog(a)) = a*
d d

&ax = ix exp(xlog(a)) = exp(xlog(a))log(a) = a*log(a),

Ea =log(a) =1 <= a=exp(1), vagyis e = exp(1)
dx Ix=0

exp(x) = exp(x - log(e)) = &

X

log(x) = In(x) az e* inverz fuggvénye.



A hatvanyozas muveleti szabalyai




A valos kitevojl hatvanyozas miveleti szabalyai

T

a* miveleti tulajdonsagai
1) @ = (@)
2) @V =aX ¥

3) (ab)* = a*- b tetszbleges a,b,x,y € R, a,b > 0 szamokra.

Az @ = exp(xlog(a)) definiciobol kovetkezik a
log(a*) = xlog(a) (a,beR, a>0)

altalanositasa a log(x) fv. 2. miveleti szabalyanak. A
hatvanyazonossagokat belathatjuk gy, hogy a két oldal
logaritmusat hasonlitjuk 0ssze. PL.

3) log((ab)*) = xlog(ab) = x(log(a) + log(b)) =

xlog(a) + xlog(b) = log(a*) + log(b*) = log(a* - b¥).
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