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Primitiv figgvény



Primitiv fliggvény

D Definicio
F(x) az f(x) primitiv fuggvénye a H C R halmazon, ha
F'(x) = f(x) minden x € H esetén.

m Ha F(x) primitiv figgvény, akkor F(x) + C is az tetszéleges C € R
eseten.
Korabban mar bizonyitottuk:

A Allitas
Ha F és G is primitiv figgvénye f-nek egy nyilt | intervallumon,
akkor letezik C € R, hogy G(x) = F(x) + C minden x € | eseten.

P f(x) = cosx-nek F(x) = sin x primitiv fliggvenye a teljes R-en



Hatarozatlan integral



D Definicio
Az f fUggvény hatarozatlan integralja f primitiv figgvenyeinek
0sszessege.
[ foax=Foo +c.
ahol F az f figgvény egy primitiv figgvénye, és C € R

tetszoleges.

m Itt feltesszuk, hogy F'(x) = f(x) egy intervallumon, és hogy ott
vesszlk a tobbi primitiv flggvenyt is.



P Ha nem egy intervallumon vennénk a primitiv fliggvényeket:

<>1<>/ N _):7 vx € R\{0} = (—00,0) U (0,00) = _%-nek

primitiv figgvénye az )1(:

y y

TL X de akkor ez is: 'L X

Viszont e ket fliggveny kulonbsége nem konstans R\{0}-on.




P Hax > 0, akkor

1 1
(Inx) = = /; dx =1Inx+ Ca (0,00)-en

Ha x < 0, akkor

(In(—x)) = —(=1) = % — /;dx = In(—x) + C a (=00, 0)-n

Osszefoglalva azt is szoktuk irni, hogy

1
/de:ln|x\+C,
X

de egyszerre vagy csak az x > 0 vagy csak az x < 0 esetre
alkalmazzuk.



Alapintegralok



Alapintegralok

f)  [f)dx feltétel

1 1

xa 7T+ C aeR, a# 1
1

X In|x|+C x<O0vagyx>0
sinx —cosx+ C

cosX sinx—+C

1 tex+C Xe(z—i-l?w,g—l—(k—i—Uﬂ)l?EZ

cos? X 2
1
—— —ctgx+C xe€ (km,(R+N)m), REZ
sin” X
e* X4+ C
sh x chx+C

ch x shx+ C



f(x) Jf(x) dx feltétel
ch12X thx 4 C
shlx —cthx+C x<O0vagyx >0
1_:)(2 arctgx + C
1—1X2 arthx+C xe€ (=1,1)
1—1X2 arcthx +C X € (—oo0,—1) U (1,00)
: 1—X2 arcsinx + C x € (=1,1)
]
T arshx + C
1 archx+C x € (1,00)



Integralasi szabalyok




Az integralas altalanos szabalyai

A Allitas
. /f(x)+g(x) dx:/f(x) dx+/g(x) dx
-/c-f(x)dx:c-/f(x)dx

- /f(g(x))g’(x) dx = F(g(x)) + C, ahol F az f egy primitiv
fliggvénye

B Az 0sszegre és skalarszorosra vontakozo derivalasi szabalybol,
illetve a lancszabalybol kovetkezik.

3, Vo ooz g SXTP x4 3
P /2ﬁ+xzdxf/2x + 3x de23/2+371+C—3Xﬁ X+C



A forditott lancszabaly néhany specialis esete

A flax+b)

/f(ax +b)dx = %F(ax +b)+C, ha F(x) = fix)

B A lancszabaly megforditasa f(x), g(x) — ax + b szereposztassal.

P / ezx+3 dX — %82X+3 + C



p >

f/f

X

/f())dX:ln|f(x)|+C

i)

A lancszabaly megforditasa f(x) — )1( a(x) = f(x)

szereposztassal.

p /X“
X2 41

1 2X
dX:/f'i 7d
2 x2+1+x2+1

1

1
xX=> In(x* + 1) 4 arctgx + C

"



>3

Y

f°f

/ £ fSZ(])

A lancszabaly megforditasa f(x) — x°,

szereposztassal.

sin X o B _
/ p—y dx = /(CObX) (—sinx) dx =

+C, s# -1

g(x) — f(x)
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P /sin3XdX: /(1 — cos® X) sinx dx =

/sinx + cos? x(—sinx) dx = — cos X + 3 cos’x + C

1 1 1
P /cos2XdX: /§(1+c0s2x)dX:§(X+§sin2x)+C:

1 1

§X+ZSIH2X"|—C/ o

A cos? x fliggvény atalakitasanal a

cos 2X = cos’ X — sin’ X = 2 cos? X — 1 =1 — 2sin’ x képletekbdl
levezetheto

) T+cos2x . 1 — cos 2x
Cos X =——0— sinX=—7—

linearizalo formulak egyikét hasznaltuk.
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/ sin” x cos™ x dx alakd integralok (n, m € N)

Ha n paratlan = n =2k + 1

sin?f 1 x cos™ x = sin Xx(sin® x)* cos™ x

= sinx(1 — cos® x)* cos™ x = p(cos X) sin x,

ahol p egy megfeleld polinom. Ha P a p egy primitiv fliggvénye,
akkor

/sin”XcoszdX = —/p(cosx)(—sinx) dx = —P(cosx) + C
Ha m paratlan, akkor hasonloan lehet eljarni.

Ha m és n is paros, akkor a

1+COSZXé 1 — cos 2X

cos’ X = S sin’ X = — linearizalo formulakat
lehet alkalmazni. Ezeket behelyettesitve kisebb hatvanyokat

tartalmazo kifejezest kapunk. "



Helyettesitéses integralas




Helyettesitéses integral

Az / £(9(x))g' (x) dx = F(g(x)) + C szabaly felirhato

[ 7900)g' 00 ax * L [ ) du
alakban is, mert [ f(u)du = F(u) + C. Formalisan a
g(x) =u, g'(x)dx=du

helyettesitést hajtjuk végre.

Akkor érdemes alkalmazni, ha f primitiv fliggvényének
kiszamitasa nem megy egy lépéshen.
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e3X
/ 2 + e S

[rime
2

arctg-% %
vz

de:/ziex)zew
du—/1—7

- e

+C'Z

+
f

e‘=u



Parcialis integralas




A szorzatszabaly megforditasa - parcialis integralas

A Allitas

/f’ X) dx = /f x) dx, vagy masképpen
/f dx = F(x /F x) dx, ahol F'(x) = f(x).

Szorzat integralja helyett egy masik szorzat integraljat kell
kiszamitani.

B A szorzatra vonatkozo derivalasi szabaly:

(0)909)’ = F()9(x) + )9’ (¥
ebbL: | £(xg(x )dX+/f( )g'(x) dx = f()9(x) + C

— [ £(090 dx = fx)g0) - [ fx)g’



Akkor célszerl hasznalni az f(x)g(x) szorzat integralasara, ha

« g'(x) lenyegesen egyszerlibb mint g(x)
* F(x) nem sokkal bonyolultabb f(x)-nél

Flggvénytipusok

derivalt

primitiv fuggvény

X" kicsit egyszerlibb | kicsit bonyolultabb
(foleghan=1)

1 kicsit bonyolultabb | kicsit egyszer(bb
X" (kivéeve n = 1)
eX

sin X, cos X ugyanolyan ugyanolyan

sh x, ch x
Inx

arc figgvenyek egyszerlbb bonyolultabb

area fliggvenyek




P /xerdx—x——/1 2de—lxe 1erJrC

4
1 1 1,
1 1 x 1
L TV O . SR N MOV I
> Xty _2+ 22 M e T

dx—

P /arcthdX:/1 ~arcthdX:Xarcth—/ T x

1
Xarctgx—/z 1+ dX:Xarcth—iln(T—i—X)ﬁ—C

m Hasonloan szamitjuk ki a tobbi arc, area és az In fv. integraljat.
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Néha tobbszori alkalmazas szikseges:

P /(X2 —X) cosxdx = (x* — x)sinx — /(Zx— 1) sinx dx =
(@ — X) sinx — (2X—1)(—cosx)+/2(—cosx) dx —
(x> — X)sinx 4+ (2x — 1) cos X — 2sinx + C

P /exsinXdX: eXsinX—/eXcostX:
e“sinx — e cosx + [ €(—sinx) dx
/eXsinXdX:l ~ | = eXsinx — eXcosx — |

e¥sinx — e* cosx

| =
> +C
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Osszefoglalas




Osszefoglalas

* Primitiv fuggvény és hatarozatlan integral fogalma
- Alapintegralok és integralasi szabalyok

« Alancszabaly megforditasanak specialis formai

* Helyettesitéses integralas

« Parcialis integralas
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