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Monotonitas



T Tétel

Legyen f egy valos fuggveny, mely folytonos [a, b]-n és
diffhato (a, b)-n.

« f > 0az(a,b)-n pontosan akkor, ha f monoton névekvé
[a, b]-n.

« f < 0az(a,b)-n pontosan akkor, ha f monoton csokkend
[a, b]-n.

B Csakazf > 0 esetet bizonyitjuk, a masik eset ugyanigy
mukodik.

El6szor tegylk fel, hogy f > 0 az (a, b)-n és legyen
a<x<x<b.



B [folytatas] Alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértektételt az
[x1,X2] intervallumra.
~ Van olyan ¢ € (xy,X2), hogy f(x,) — f(x1) = f () (x2 — X1).
X2 — X1 > 0ésf(c) >0~ f(xa) > f(xq1), azaz f monoton novekvo
[a, b]-n.
A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy f monoton novekvé [a, b]-n,
és legyen c € (a, b).

Mivel f monoton novekvo [a, b]-n, ezért az % hanyados
minden x € [a, b] esetén nemnegativ ~» a hatarérték sem lehet
negativ ~~ f > 0.



T Tétel
Legyen f egy valos fuggveny, mely folytonos [a, b]-n és
diffhato (a, b)-n

« Haf > 0az(a,b)-n, akkor f szig. mon. novekvo [a, b]-n
« Haf < 0az(a,b)-n, akkor f szig. mon. csokkend [a, b]-n

B Legyen a < xq < x; < b. Alkalmazzuk a Lagrange-féle
kozépértektételt az [x1, x;] intervallumra. ~
van olyan ¢ € (x1,X;), hogy f(x2) — f(x1) = f(¢)(x2 — x1) ~
ha f > 0, akkor f(x;) > f(xq), azaz f szigorGan monoton novekvo
ha f < 0, akkor f(xy) < f(x1), azaz f szigoran monoton csokkeno

m Az allitas megforditasa nem igaz, példaul az f(x) = x3 fliggvény
szigorlan monoton novekvo, de 0-ban a derivaltja 0, azaz
f > 0 nem teljesil minden pontban.



T Kovetkezmény
Tegyuk fel, hogy f folytonos az (a, b)-n és diffhato az (a, c) és
(c,b) intervallumokon, és c az f kritikus pontja.

« Ha f az (a,c)-n pozitiv, a (¢, b)-n negativ, akkor f-nek
c-ben lokalis maximuma van.

« Ha f" az (a,c)-n negatiy, a (¢, b)-n pozitiv, akkor f-nek
c-ben lokalis minimuma van.

+ Ha f azonos eldjell (pozitiv vagy negativ) az (a, c) és (c, b)
intervallumokon, akkor nincs lokalis szélséértéke c-ben.

B Haf az (a,c)-n pozitiv, akkor minden x € (a,c) elemre
f(x) < f(c). Hasonloképp, ha f a (c, b)-n negativ, akkor minden
x € (c,b) elemre f(x) < f(c). Tehat ¢ maximumhely.
A masik ket allitas hasonloan bizonyithato.
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P Hatarozzuk meg az f(x) = x* + %X fluggveny lokalis
szélsoértékhelyeit!

M f(x)= E)FV3 o % ez nincs értelmezve az x = 0 helyen.
f(x)=0,hax= -1
A kritikus pontok x = =1, x = 0.
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Konvexitas




Konvexitas

D Definicio
Az | itervallumon értelmezett f fliggvény konvex (konkav), ha
a fliggvény grafikonjanak barmely két pontjat 0sszekoto har,
a grafikon folott (alatt) halad (beleértve, hogy a grafikon és a
hiar egybeesik).
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T Tetel

Ha az | itervallumon értelmezett f fiiggveny diffhato, és f

monoton novekvo (csokkend) I-n, akkor f konvex (konkav) az
[-n.

T Tetel

Ha az | itervallumon értelmezett f fliggveny kétszer diffhato,
ésf’ > 0 (f" < 0) az I-n, akkor f konvex (konkav) az I-n.

y

RN

\ f(xX) =3 +sinx

f'(x) = —sinx

f B X
_M _/4]‘7()() = cos X -




D Definicio
Az f fliggvénynek a ¢ pontban inflexios pontja van, ha f-nek
létezik a derivaltja (véges vagy végtelen) a ¢ pontban, és van
olyan § > 0, hogy a (c — ¢, ¢) intervallumon f konvex, es a
(c,c+4) intervallumon f konkav, vagy forditva. .
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Tetel
Ha f kétszer diffhato (a, b)-n, és c € (a, b)-ben f-nek inflexios
pontja van, akkor f’(c) = 0.

Azaz az f'(c) = 0 szlkséges, (de nem elégséges) feltétele
annak, hogy egy kétszer diffhato fliggvénynek inflexios pontja
legyen c-ben.

Tétel

Ha f kétszer diffhato az (a, b)-n, és valamely § > 0-raf’ > 0 a
(c—4é,c)-nesf"<0a(cc+d)-n,vagy forditva, akkor ott
inflexios pontja van.

Tetel

Ha f diffhato (a, b)-n, és valamely c € (a,b)-re f az (a,c)-n
szigorian monoton novekvé, (c, b)-n szigorian monoton
csokken6 (vagy forditva), akkor f-nek c-ben inflexios pontja
van.
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P (Ahol a masodik derivalt 0, nem biztos, hogy inflexios pont
van.) Hatarozzuk meg az f(x) = x* — x fiiggvény konvex és
konkav tartomanyait és inflexios pontjait!

M f(x) = 4x3 1, f'(x) = 12%°
Bar f/(0) = 0, itt nincs inflexios pontja f-nek, mert f” elétte és
utana is pozitiv, azaz az f elétte és utana is konvex (igy az egész
szamegyenesen konvex).

X
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P (Inflexios pont lehet ott, ahol f7 nincs értelmezve.)
Hatarozzuk meg az f(x) = x* fuggvény konvex és konkav
tartomanyait és inflexios pontjait!

M f(x) = 2x7, f'(x) = —3x~*" Bar f’ nincs értelmezve a 0-ban,
itt mégis inflexios pontja f-nek, mert f” elotte pozitiv, utana
negativ, azaz az f eldtte konvex, utana konkav.
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Masodik derivalt és a lokalis szélsoérték
Legyen f’ folytonos egy, a ¢ pontot tartalmazo, nyilt
intervallumon.

« f(c)=0,f'(c) > 0= f-nek c-ben lokalis minimuma van.
* f(c) =0, f'(c) < 0= f-nek c-ben lokalis maximuma van.
« f(c) =0, f'(c) = 0, akkor tovabbi vizsgalat szikseges.

Ha f’(c) > 0, akkor f” folytonossaga miatt ¢ egy kornyezetében
f'(x) > 0, igy f szigorGan monoton novekvo. Ugyanakkor

f(c) =0,igy f(x) eléjele x < c esetén negativ, x > c esetén
pozitiv. ~ f-nek c-ben lokalis minimuma van.

A masik eset hasonloan bizonyithato.

Kovetkezmeény
Ha f” folytonos a ¢ pontot tartalmazo nyilt intervallumon,
f'(c) =0, f"(c) # 0, akkor f-nek c-ben inflexios pontja van.
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P Keressiik megaz f(x) = x5 — x* + x3 + 3 fiiggvény lokalis
szélsoértékhelyeit!

M f(x) = x* — &3 + 3x? ~ krit. pontok: x12=0,x3 =1, X, =3

F1(X) = & — 12x% + 6x,

f'(1) = =2 lok.max, f’(3) = 18 lok. min., f’(0) = 0 ~~

f7(x) = 12x* — 24x + 6, f”(0) # 0 miatt 0-ban inflexios pont van.
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Fuggvenyvizsgalat




Teljes fliggvényvizsgalat

1. D(f), f szakadasi pontjai, szimmetriaja (paros/paratlan),
periodikussaga

f, " (esetleg ") meghatarozasa
kritikus pontok (f-b6l)
monotonitas, szélsoértékhelyek
konvexitas, inflexios pontok

aszimptotak (hatarértékek az ET szélein)

~N O o B W N

fuggvényértékek kiszamitasa (a fenti kiszamolt pontokban,
x = 0-ban, zérushelyek,...)
8. grafikon megrajzolasa

9. értékkeészlet



P Veégezziink fliggvényvizsgalatot az e’ fliggvényen!

M

2. f(X) =5, f'(x) =
. nincs kr|t|I<us pont
. f < 0 mindendtt, f minden(tt szigorian monoton

1. ET. D(f) =R\ {0}

(nem péros nem pératlan, nem periodikus)
1
2ex ex

X4

csokkend,

. f'(x) = 0 az x = —1/2 helyen, f” elétte negativ (f konkav),

utana pozitiv (f konvex), tehat f-nek x = —1/2-ben inflexios
pontja van
lim e =0, lim e/ = oo, ~ x = 0 fliggbleges aszimptota

© Xx—0- Xx—0t

lim e’ =1~y =1Vvizszintes aszimptota
X—ZFo0

f(=1/2) = e ~ 0.135, f(1) =



8. Grafikon:

//

\ .
|
9. EK: R(f) = (0,1) U (1, +o0)
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Osszefoglalas

« (szigor() monotonitas és a derivalt kapcsolata

- a derivalt elojelvaltasa és a szélséérték kapcsolata

- f konvexitasa és f szigorl monotonitasanak kapcsolata
« f konvexitasa és f’ eldjele kozti kapcsolat

- inflexios pont lézetése és f” nulla volta kozti kapcsolat
« masodik derivalt és a lokalis szélsoérték kapcsolata

- teljes fuggvényvizsgalat
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