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Fuggvenytulajdonsagok



Fuggvények tulajdonsagai

« f periodikus p periodussal, ha f(x) = f(x + p) minden x
értékre
* Paritas
« fparos fuggvény, ha f(—x) = f(x) minden x értékre -
grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre
« fparatlan fuggveny, ha f(—x) = —f(x) minden x értekre -
grafikonja kozéppontosan szimmetrikus az origora
« Monotonitas
« fmonoton nov6, ha x < y esetén f(x) < f(y)
« fszigorGan monoton névé, ha x < y esetén f(x) < f(y)
« f monoton csokkend, ha x < y esetén f(x) > f(v)
« fszigorGan monoton csokkend, ha x < y esetén f(x) > f(y)



Trigonometrikus fuggvények



Trigonometrikus fliggvenyek

A sin és cos fliggvények



A szinusz és a koszinusz fliggvény

Ccos X

VAN \\ / N, \\ J / Sh;X
1N 7 b av

« ET=R, EK=[—1,1] mindkét fliggvény esetében (x-et mindig
radianban mérjik)
* Periodikussag: sinx = sin(x + 27), cos X = cos(X + 27)
« Paritas:
* sinx paratlan: sin(—x) = —sinx
* cosX paros: cos(—x) = cosX



A Allitas
A sin x és cos x fuggveny minden ¢ € R pontban folytonos.

B limsinx = lim sin(¢ + h) = lim (sin ccos h + cos Csin h) =
X—C h—0 h—0
(sinc) -1+ (cosc) -0 =sinc
lim cos X = lim cos(C + h) = lim(cos Ccosh —sincsinh) =
X—C h—0

h—0
(cosC)-1— (sinc)-0=coscC



Trigonometrikus fliggvenyek

A tg és ctg fliggvények



sin X
Ccos X

X

ET=R\{(2k + 1) | k € Z}, EK=R

Periodikussag: tgx = tg(x + )

Paritas: paratlan: tg(—x) = —tgx

Szig. mon. névekedd a (kr — 5, km + %) interv-on (k € Z)
Aszimptotak: x = (2R + 1)F-ben, k € Z

lim tgx=o00 6&s lim tgx= —o0
X—(Q2R+1)5 X—=(Q2R+1) 3T
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« ET=R\{kr | k € Z}, EK=R

* Periodikussag: ctgx = ctg(x + )

+ Paritas: paratlan: ctg(—x) = — ctgx

» Szig. mon. csokkend a (kr, (kR + 1)7) intervallumon (k € Z)
« Aszimptotak: x = km-ben, k € Z

lim ctgx=—o00 €S lim ctgx = o0
X—Rm— X— R+



Polinomok



D Definicio
A P(x) valos fuggvenyt polinomnak nevezzlk, ha alkalmas
do, ..., an valos szamokkal P(x) = apx" + ap_ X"+ ... 4+ ap

alakba irhato. Az a; ertekeket a polinom egyutthatoinak
nevezzuk. Ha a, # 0, akkor azt mondjuk, hogy a P(x) polinom
foka n, vagyis deg P = n.

 Volt: ha P egy polinom, akkor minden ¢ € R-ben folytonos
* Hatarertekek oo-ben

Tegyuk fel, hogy a P(x) polinom n foka legalabb 1. Ekkor
an— 11 Qo 1 o

o o o M 20 Ty o n
xl}rj:noo Pled _xlg:noo anX" (1+ an + +a X”) xl}rj:nooanx ’

vagyis a végtelenekben vett hatarertek csak a legnagyobb
kitevojl tagtol fugg.



Polinomok

Maradékos osztas és gyoktényezok



Polinomok maradékos osztasa

A Allitas
Minden f(x) és g(x) # 0 polinomokhoz [éteznek egyértelmd
h(x) és m(x) polinomok, hogy

f(X) = h(x)g(x) + m(x) és degm < deg g vagy m = 0.

h(x)-et az f polinom g-vel vett maradékos osztasa soran
kapott hanyadosnak hivjuk,mig m(x) az osztasi maradék.

Kiszamitasa: f(x) = anX" + - - - + do, g(x) = bpx* +--- + by

Ekkor h(x) elsé tagja g—:X”*k lesz,és f-et helyettesitjik az
a _
frx) =f(x) - FZXH *g(x)
polinommal. Ezt az eljarast addig folytatjuk, mig az osztando
polinom foka kisebb nem lesz mint az 0sztd polinom foka.



P Példa
fO=x+x2=3x+1,9(x) =x*+3

X 4+ ¥ - 33X + 1) : (¥ + 3) =
- e + 3X)
X — e+ 1
- (¥ + 3)
- bx - 2
Tehat:

X X2 =3+ 1= (x+ x> +3) + (—6x—2),

illetve
X34+ x% = 3x+1 g X2
X2+ 3 N X243




Polinomok gyoktényezoi

T Tetel
Ha f(x) egy polinom és c gyoke f(x)-nek (azaz f(c) = 0), akkor
létezik egy h(x) polinom, hogy f(x) = (x — ¢)h(x).

B Maradékos osztas = leteznek h(x), m(x) polinomok, hogy
fx) = h(x)(x = ) + m(x),

ahol deg m(x) < deg(x — ¢) = 1vagy m = 0. Ekkor viszont m(x)
csak egy m konstans lehet. Behelyettesitve c-t:

0=f(c) = h(c)(c—¢) + m=m,
vagyis valoban f(x) = (x — ¢)h(x).

"



Polinomok

Horner-modszer és racionalis gyokteszt



Horner-modszer

f(X) = apx" + - - - + a1x + ap maradékos osztasa (x — c)-vel
A maradék éppen m = f(c).

| _an | an-1 |- @ | a
{ 1+ 1+ 1+
C|bpmi=an| = bppa=apq1+cCc-apn| -+ | =-C bo=a1+c-x| = flc)=ap+cC-by

Ekkor f(x) = (x — ¢)(bp—1x""" 4 - -+ 4+ bix + bo) + f(c), hiszen
beszorozva, és 6sszehasonlitva x' egyiitthatojat a két oldalon

CI,’Zb,‘_1*C-b,‘ — b,‘_1 :CI,'JrC-b,‘,
valamint x° egy(tthatojat

ap=—C-bo+f(c) = f(c)=ap+c-bo.
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P Példa
fxX)=x -3 +4ésc=2.

f(2) = 0 = kiemelhetd beldle (x —2)
Horner-modszerrel:

Ennek megfelelden:

X3t b= (x—2)(>—x—2).
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Racionalis gyokteszt

A Allitas
Legyen f(x) = anx" + ap_1x"""+ ... a1x + ag egy egész
egyiitthatos polinom (vagyis a; € Z minden i-re), és tegyiik
fel, hogy a g € Q tovabb mar nem egyszerUsithetd racionalis
szam gyoke f-nek. Ekkor p osztoja ag-nak és g osztoja a,-nek.

B (p,q) =1 (relativ primek, nincs k6zos osztojuk)

n n—1
ozf(g) :anZ—HHJMan1 +"-+Cl1g+ao /-q"

O:anp”+anf1p”_1q+---+a1pq”_1+aoq”
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B [folytatas]
0=0anp" +an_1p"'g+ -+ a1pg" " + aoq"

plOésplanp”+an—1p"'q+---+a1pg"~" = p|aoq"
q|0ésq|anp"'g+---+apg" '+ aoq" = q | app”
Mivel (p,q) =1, ezért szikségképpen p | ap €s q | an.

P Példa
Van-e racionalis gyoke az f(x) = x> — 3x? + 4 polinomnak?

Ha £ gyok ((p,q) = 1), akkorp | 4 és q |1

p = 41,42, £4 és g = £1, vagyis a lehetséges racionalis
gyokok +1, 2, 4. Ezeket kiprobalva azt kapjuk, hogy 2 és —1 a
racionalis gyokok.
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Polinomok

Racionalis tortfliggvények



Racionalis tortfliggvények

D Definicio
f(x)-et racionalis tortfuggvenynek nevezzik, ha alkalmas p(x)
és q(x) polinomokkal f(x) = %.
« Mindenhol folytonos, ahol értelmezve van (ahol a nevez6
nem 0).
« Ha degp > deg q, akkor leteznek h(x) és m(x) polinomok,
hogy

p(x) = h(x)g(x) + m(x) es degm < degg.

Ekkor: p() )
fix) = ax) = h(@*‘w

ahol a masodik tag mar egy olyan racionalis tortfliggvény,
ahol a szamlalo foka kisebb mint a nevezé foka. 16
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Az exponencialis fuggvény




Az exponencialis fliggvény

A

B

Allitas
Ha a > 0 valos szam, akkor egyértelmien létezik egy

mindenhol folytonos valos f figgvény, hogy minden
racionalis r pontra f(r) = a’.

Definicio
A fenti allitas altal garantalt f figgvényt a alapl exponencialis
fuggvénynek nevezzuk, és f(x) = a*-szel jeloljuk.

(Csak egyértelmlség, a létezést késdbb) TFH a feltételeket 2
folytonos fliggvény is teljesiti: f1 és f,. Ekkorag=/f1 —f>
flggvényre folytonos és minden racionalis r helyen g(rn)=0.A
folytonossag miatt Vc 3limy_,c g(x), €s = g(c). D

V(c —d,c+ ) intervallumban 3r € Q rac.szam ~ g(r) =0~ a
hatarérték csak 0 lehet ~ Vcg(c) = 0 ~ f1 = fo. K



| T ——

a>1 a="1 0O<ax<1

Ha a > 1, akkor a* szig. mon. novekedd R-en;
—oo-ben 0-ba, co-ben oco-be tart.

Ha 0 < a < 1, akkor @ szig. mon. csokkeno6 R-en;
—oo-ben oco-be, co-ben 0-ba tart.

a* > 0 minden a > 0 és x € R esetén
Hatvanyazonossagok:

. ¥ = aX-H/

. (@)Y =a¥

« (ab)* = a*b*

X



D Definicio
Kitlintetett szerepe van annak a hatvanyalapnak, amikor az a*
grafikonjanak az érintdje a 0-ban 45°-0s szogben all. Ennek
az a alapnak a neve Euler-szam, és e-vel jeloljuk.

Az e értéke kozelitoleg 2.718281828459045. . ..

W\
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Hiperbolikus fuggvenyek




Hiperbolikus fliggvények

Az sh és ch fiiggvények



Az sh és ch fiiggvények

D Definicio
ef—e
Szinusz hiperbolikusz: shx = >
X —X
Koszinusz hiperbolikusz: chx = %

- Folytonosak az egész R-en.

* Paritas:
« shx paratlan: sh(—x) = eﬂ;ex — —shx
. = o VA W - A
chx paros: ch(—x) = &5 = chx
. . X__ p—X
+ lim shx= lim &= = —0,
X——00 X——00
X —X -
lim shx = lim &=~ = 0 ~» EK=R
X—00 X—00 2
X X
X X 7 _p 2)2
« chx = €e = (7€ TV 5 9 cho =1,
e*te X

lim chx= lim = 00 ~» EK=[1, 00)
X—+o00 X—=Fo0 20
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Monotonitas:

+ shx szig. mon. novo R-en
« chx szig. mon. csokkeno (—oo, 0]-n
s szig. mon. novo [0, co)-en

21



A Hiperbolikus azonossagok

1. ch?x —sh?x =1
2. ch2x = ch?x + sh?x
3. sh2x = 2shxchx

B Csak az1.-t
ch? x — sh? x

(et +e” ’ e — e\’
a 2 2

ezx € efzx 42 er 4 efzx )

4 4
== _1
== =

cos? X + sin? X = 1

cos 2X = cos? X — sin? X

Sin 2X = 2 sin X cos X

22



Hiperbolikus fliggvények

A th és cth fliggvenyek



A th és cth fliggvények

D Definicio
. . h
Tangens hiperbolikusz: thx = X
ch x
ch x

Kotangens hiperbolikusz: cthx =
sh x

« ET: D(thx) = R, D(cthx) = R\{0}

« Mindkeét fuggveny folytonos az értelmezési tartomanya
minden pontjaban.

+ Mindkét fuggvény paratlan: th(—x) = —thx,
cth(—x) = —cthx

e lim thx= -1, hm thx =1

X——00
e lim cthx= —1 hm cthx = —o0,
X——00 X—0~

lim cthx = oo, hm cthx =1

x—0t
23
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Monotonitas:

* thx szig. mon. novo R-en
« cthx szig. mon. csokkeno (—oo,0)-n és (0, co0)-en

thx ertékkészlete (—1,1), cth x értekkeszlete (—oo, —1) U (1, 00).

24



Fuggveny inverze




Egy fliggvény injektiv (egy-egyértelmd, kdlcsondsen
egyértelmd, invertalhato), ha az értelmezési tartomany
kilonbozd elemeihez az értékkészlet kilonbozo elemeit
rendeli, azaz

ha a,b € Dy és a # b, akkor f(a) # f(b).

ha H C Dy, akkor f lesziikitése/megszoritasa H-ra az az f,-val
jelolt figgveny, melynek értelmezési tartomanya H, és x € H
esetéen fl, (x) = f(x).

A sin, cos, tg, ctg fuggvények nem injektivek, de a sin][ig’g],
cos| g ), tg|(_%,%), ctgl(0,7) fuggvenyek igen!

Horizontalis teszt: f pontosan akkor injektiv, ha grafikonja
egyetlen vizszintes egyenest sem metsz egynél tobb pontban.

25
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D Az injektiv f figgvény inverzén az f~'-gyel jelolt fliggvényt

ertjuk, melyre
) =x <= f(x) =y.

Dy1 = Ry, Ry = Dy

A flofésfof"identikus figgvények:
flof:Df»Df=xrrx,8sfof " :Dp1 -5 Dp1 =y y

m f~' nem tévesztendd dssze f reciprokaval (jl—fel)! Fliggvény
reciprokara ne hasznaljuk a —1 kitevot!
Analogia: legyen a # 0 valos szam, és legyen finjektiv fliggvény.

- (szamok szorzasa) <« o (fliggvények kompozicioja)

1T « id
a-1=1-a=a < foid=idof=f
szam reciproka < flggvény inverze

a-a'=ala=1 & fof'=fTof=1id

27




Az x — y = x% injektiv, ha x > 0. Inverze az x és y ,felcserélése”
utan: x = y?, azaz y = v/x.

Az ¢ inverze az In x fluggveny.
Azx—y=mx+b(m+#0)inverzeazx=my+b
Osszefiiggéshol y = 1x — 2

m.

28
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D Atrigonometrikus fliggvények nem injektivek, de megszoritva
egy megfeleld intervallumra igen (zarojelben az amerikai
jelolések):

arcsinX = (sin|, = = sin asin
[ 272]
-1
arccos X = (COS‘[O,ﬂ) (cos acos)
-1
arctg X = (tg|(_§%)) (tan atan)
-1
arcctg X = (ctg\(om)) (cot acot)

A Az arkuszfliggvények értelmezési tartomanya és értékkészlete:

f arcsin  arccos arctg arcctg
Df [_171] [_171] (_00700) (—O0,00)
Rf [_%7%] [0777] (_%7%) (0,7{')




Hiperbolas fliggvények inverzei

! sh(x) / ch(x)
fusloo [N T/
// L~ A\ / ﬁl(x)
X X
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arcth

N

cth)

C

thix)
\

alrth(X)
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Osszefoglalas




Osszefoglalas

« Elemi fliggvények (sin x, cosx, tgx, ctgx, a*, X, shx, chx,
thx, cthx) és tulajdonsagaik (ET, EK, folytonossag, paritas,
monotonitas, hatarértékek)

+ Polinomok

« Polinomok maradékos osztasa

+ Polinomok gyoktényezdi, Horner-modszer
- Racionalis gyokteszt

+ Racionalis tortfliggvények

« Fliggvények inverzei (arcsin, arccos, arctg, arcctg, arsh, arch,
arth, arcth)

34



	Tartalom
	Függvénytulajdonságok
	Trigonometrikus függvények
	Polinomok
	Az exponenciális függvény
	Hiperbolikus függvények
	Függvény inverze
	Összefoglalás

