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A hatarertek definicioja



A hatarerték definicioja

A hatérérték intuitiv fogalma



A valos fuiggvény fogalma

D Egyvaltozos valos fliggveny
f-et valos flggvenynek nevezzik, amennyiben a valos szamok
egy részhalmazahoz (értelmezési tartomany - D(f)) rendel
valos szamokat oly modon, hogy az értelmezési tartomany
minden eleméhez pontosan egy éertéket rendel. Az
értelmezési tartomany egy x ertékehez rendelt érteket f(x)
jeloli.

D Valos fliggvény grafikonja

{(xy) eR?* | x € D(f), y = f(x)}

R? egy részhalmaza akkor és csak akkor grafikonja egy
fuggvénynek, ha minden fliggdleges egyenes legfeljebb egy
pontban metszi.



Néhany példa

{06) 1% +y? =1}
nem grafikonja

fi(X) = VX f2: D(f2) = {1} (1) =2 fliggvénynek

fuggveny fuggvény
y y :

2 X N 1,
J

- fuggvény: f3 minden irracionalis x értékhez 1-et rendel.



A hatarérték intuitiv fogalma

- Tegyuk fel, hogy az f(x) fuggveny értelmezve van egy nyilt
intervallumon, amelynek xq eleme, Rivéve esetleg magat az xg
helyet. Ha az f(x) fuggvényeértékek tetszolegesen kozel
kerlilhetnek az L szamhoz, amennyiben az x értékek elegge
megkozelitik xo-t, de vele nem valnak egyenlove, akkor azt
mondjuk, hogy f az L szamhoz tart mikozben x tart xo-hoz; ezt
ugy fejezziik ki, hogy f hatarértéke az xo pontban L. Jelolése:

Xlglxlo f(x) = L vagy hXIOnf: L

- Az el6z6 f3 példa azt mutatja, hogy olyan fliggvénynek is
értelmezhetd a hatarértéke, amely nem egy intervallumon,
csak egy xo-ban ,torlodd” ponthalmazon van értelmezve.



Hatarérték és fiiggvényérték
Vesslk 0ssze az alabbi harom fliggveny viselkedését az x = 1
pont kornyezetében.
57 =1
B X—1
37 —1
(b) g(x) =4 x—=1"

(@) f(x)

m limy_1 f(X) = limy—1 g(x) = limy—1 h(x) =2 =h(1). g(1) =1#2,

f pedig nincs is értelmezve 1-ben.






Amikor nem létezik hatarérték

p Példa
Hogyan viselkednek az alabbi fliggvények, az x = 0 helyen?

0, <0 ) P ,
(@) e(x) = { X (ez az egységugras fliggvény)

1, x>0

1

- X#0
(b) g(x) = ¢ X

0, x=0

0, x<0

]
sin—, x>0
X



e(x)

0 hax<O

1 hax>0

y

Sin(%) hax >0

0 hax<0

[T




A hatartérték szamitogépes becslése

P A hatarterték becslése korlatozott pontossag esetén
VX2 4100 — 10

2
tizedesjegy pontossaggal szamolo szamologéppel.

hatarértéket 6

Hatarozzuk meg a lim
X—0

m Vajon 0,05 vagy 0 vagy egy harmadik szam a hatarértéek?

(0,05 = 1/20).
X f(x)
+1 0,049876
=05 0,049969 A hatarérték 0,05?
+0,1 0,049999
+0,01 0,050000
40,0005 0,000000
+0,0001 0,000000 L.
’ ’ A hatarérték 07?
40,00001 0,000000 10
+0,0000001 0,000000




A hatarerték definicioja

A hatarérték preciz definicioja



D

Fliggvény hatarértéke
Tegyuk fel, hogy az f fliggvény értelmezve van valamely, az
Xo-t tartalmazo nyilt intervallum - esetleg xq kivételével -
minden pontjaban. Azt mondjuk, hogy f(x) tart L-hez, amint x
tart xo-hoz (f hatarértéke az xq helyen L), szimbolikusan

Jim f(x) =limf =L,
ha barmely e > 0 szamhoz van olyan § > 0 szam, hogy
minden x esetén, ha 0 < |x — xg| < 6, akkor |f(x) — L| < e.
Formulaval:

Ve>030>0Vx [0<|Xx—Xo| <d=|f(X) — Ll <e].

"



A definicio alkalmazasa a legegyszer(bb fiiggvényekre

P Ha fazidentikus leképezés (minden x-re f(x) = x), akkor
tetszbleges c esetén

fim ) = imx = .
Adott e > 0-hoz § = ¢ megfeleld, de jo barmely § < ¢ is.
P Ha f(x) = |x| akkor tetszdleges c esetén
lim f(x) = lim x| = |c].
Adott e > 0-hoz § = ¢ megfeleld, de jo barmely § < e is.

P Ha f konstans fuggveny, azaz minden x-re f(x) = k valamely k
szamra, akkor tetszdleges ¢ esetén

lim f(x) = lim kR = k.
X—C X—C
Adott ¢ > 0-hoz § = 1 megfelelé (vagy barmilyen pozitiv §).

P llmxﬁ?)x ES 3, 1imxg>73 |X‘ ES 3, 1iH1X%,7 4 = 11mX4)2 4 ES 4 12



Ha nem létezik hataréertéek

K Miért nem letezik egy f fliggvenynek hatarértéke egy ¢
pontban?

M Tagadjuk a definiciobeli itéletet:

AVe>035>0Vx [0< [x—c|<d=|f(x)—L| <e]
- tagadasa

VL3de>0Vo >0 [0< |XxX—c|<IA|f(X)—L| >¢€].

P Keressiink a kovetkezé fliggvényekhez olyan e szamot, ami
igazolja, hogy a figgvénynek 0-ban nincs hatarértéke.

13



e(x):{o hax <0 g(X)z{é hax # 0

17 hax>0 hax=20
y y
e
g
X X
o LV L

sin(1) hax>0
flg = =m0

0 hax <0
y

e esetén barmely 0 <

/'\\ f e < 3, f esetén barmely

—_— 0 < e <1, g esetén bar-
mely 0 < e igazolja a ha-
tarérték nemlétezéset.

14



Adott f, Xo, L, e-hoz tartozo ¢ kiszamitasa

m Azt a -t keressiik, amelyre tetszoleges x esetén
O0<|x—xXo| <d=|f(x)—L| <e.

(1) Az |f(x) — L| < € egyenldtlenség megoldasaval keressiink egy
(a, b) nyilt intervallumot, amelynek minden xo-tol kiilonboz6
elemére teljesiil az egyenlotlenség.

(2) Adjunk meg egy 6 > 0 szamot, amelyre teljesiil, hogy az xo
kozéppontd (xo — d, %0 + d) nyilt intervallum az (a, b)
intervallum belsejébe esik.

15



Példa ¢ kiszamitasara

P Peélda
lgazoljuk, hogy lin%f(x) = 4, amennyiben
X—

f(X)z{Xz’ S
1, x=2

M Bizonyitando: barmely e > 0 esetén van olyan § > 0, hogy
minden x-re

O<|x=2|<d=|f(x) — 4| <e.






Példa ¢ kiszamitasara (folytatas)

(1) Keresiink egy nyilt intervallumot, amelynek minden xq-tol
kilonbozo elemére teljesil az |f(x) — 4| < e egyenlotlenség.
X2 — 4] < e
—e<xt—b<e
h—g<X <bte
Vh—e<|x| <Vh+e
Vh—e<x<b+e
(Gyokvonasnal feltettiik, hogy € < 4.) Tehat ha
X € (Vb —e,Vh+e) és x # 2, akkor |f(x) — 4] < e.
(2) Adjunk meg egy 6 > 0 szamot, melyre
(2—6,2+8)C (V& —e,VETe)
§ = min{2 — v4 — e,/ +¢ —2}.



A hatarerték definicioja

(Véges) hatarérték a végtelenben
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D Hatarérték a végtelenben
1. Az f fliggvény hatarértéke a végtelenben L, jelolés

Jim f(x) = L vagy limf =L,

ha értelmezési tartomanyanak tetszéleges N € R szamnal
van nagyobb x eleme, és

Ve > 03IMVx e D(f) [x>M=|f(x) - L| <e].
2. Az f figgveny hatarértéke a minusz végtelenben L, jelolés
lim f(x) =Lvagy limf=1L,
X——00 —00

ha értelmezési tartomanyanak tetszéleges N € R szamnal
van kisebb x eleme, és

Ve >03INVXx e D(f) [x<N=[f(x) —L| <e]. -



Sorozat hatarértéke

ha az f fliggvényroél azt irnank eld, hogy értelmezve legyen egy
(N, 00), illetve a —oo-beli hatarértek esetén egy (—oo, N)
intervallumon. E definicio viszont igy lehetdvé teszi a sorozat
hatarértekének definialasat is, mivel egy s, sorozat tekintheto
egy s : N — R fuggvénynek is.

D Sorozat hatarértéke

Tekintslk az s, (n € N) sorozatot. Azt mondjuk, hogy sn
hatarértéke L, jelolés

hm Sn = L7
n—oo

ha

Ve > 03N [n >Nz = |sp— L <e]. 21
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Hatarertekek kiszamitasa




Hatarertekek kiszamitasa

Hatarértek kiszamitasara vonatkozo tételek



T Hatarértékek és algebrai miveletek

L' L, M, kvalos, és ¢ € RU {+oo}. TFH

limf(x) =L és li_}rrég(x) =M.

X—C
Ekkor léteznek az alabbi hatarértékek és fennallnak a
kovetkezok:
(1) Osszeg, kiilonbség: lim(f+g) =L+M,
(2) Szorzat: hm(f-g) =L-M,

(3) Konstanssal vald szorzas: lign(fe fHl=k-L,

(4) Hanyados: ligng = % (amennyiben M #£ 0),

(5) Racionalis kitevojl hatvanyozas: Ha r és s relativ prim
egészek, s # 0, akkor lign]"/S = L'/3, feltéve hogy L/s valos
szam (ha s paros, feltessziik, hogy L > 0).

23



P Példa
lgazoljuk, hogy ha ;i_)n%f(x) =Leés }i_)n%g(x) = M, akkor

lim (f(x) + g(x)) = L+ M.

X—C

M Legyen adva az e > 0 szam. Meg kell adnunk egy pozitiv §-t,
amelyre teljesul, hogy minden x esetén

O<x=cl<d=]f(X)+g(x)— (L+M)| <e.
A tagokat atrendezve és a haromszog-egyenlotlenséget
felhasznalva:

f) +9() = (L+M)| =
<

(f) = D)+ (g(x) = M)| <

|
f) = LI +1g(x) = M|

24



M [folytatas] A megadott e-hoz létezik olyan §; > 0 és §; > 0,
hogy minden x-re
O<|x—c|<d=If(x) —L| <e/2,
0<|x—c|<d=lg(x)—M <e/2.

Ha 6 = min{dy,d,}, akkor 0 < |x —c| < 4, esigy |f(x) — L| < /2,
es |g(x) — M| < e/2. Tehat
) +90) = (L+MI < S+ =+,

ami azt bizonyitja, hogy valoban: iiﬁrré(f(x) +g(X)) =L+ M.

25



D

Polinom

A P(x) fuggvenyt polinomnak nevezzuk, ha alkalmas ao, ..., a,
valos szamokkal P(x) = anx" + ap_1X"~" 4 ... + ag alakba
irhato. Az a; értékeket a polinom egyutthatoinak nevezzik.
Ha a, # 0, akkor azt mondjuk, hogy a P(x) polinom foka n.

Polinom hatarértéke = helyettesitési értéke
Ha P(X) = anx" + an_1x"~1 + ... 4 ao, akkor
lim P = P(c) = anc” + an_1c" "+ ... + ao.

Racionalis tortfliggvény hatarértéeke
Ha P és Q polinomfuggvények és Q(c) # 0, akkor

P(©)

(C) 26

o\v

lim
C



Hatarertekek kiszamitasa

A szendvicstétel - rendorelv - csendérelv



T Szendvicstétel - rendorelv - csendorelv

Ha a ¢ pontot tartalmazo nyilt intervallum (esetleg ¢
kivetelével) minden x elemére teljesil, hogy
9(x) < f(x) < h(x), es

ligng = lignh =
akkor fennall lignf: Lis.

T Tétel

Ha a ¢ pontot tartalmazo nyilt intervallum (esetleg ¢
kivételével) minden x elemére f(x) < g(x), és léteznek a lim, f
és lim. g hatarértékek, akkor

hgnf < hgn g.

27



P A szendvicstétel alkalmazasa
Mennyi a kovetkezo hatarértéek?

. L]
lim X? sin —
Xx—0 X

y
X2
M —x? < x’sin) < x?
lim —x* = lim x> = 0, igy
X—0 X—0 /
5 — X

lim x“sin— =0
X—0 X

—x2

28



A trigonometrikus fliggvények becslése

sin

cos v

17— cos?

|sin 9| < |¥|

0<1—cos? < |V

29



P A szendvicstétel tovabbi alkalmazasai
—|9| < sind < |¢

A 1 — = 1 = A t
,esgg%( [9]) 1}}131})(|19|) 0, ezér

lim sin? = 0.
9—0

30



P A szendvicstétel tovabbi alkalmazasai
0<1—cos? < |9 igy

lim (1 — cos¥) = 0, azaz lim cosd =1
9—0 9—0

y
Ix]
1 — cosx
\\ //
N\ 0 .

31



Kiterjesztések




Kiterjesztések

Jobb és bal oldali hatarertékek



D

Jobb és bal oldali hatarérték

Az f fuggvény jobb oldali hatarértéke az xo helyen az L szam
(jelolése: lir+nf: lim f(x) = f(x) = L), ha
X

x—xt

lim
A X—Xo+0

0
Ve>030 >0Wx[xo<X<Xo+d=|f(X)—L| <el.
Az f fliggvény bal oldali hatarértéke az xo helyen az L szam
(jelolése: limf = lim f(x) = f(x) = L), ha

lim
X X—X) X—Xo—0

Ve>030>0Vx[Xo—0 <X<Xo= [f(X) —L| <eg].

32
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in(2
fx) = {s (y) hax>0

0 hax<0

[T

lim f(x) = 0

X—0—

lim f(x) = NEM LETEZIK

X—0t



T

Jobb és bal oldali hatarérték és hatarérték kapcsolata
f-nek pontosan akkor létezik a ¢ helyen hatarértéke, ha
ugyanitt létezik mind a jobb, mind a bal oldali hatarértéke és
ezek egyenloek:

limf=L<limf=1L és limf=L.
C @iF c—

36
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T Asin(9)/9 fuggvény hatarértéke
Ha a o szoget radianban adjuk meg, akkor

. sin 9 1
1m = I.
9—0 U

38



B OAP A terllete < OAP korcikk tertlete < OAT A terllete.

T

0 Q A(1,0)

39



Belatjuk: a jobb és a bal oldali hat
hataréerték is 1.
1. A jobb oldali hatarérték 1 (0 < ¢

aréerték 1 ~ kétoldali

< m/2):

OAP A\ terulete < OAP korcikk terulete < OAT A terulete.

A teruletek:
1 .
Toapar = 5 alap - magassag =
Tonp kércikk = 3 + Ivhossz - sugar

1 P
ToatA = 5 alap - magassag =

Az egyenlotlenségbe helyettesitve:

1 1

1 1
5'1‘811’119:5811’119

1, 1 9
— LR =_.(12.9="2
5 Y > () 2
11 tgd = Lt

2 U=

1

—tgd

2

40



J sind-val osztva (sin9 > 0):

v 1
<

1<
sind  cosd

A reciprokokat véve:

sin - cos v
v 1

>

a szendvicstétel alapjan

. sin v 1
m =
9—0t+ U

2. sind és ¢ paratlan fuggvények — (sind)/9 paros —

. sin?d . sin ¢
lim = lim
9—0+ 9 9—0— U

=1,

41



sin X

42



Kiterjesztések

A végtelen, mint hatarérték
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D Veégtelen hatarértékek
1. Az f hatarértéke az xg helyen végtelen (oo), szimbolikusan

limf = oo,

ha
VB30 >0Wx[0< |x—xo| <d=f(x)>B]

2. Az f hatarértéke az xo helyen minusz végtelen (—oo),
szimbolikusan

limf = —oo,

ha
VB30 >0Vx[0< |x—xo| <d=f(X) <B]

44y



P A definicio alkalmazasa

lgazoljuk, hogy lin%)% = o0.
X—

m Megmutatjuk, hogy

1
VB 36 > 0Vx O<|X—Xo|<5:>)?>5

B < 0 esetén ;; > Bteljesil. B > 0 esetén -; > B pontosan
akkor, ha x2 < %, azaz ha |x| < ﬁ. Legyen 6 g 1/v/B, akkor
minden x-re

1 1
|x|<5:>—>ﬁ28,

dzaz

lim — = oo.
Xx—0 X

45



D Veégtelen hatarértékek a végtelenben

1. Az f figgveny hatarértéke a végtelenben végtelen (o),
szimbolikusan

lim f = oo,
(e.9]

ha
VB IM Vx [x > M = f(x) > B].

2. Az f figgveny hatarértéke a vegtelenben minusz végtelen
(—00), szimbolikusan

lgglf: —0Q,

ha
VB M Vx [x > M = f(x) < B].

46



A mUveletekrdl szolo korabbi tételben L és M lehet oo is, de
ilyenkor nem mindig tudjuk csupan a két fliiggvény limeszéhal

meghatarozni az 0sszeg, szorzat, sth. limeszét:

—00 [ M<0]0|M>0]+0 |

»

+ |00 M |+oo]  Too [Hoo| 400 7] w0 |—oo
—00 || —oo | —o0 ? L<0]| 40 LM 0 LM —00
L —o0 | L+M | 400 0 ? 0 0 0 ?
+o0 ? 400 | +o0 L>0] —oc0 LM 0 LM +00

400 || —o0| —0 | 7| 40 | 400
limf || —oo [M<0] 0~ | 0 | 0" [M>0]+00]
limle 0 ‘ o ‘ —oo‘nincs‘—koo‘ o ‘ 0 ‘
0*: pozitivan tart 0-hoz
0~: negativan tart 0-hoz

47



A ,hatarozatlan” co — o0, 0 - o0, 8 limeszeknél a figgvenyt
probaljuk meg tgy atalakitani, hogy az Uj kifejezés limesze mar
eldonthetd legyen.

limxz—X+2:oo—oo+2:oo—oo:?, de

lim X —x+2 = lim X*(1—- 3+ %) =00 (1-0+0) = 001 = co.

X—00
X2 —X+2 oo

XX+ ZL >,
Xlggo 2x2 43 00 s

X2 —X+2 (1= 5+ %) i=2+5 1
X=oo 2243 X—00 X2(2+ x7> X—oo )4 2 2

48



Kiterjesztések

Aszimptotak, dominans tagok



D

Fliggoleges aszimptota
Az x = a egyenletl egyenes az y = f(x) fuggveny
grafikonjanak fiiggdleges aszimptotaja, ha

lim f(x) = 400 vagy ha lim f(X) = +o0

x—at X—a—

49
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cos X

= secX
cos X

i —

——
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D Vizszintes aszimptota
Az y = b egyenletl egyenest az y = f(x) fliggvény grafikonja
vizszintes aszimptotajanak nevezziik, ha

Aim f(x) = b vagy lim f(x) = b.
y y\
\ \\ b X
\ 1 ~__* |
—~—— ;( X
X

56
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D

Ferde aszimptota (tartalmazza a vizszintest is)
Az y = ax + b egyenletl egyenest az y = f(x) fliggvény
grafikonja ferde aszimptotajanak nevezzik, ha

lim (f(x) — (ax+ b)) =0 vagy lim_(f(x) — (ax+b)) =

X—00

m Minden olyan racionalis tortfliggvény grafikonjanak van ferde

aszimptotaja, amelyben a szamlalo fokszama eggyel nagyobb a
nevezéénél (pl. Xgi;g ). Ilyenkor a polinomosztas hanyadosa
épp a ferde aszimptota egyenletét adja (ami mindkét
végtelenben azonos).

Az a és b meghatarozhato az

_ f(x) _
a= lim 0 ésab= Jim (f(x) — ax)
hatérértékek segitségevel, ugyanis f(x) — (ax + b) — 0 miatt

@—a —>Oazazf()—>a 28



P Példa

X—00 X—r00 Soo X 41

2 —X
b= lim (f(x) —ax) = lim ( - x) = lim —1

Ugyanezeket a hatarértékeket kapjuk —oo-ben is!

A ferde aszimptata: y = x — 1.

A nevezo zérushelye miatt a fliggdleges aszimptota: x = —1.

59



fx)

—x—1
/S
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x3 — 2x
X2 —2x+1
2 2
X X: =2 1-5
M a= lim 1) — . =1l X =1
X—o00 X X—o00 X2 — 2X + 1 X—00 1 X_|_X7

. X == (=22 +x) 2x? — 3x
lim = =
X—00 >3<2—2x+1 X=oo X2 — 2X + 1
: X 5 i _
Xlggo : i Xlz = 2 tehat az aszimptota egyenlete y = x + 2.
2M Polinomosztassal: i VD P S
) . CX2 =241 X2 —2x+1
tehat az aszimptota egyenlete y = x + 2.
fx) ~x+2 ha |x| elég nagy, illetve

X—2 P
X)~3+ —=———— az1kozelében
fx) Jr><2—2><+1

61
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P Nagy léptékben azonosnak tiin6 grafikonok
Legyen f(x) = 2x* — 23 + 3x? — 3x + 4 és g(x) = 2x*. Mit jelent
az, hogy f és g ,elég nagy” abszolt értékl x-ek esetén jo
kozelitéssel azonosnak tekinthetdk.

M Az f és a g hanyadosanak hatarértéke a co és —oo helyeken:

f(X) =23 43 - 3x+ 4

x—Foo g(X)  x—oo 2x4

. (1 1 o 3 3 i 2)
= 1m —_—— —_— e — N
X 22X 23 x4

Elég nagy abszolit értékl x-ek esetén tehatfés g jo
kozelitéssel azonosnak tekintheto.
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Osszefoglalas




Osszefoglalas

1.
2.
3.

Hatarértékek definicioi példakkal

Egységugras fiiggvény, sin | hatarértéke 0-ban nem létezik
Flggvenyek osszegének, szorzatanak, hanyadosanak,
skalarszorosanak, racionalis kitevos hatvanyanak
hatarértéke

Szendvicstétel

in X oL
St hatarerteke

Aszimptotak
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