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Egyenes és szakasz

Egyenes



Definicio

Az adott Py ponton athalado e egyenes iranyvektoranak
nevezink minden olyan v (v # 0) vektort, amely parhuzamos
az e egyenessel.

Egyenes explicit (paraméteres) vektoregyenlete
A Py(xo,Y0,20) ponton athalado, v iranyvektoru e egyenes
vektoregyenlete

rt)=ro+tv, —oo<t< oo,

ahol r az e egyenes egy P(x,y,z) pontjanak helyvektora, mig
ro @ Po(Xo, Y0,20) ponte.

Po tv [

o



m Az el6z6 egyenlet vektorait koordinatas alakba irva:

(X,y,Z) = (X07y0720) + t(a,b,C) = (XO + GtJO + btaZO + Ct)

T Egyenes explicit (paraméteres) egyenletrendszere
Ha a Po(Xo, Yo,Z0) pont egy egyenes egyik pontja, iranyvektora
pedig v = (a, b, c), akkor az egyenes explicit
egyenletrendszere

X = Xg + at
y =Y+ bt
Z=2Zy+Ct

ahol a t paraméter az 0sszes valos szamon végigfut.



P Egy ponton atmend, adott vektorral parhuzamos egyenes
Legyen Po(2,—1,3),v = (4,3,0).
m x=2+4t, y=—-143t, z=3.

P Két ponton atmené egyenes
Legyen Po(2,—1,3), P1(6,2,3).

m PoP7 = (4,3,0).
X=2+4t, y=-143t, z=3.
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Szakasz



P Szakasz paraméterezése
Paraméterezzilk a Po(2,—1,3), P1(6,2,3) pontokat 0sszekotd
szakasz pontjait.

m Az el6z6 példa szerint az egyenes egyenletrendszere:
X=2+4t, y=—143t, z=3. At paraméterl pontot
jelolhetjuk Pt-vel, hisz a Pi(x,y,z) = (2 + 4t, =1+ 3t,3)
jeloléssel t = 0 esetén épp a Py, t = 1 esetén épp a P; pontot
kapjuk. gy a PoP; szakasz paraméterezése:

X=24+4t, y=-14+3t,z=3,0<t< 1
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Egyenesvonall egyenletes mozgas



>

Egyenes mentén egyenletesen mozgd pont mozgasanak
leirasa

A Po(2,—1,3) pontbol 10 tavolsagegység/iddegység
sebességgel az a = (4,3,0) iranyban haladva, hova jutunk 6
idoegység alatt?

m Atirva a vektoregyenletet, annak fizikai értelmezés adhato:

a
al
Most a sebesség = 10, egységvektor = (4/5,3/5,0), hisz |a| = 5.

r(t) = ro+t|v| — = ro+t(sebesség)(mozgasiranyl egysegvektor).

r(t) = ro + t(sebesseg)(mozgasiranyu egysegvektor)
r(6) = (2,—1,3)+6-10- (4/5,3/5,0) = (50,35,3).
(E példaban a sebességvektor v = (8,6, 0) az az iranyvektor,

mely a vektoregyenlet képletében szerepld v vektorral
egybeesik.)
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D Alakzatok tavolsaga

Ha két alakzat pontjai paronkénti tavolsaganak létezik a
minimuma, akkor ezt hivjuk a két alakzat tavolsaganak, vagyis
ha A és B két alakzat a térben, akkor

d(A, B) = min{d(x,y) | x € A,y € B}.

m Amennyiben a szoban forgo alakzatok pontok, egyenesek és
sikok, akkor a fenti médon definialt tavolsag mindig létezik.



T Egyenes és pont tavolsaga
A Q pont és a P ponton atmend v iranyvektor( egyenes

tavolsaga:
PG x v]

V]



P Példa
Mennyi a Q(—3,4,—3) pontésaze: x=1—4t, y=2, z=3t
egyenes tavolsaga?

m P(1,2,0), PO = (=3 — 1,4 —2, -3 — 0) = (—4,2,—3),

ik
POXV=|—4 2 —3|=(6,24,8)
4 0 3

(6,24,8)| = 26, igy

PO xv|  |(6,24,8) 26

v [(=40,3)]  5°



Sik




Sik

Sik egyenlete



T Sik explicit egyenletei
A Po (X0, Yo, Z0) ponton athalado (ro helyvektori), az
u = (uq, Uy, U3) €s v = (v, vy, v3) vektorok altal kifeszitett sik
explicit vektoregyenlete: r=rg+su+tv.
explicit egyenletrendszere: X = Xg + Suq + tv;
Y = VYo +Suy +tvy
Z=2Zp + SuU3 + tv3




A sik implicit egyenletei

D

Definicio
Egy n # 0 vektort az S sik normalvektoranak nevezzuk, ha
meréleges ra.

Sik implicit egyenletei
A Po (X0, Yo,20) ponton athalado, n = (A, B, C) (n # 0)
normalvektord sik
vektoregyenlete: n-(r—ro) =0,
alapegyenlete: A(X —Xo) + B(y — o) + C(z — 20) = 0,
altalanos egyenlete:  Ax+By+ Cz=D,

Ax+By+Cz—D

normalesyenlete; =0,
gy ’/A2+B2+C2

ahol P(x,y,z) a sik egy tetszdleges pontja, és
D = Axg + Byo + Czo. Normalegyenlet esetén a normalvektor
egysegvektor.
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A sik implicit egyenletei
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P Sik egyenletének felirasa
Po(1,-2,3),u=(3,0,2),v=(1,-3,0).

m Explicit egyenlet és egyenletrendszer:
(x,y,2) = (1,-2,3) +5(3,0,2) + t(1,-3,0)

X=143s+t
y=-2-3t
z=3+42s
i j k
n=uxv=1[3 0 2[=(6,2,-9).
T =3 0
vektoregyenlet: (6,2,-9)-(x—=1y+2,z—3) =0,
alapegyenlet: 6(x—1)+2(y+2)—9(z—-3) =0,

altalanos egyenlet: 6X + 2y — 9z = —25,

- . 6X+2y—924+25 _ 6 2 9 25 __
normalegyenlet: e TR S = o o =0
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P Harom ponton atmeno sik egyenlete
P(1,0,0), Q(0,2,0), R(0,0,3).

m Az explicit egyenletrendszerhez Iﬁ -1,2,0), Iﬁ

X=1—-s —t

y= +2s
7= + 3t
A normalvektor i j ok
POxPR=|-1 2 o|=(6,3,2),
-1 0 3

igy az alapegyenlet 6(x — 1) +3(y — 0) +2(z—0) =0, az
altalanos egyenlet 6x + 3y + 2z = 6, a normalegyenlet
Sx+3y+2z-8%=o.

-1,0,3):
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Sik

Sik és pont tavolsaga



P Pont és sik tavolsaga
Q(0,-1,1), S: x + 2y + 2z = 3 (normalegyenlete:
IX+3y+2z-1=0)

m Legyen P az S sik egy tetszoleges pontja, ekkor Q és S tavolsaga:
i
n|

ahol n az S sik egy normalvektora. Esetlinkben legyen
P(—1,1,1). Igy
‘(1,—2,0)-(1’?2)’ — -1 =1,

A feladat mindig megoldhato gy, hogy a Q pont koordinatait
behelyettesitjik a sik normalegyenletének bal oldalaba. A
kapott érték épp a tavolsag. (Az eldjel azt jelzi, hogy a pont a
sik melyik oldalanvan.) - 0+2 - (-=1)+3%-1—-1=—1.



Alakzatok kozos pontjai




Két egyenes

Két egyenes kolcsonos helyzete:

« 0 kozos pont - a két egyenes kitérd vagy parhuzamos, de
nem azonos
« 1koz0s pont - a két egyenes metszo

« vegtelen sok kozos pont - a két egyenes azonos



Két egyenes

P Két egyenes metszéspontja
e x=142t,y=1+3t, z=1+1t
ey X=2+4t, y=—-t,z=2+t

m Az masodik egyenletrendszerben a paramétert s-re cseréljuk,
majd az egyes koordinatakat egyenlové tessziik:

14+2t=2+5
14 3t=-5
1+t=2+5s

Az egyenletrendszert megoldva t = 0,s = —1 (Ellendrzés!),
majd behelyettesitve t = 0-t e;-be (vagy s = —1-et e,-be), a
metszéspont (1,1,1).



Sik és egyenes

Sik és egyenes kolcsonos helyzete:

+ 0 kozos pont - az egyenes parhuzamos a sikkal
« 1 kozos pont - az egyenes dofi a sikot

« végtelen sok kozos pont - az egyenes része a siknak
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Sik és egyenes

P Sik és egyenes metszéspontja
Six+2y+2z2=3,e:x=3—-t, y=2+2t, z="1.

m Behelyettesitjik az egyenes egy pontjanak koordinatait a sik
egyenletébe. Az egyenes egy pontja: (3 —t,2 + 2t, 1),
behelyettesitve: 3 —t)+2(2+2t)+2-1=3,azazt = -2.
Innen a kozos pont: (5,—2,1). Ellenorzés!
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Két sik kolcsonos helyzete:

+ 0 kozos pont - a két sik parhuzamos
- a két sik egy kozos egyenesben metszi egymast

+ a két sik azonos
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P Két sik metszésvonalanak egyenletrendszere
S1:2x+2=3,5:3y4+z=5

m S; normalvektora: (2,0,1),
S, normalvektora: (0,3,1),

k
1| = (=3,-2,6),
:

W O —

i
2
0

Kell keresni még egy kozos pontot, azaz a két egyenletbdl allo
egyenletrendszer egy megoldasat, ami biztosan létezik, ha a
ket sik nem parhuzamos. Legyen példaul x = —1, ekkorz=75
ésy = 0. Az egyenes egyenletrendszere:

X=-1-3t, y=-2t, z=5+ 6t.
22



Forditott irany: egyenes egyenletrendszerébdl megadni két sik
egyenletét, melyeknek épp ez az egyenes a metszésvonala.

Az egyenes explicit egyenletrendszerébdl a t paramétert
kikiiszoboljuk:
bx = bxg + abt
aZ0 0y = Yo + abt bx—ay =bxo—aY¥o p=o,c=0 ¥ = Yo
- = =
CX = CXo + act CX — Az = CXg — A2y Z=12p

X = Xg + at
Yy=Yo+bt &

Z=2y+Ct
az = azg + act

vagy ha az iranyvektor egyik koordinataja sem 0

X — Xo
t:
X = Xo + at a
;éOb;éOc;éO _Y—Yo X—Xo _Y—Yo Z—20
bt ° = = =
y=Vo+ b a b C
Z=12p+Ct t_Z—Zo
C

Ez harom sik egyenlete: 2% = Yo X2 — 224 Vb — 2250 23
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D Egyenesek implicit egyenletrendszere
Egyenes implicit egyenletrendszerén két olyan sik egyenletét
étjuk, melyek nem parhuzamosak, igy metszésvonaluk egy
egyenes.

P Egyenes: explicitbol implicit
Irjuk felaze: x =3 —t, y =2+ 2t, z=1. egyenes egy implicit
egyenletrendszeret!

M z =1 az egyik sik, a masik két egyenletbol t-t kifejezve t = 3 — X,

t=3y—1~3—Xx=3y—1~ x+ 3y =4 Azegyenletrendszer
tehat
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Osszefoglalas




Osszefoglalas

. egyenes és sik explicit (paraméteres) és implicit
(parameétermentes) egyenletei/egyenletrendszerei (két
ponton atmend egyenes, harom ponton atmend sik
egyenleteinek felirasa)

- térbeli alakzatok kozos pontjai

- két egyenes metszete
 egyenes és sik metszete
« két sik metszete
- térbeli alakzatok egymastol vett tavolsaga
+ pont tavolsaga egyenestol és siktol
« két kitérd egyenes tavolsaga*
+ parhuzamos egyenesek és sikok kozotti tavolsagok*
- sikok és egyenesek egymassal bezart szogei*

a gyakorlaton e
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