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Vektorok a 2- eés 3-dimenzios térben



Iranyitott szakasz, kotott és szabad vektor

Kotott és szabad vektorok:
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,Ha az iranyitott szakasz a hal, akkor a vektor a halraj”
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D Definicio
Keét iranyitott szakasz (azaz kotott vektor) akkor és csak akkor
adja ugyanazt a (szabad) vektort, ha eltolassal atvihetdk
egymasba.Azaz AB — CD <« ACDB egy (esetleg elfajulod)
paralelogramma.
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Vektorosszeadas, skalarral szorzas

Vektorosszeadas (haromszogmodszer,
parallelogramma-modszer)
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Skalarral szorzas
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Mveleti tulajdonsagok

T Avektormiveletek tulajdonsagai

Ha a, b és c a 2- vagy 3-dimenzios tér tetszéleges vektorai, 0 a
zérusvektor és r, s két tetszoleges valos szam, akkor
fonnallnak az alabbi azonossagok:

a) a+b=b+a e) r(sa)=(rs)a
b) (a+b)+c=a+(b+c) f) r@@a+b)=ra+rb
c) a+0=a g) (r+s)a=ra+sa

d a+(-a)=0 h) la=aés0a=0



Linearis kombinacio

D Linearis kombinacio

C1aq1 + Cpay + ... + Cpadp

alakl vektort értiink, ahol ¢q, ¢, . .., Cp valos szamok. AMH v
eloall az aq, ay,..., @, linearis kombinacidjaként, ha vannak
olyan ¢y, ¢, ..., Cp valosok, hogy v = cjay + ... + Cpap. Az Ures

vektorhalmaz linearis kombinacioja a nullvektor.
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Kollinearis és komplanaris vektorok

D Definicio
Vektorok egy halmaza

« kollinearis (parhuzamos), ha a vektorok egy egyenesbe
tolhatok, azaz kozos kezdoponthol inditva egy egyenesben
vannak

« komplanaris (egy sikba esd), ha a vektorok egy sikba
tolhatok, azaz kozos kezdopontbol inditva egy sikban
vannak.

A skalarral valo szorzas geometriai jelentésébdl és a
paralelogrammaszabalybol kovetkezik, hogy

T Tétel

Kollinearis (ill. komplanaris) vektorok 0sszes linearis
kombinacioja kollinearis (ill. komplanaris).



Egyértelmu linearis kombinacio

T Sikbeli vektor felbontasa

Ha a; és a, két nem parhuzamos vektor, akkor a sikjuk
minden v vektora egyértelmuien eldall e vektorok linearis

kombinaciojaként, azaz egyértelmien léteznek olyan v; és v,
valos szamok, hogy

V = Vqiaq + Vras.
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Egyértelmu linearis kombinacio

T Teérbeli vektor felbontasa

Ha aq, a» és a3 harom nem egy sikba esd vektor, akkor a tér
minden v vektora egyértelmuien eldall e vektorok linearis

kombinaciojaként, azaz egyértelmien léteznek olyan vq, v, és
v3 valos szamok, hogy

V = Vqa7 + Vpap + V3as.




Tavolsag, szog, orientacio



Skalaris szorzas

D Két vektor skalaris szorzata

Két vektor skalaris szorzatan a vektorok abszolit értékének
és az altaluk bezart szog koszinuszanak szorzatat értjik. Az a
és b vektorok skalaris szorzata tehat

a-b =Jallb|cos(a,b),,

ahol a ket vektor altal bezart szog (a, b),.
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A skalaris szorzas tulajdonsagai

T Askalaris szorzas miveleti tulajdonsagai

Ha a, b és c tetszéleges térbeli (sikbeli) vektorok és r
tetszoleges valos szam, akkor igazak az alabbi 6sszefliggések:
a) a-b=b-a (kommutativitas)
b) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivitas)
c¢) r(@a-b)=(ra)-b=a-(rb)
d a-a>0haa#0ésa-a=0haa=0.

T Mikor 0 a skalaris szorzat?
a-b=0 <= a L b(aésbmerdleges, ha barmelyikiik a
zérusvektor, vagy ha hajlasszogiik 7 /2.)
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Hosszlsag és szog

D Vektor hossza: a-a = |al|a| cos 0 = |al|a|, tehat |a|> = a - a, azaz

la] = va-a.

D Két pont (vektor) tavolsaga
d(a,b) = |a— b|.

D Keét vektor altal bezart szog:
a-b
cos(a,b), = ——, (1)
4= Tallo
mivel a [0, 7] intervallumon a koszinusz fuggveny kolcsonosen
egyértelmd.
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Két fontos O0sszefiiggés

T Pithagorasz-tétel
Az a és b vektorokra pontosan akkor teljesul az
la+bl* = [a]* + [b]?
0sszefliggeés, ha a és b merdlegesek egymasra.

T Haromszog-egyenlotlenség

Barmely két a és b vektorra

@+ b| < [a] +[b].



Egységvektorral valo szorzas

T

Egységvektorral valo szorzas geometriai jelentése

Ha e egysegvektor, akkor a b= (e - b)e vektor a b vektornak
az e egyenesére valo merdleges vetiilete. Az e - b szorzat e
vetiilet eléjeles hossza, mely pozitiv, ha b és e egyiranyGak,
és negativ, ha ellenkezo iranylak.

e (e-b)e (e-b)e €

Jelolés
proj, b a b vektor a egyenesére es6 merdleges vetlleti
vektora:

proj.b = (e-b)e. N



Meroleges vetités

T Vektor felbontasa merdleges 0sszetevokre

Ha a és b a sik vagy a tér két vektora, és a # 0, akkor b-nek az
a egyenesére es6 merdleges vetiilete

. a-b
proj, b = ﬁa.

A b-nek az a egyenesére meroleges 0sszetevoje

. a-b
b—prOJab_b—ﬁa.

b
b — proj, b

3 proj, b 2



Orientacio




Vektori szorzas

D Vektori szorzat

A 3-dimenzios tér két vektoranak vektori szorzatan azt a
vektort ertjik, melynek

« abszolut ertéke a két vektor abszolit értékének és
kozbezart szoge szinuszanak szorzata,

« iranya meréleges mindkeét vektor iranyara és - ha a
szorzat nem a nullvektor, akkor — az elso tényezd, a
masodik tényezo és a szorzat ebben a sorrendben
jobbrendszert alkot.

- az abszollt érték nem negativ, mert sin a [0, 7]-n nem negativ.
- Kepletben: |a x b| = |a||b|sin(a,b),,axb La,axb Lb,ésa,
b, a x b e sorrendben jobbrendszert alkot, ha |a x b| # 0. 18



Vektori szorzas

P i, kvektori szorzata

Készitsink muvelettablat vektori szorzataikrol!

M Mivel (i,i), = 0, ezért |i x i| =0, igy i x i = 0. Hasonloan
jxj=0éskxk=0.

il 0 k 5 '/k'\
il-k o i .
. .
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Vektori szorzas geometriai tulajdonsagai

T Mikor 0 a vektori szorzat?

Két térbeli vektor vektori szorzata pontosan akkor
zérusvektor, ha a két vektor parhuzamos.

T Vektori szorzat abszolut ertékének geometriai jelentése

Két vektor vektori szorzatanak abszollt értéke a két vektor
altal kifeszitett parallelogramma teriletének mérészamaval
egyenlo.

b




Vektori szorzas muveleti tulajdonsagai

T Vektori szorzas miveleti tulajdonsagai

TetszOleges a, b és ¢ vektorokra, valamint tetszéleges r valos
szamra igazak az alabbi 0sszefliggések:
a) axb=-bxa (alternalo tulajdonsag)
b) (a+b)xc=axc+bxc
ax(b+c)=axb+axc (disztributivitas)
c) r(@xb)=(ra)xb=ax(rb)
d) |axb|=/la]2bP~[a-bP

A vektori szorzas nem kommutativ (alternald) és nem
asszociativ. PL

(ixi)xj=0,deix(ix))=ixk=—j
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Parallelepipedon térfogata

T Parallelepipedon térfogata

Az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett parallelepipedon
terfogata |(a x b) - c|.

B Az aes b altal kifeszitett parallelogramma terulete |a x b, és
a x b meréleges a parallelogramma sikjara. Az a x b iranyd

egységvektor:
axb

~Jaxb|
a parallelepipedon magassaga |e - c|, és igy a térfogat (azaz az
alapteriiletszer magassag) értéke
axb

Tehat a parallelepipedon terfogata |(a x b)-c| 2

b|’ c’:](axb)-c.



Vegyes szorzat

D Vegyes szorzat

A 3-dimenzios tér harom tetszoleges a, b és ¢ vektorabol
képzett

abc:=(axb)-c

kifejezést a harom vektor vegyes szorzatanak nevezziik.
- abc =bca = cab = —acb = —cha = —bac.

- Késobb latni fogjuk, hogy ez azonos a harom vektor
koordinataibol képzett tablazat determinansaval.

23



Vegyes szorzat geometriai jelentése

- A(axb)-cskalartaza, b es cvektorok altal kifeszitett

parallelelpipedon elojeles térfogatanak nevezziik.

- Ez pontosan akkor negativ, ha a c vektor a x b egyenesére eso
meroleges vetilete és a x b ellenkezd iranyd. Vagyis ha a ¢
vektor az a és b sikjanak masik oldalan van, mintaza x b
vektor, azaz ha a, b és ¢ balrendszert alkot! Tehat e skalar

- A harom vektor pontosan akkor esik egy sikba, azaz pontosan
akkor linearisan 0sszefliggdk, ha (a x b) - ¢ = 0.

24



Osszefoglalas




Osszefoglalas

 szabad vektor fogalma

- két vektor 6sszege, vektor skalarszorosa, vektorok linearis
kombinacioja

« vektorok skalaris szorzata, mikor 0 a skalaris szorzat?

« egységvektorral valo szorzas geometriai jelentése

 vektor abszolUt értéke, és annak kiszamitasa

+ Pithagorasz-tétel, haromszog-egyenlétlenség

« orientacio, jobbrendszer, balrendszer

« vektorialis szorzas, mikor 0 a vektorialis szorzat?

* |a x b| geometriai jelentése: a paralelogramma terulete

* vegyes szorzat, mikor 0 a vegyes szorzat?

 avegyes szorzat geometriai jelentése: paralelepipedon
eldjeles térfogata

25



Vektorok koordinatas alakban
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Muveletek koordinatas alakban

a = (a1,02,a3) = @i + G + ask,
b = (b1, by, b3) = bqi 4 byj + b3k,
\ tetszoleges valos szam
Osszeadas:
a+b=(a1+ b1,a; + by, a3 + b3)
Skalarral valo szorzas:
Aa = (A\aq1, Aaz, Aas)

Nullvektor:
0=1(0,0,0)

27



Muveletek koordinatas alakban

T Tetel

A sikbeli u = (uq,uy) eés v = (v, vy), illetve a térbeli
u = (uq, Uy, U3) €s v = (v, vy, v3) vektorok skalaris szorzata
ortonormalt koordinatarendszerben

u-vVv=uVq+ UyVy, illetve u - v = uqvq + Upvy + Uz Vvs.

B Sikbeliesetre:i-i=j-j=1ési-j=0, ezért

U-v = (Ui+Uugj) - (Vi + va)
= Uvqi - T 4 (U1va + UaVp)i - ] + UaVaj - ]

= Uq1Vq + UpVp

28



T Vektori szorzat ortonormalt koordinatarendszerben

A térbeli a = (a1, a3,a3) és b = (by, by, b3) vektorok vektori
szorzata derékszogl koordinatarendszerben

axb= (02b3 - a3b2,a3b1 — C11b3, a,b; — Clzb1).

a x b = (ayi + azj + azk) x (byi + byj + bsk)
= ayb3) x K+ azbok x j + asbik x i + a1bsi x k+ a1bai x j+ axb
= Gyb3i — asbyi + a3bij — arbsj + a1byk — azbqk

= (ab3 — asby, asby — a1bsz, a1b, — azb4).

29



an

ap ‘.Cl3 .~a1 JCIQ
bzkb;\ybf\ybz

by

a) (azbs — asby, asby — arbs, a1b; — azby)

b) (sz3 = G3b2)i +
(asby — arb3)j +
(Chbz = 02b1)k
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P Parallelogramma teriilete

Az (a,b) és a (c,d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma
terulete |ad — bc|.

M (a,b,0) és (c,d,0) vektorok vektori szorzata
(a,b,0) x (c,d,0) = (0,0,ad — bc),

ennek abszolUt értéke |ad — bc|.

Mivel az (a, b, 0), (c,d,0) és (0,0, ad — bc) vektorok
jobbrendszert alkotnak, ezért ad — bc pontosan akkor pozitiv,
ha a sikban az (a, b) és a (c, d) vektorok jobbrendszert
alkotnak, és ad — bc pontosan akkor negativ, ha balrendszert.

a b L b
Jelolées: ad — bc = c dr kiszamitas: c

+
31



T

Paralelepipedon elojeles térfogata
Az a = (ay,a2,a3), b = (b1, b2, b3) s ¢ = (cy, ¢y, C3) vektorok
altal kifeszitett paralelepipedon eldjeles térfogata

(a X b) -C = a1byc3 + a;bscy + azbic; — a1bsc; — ap;bics — azby ¢y

(A térfogat ennek abszollt értéke. E szam 0, ha a vektorok
egy sikba esnek, negativ, ha bal-, pozitiv ha jobbrendszert
alkotnak.)

32



B (a xb)-c akoordinatas alakokbol kiszamolhato:

(a2b3 — asbz,a3b1 — a1b3, arbs — azb1) - (¢r, 2, G3) =

a1bycs + axbzci + asbqic; — arbzc; — axbrcz — asbocy.

Jelolés:
a, a das
abc=(axb)-c=|by b, bs|.
1 G C3

E szamot a harom vektorbol alldo szamtablazat (matrix)
determinansanak nevezik.




Az n-dimenzios tér




Az n-dimenzios ter

D Definicio
A valos szam-n-esek 0sszességet n-dimenzios valos térnek
nevezzuk.
R" = {(a1,0,,...,0ay) | a; € R}

MUveletek az n-dimenzios térben

a=(a,0,...,0p),b=(by,by,....bp) eR", AR

a+b=(a1+by,a0+0by,...,an+ bn)
Ad = ()\CH,)\CIQ,...)\CM)
0=(0,0,...,0)

34



Linearis fliggetlenség

D Vektorok fiiggetlensége

+ Azt mondjuk, hogy egy v vektor linearisan fuggetlen az as,
a,.., an vektoroktol (e vektorok halmaza lehet az lres
halmaz is), ha v nem fejezheto ki e vektorok linearis
kombinaciojaként.

« Azt mondjuk, hogy az ay, as,..., a, (n > 1) vektorok
linearisan fliggetlenek, ha e vektorok egyike sem fejezheto
ki a tobbi linearis kombinaciojaként.

+ Ha legalabb egyikiik kifejezhetd a tobbi linearis
kombinaciojaként, azaz linearisan flgg a tobbitol, akkor e
vektorokat linearisan osszefliggoknek, illetve e
vektorokbol allo vektorrendszert linearisan osszefliggdnek

nevezzuk. 35



m A bal abran a v vektor fliggetlen a tobbitol. A jobb abran
mindegyik a tobbitdl, igy azok linearisan fiiggetlenek (az a
vektorrendszer linearisan fiiggetlen).

m Az egyetlen vektorbol allo vektorrendszer pontosan akkor
linearisan fliggetlen, ha a vektor nem a zérusvektor. (Ui. ekkor
a ,tobbi” vektor halmaza az Ures halmaz, melynek a 0-vektor a
linearis kombinacioja!) Azaz az egyetlen zérusvektorbol allo
vektorrendszer linearisan osszefliggo.

36



Linearis fliggetlenség ekvivalens megfogalmazasai

T Tétel
Tetszoleges R"-beli V = {vq, vy, ..., V, } vektorrendszerre az
alabbi ket allitas ekvivalens:
1.V linearisan fuggetlen.

2. A zérusvektor csak egyféleképp — a trivialis modon - all
eld V linearis kombinaciojaként. Masként fogalmazva, a ¢,
2,...Cr Skalarokkal vett linearis kombinacio csak akkor
lehet a nullvektor, azaz

CiVi+COVo+ ...+ CVp =0
csak akkor allhat fenn, ha

C1:C2:...:Ck:O. .



Linearis fliggetlenség ekvivalens megfogalmazasai

B Kontrapozicios bizonyitas (A = B = -B = —A)
(1. = 2.)Ha cjvq + - - - 4+ Cpvp = 0 és példaul ¢y # 0, akkor
atrendezve:

(1. <= 2.) Ha példaul v; = covy + ... 4 CpVy, akkor atrendezve:
V1—C2V2—...—C/?Vk:0.

m A bizonyitas elso felében feltettiik, hogy ha valamelyik
egyutthato nem nulla, akkor az lehet a ¢;, mert egy masik
egyutthatora a bizonyitas lenyegében ugyanigy menne. Ezt
matematikai szovegben Ugy fogalmazzak meg, hogy ,ha van
olyan egyutthato, amelyik nem nulla, akkor az altalanossag
megszoritasa nélkil felteheto, hogy az ¢4 38



Skalaris szorzas R"-ben

D Definicio

Az u = (U1, Uz,...,Upn) €SV = (V1,V2,...,V,) n-dimenzios
vektorok skalaris szorzata

T Askalaris szorzas tulajdonsagai

Legyen u, v és w az R" harom tetszéleges vektora, és legyen ¢
egy teszbleges valos. Ekkor

a u-v=v-u kommutativ

b) u-(v+w)=u-v+u-w disztributiv

c¢) (cu)-v=c(u-v) a két szorzas kompatibilis

d) u-u>0 és u-u=0 pontosan akkor teljesil, ha u = 0.

39




Tavolsag R"-ben

D Abszolut érték, norma, tavolsag
Legyen u és v az R" tér két tetszoleges vektora.

« Az u vektor hosszan (vagy euklideszi normajan) 6nmagaval
vett skalaris szorzatanak gyokét ertjuk, azaz |u| = /u - u.

- A két vektor tavolsagan (végpontjaik tavolsagan) a
d(u,v) = |u — v| érteket ertjuk.

T Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlotlenség

Két vektor skalaris szorzatanak abszolut értéke sosem
nagyobb abszolut értékeik szorzatanal, azaz

ju- v < Juflvl.

Egyenloség csak akkor all, ha parhuzamosak. 0



Szog R"-ben

D Szog, merolegesség

« Az u és v vektorok (hajlas)szogének koszinuszat az alabbi
torttel definialjuk:

_u-v

|ul[v]

(2)

cos(U, V), :

« Azt mondjuk, hogy az u és v vektorok merolegesek
egymasra, hau-v = 0.

41



Osszefoglalas




Osszefoglalas

« vektorok koordinatas alakja

« skalaris szorzat koordinatas alakban

- vektorialis szorzat koordinatas alakban

 az n-dimenzios tér

- linearis fliggetlenség és ekvivalens alakja

« skalaris szorzat R™-ben és tulajdonsagai

- vektorok hossza, tavolsaga, szoge, merdlegessége R"-ben

« Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenség
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