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A komplex szamok rovid torténete”



A komplex szamok rovid torténete”

A szamfogalom boviilése



pozitiv egészek — 0sszeadas, szorzas

a+ x = b megoldhatosaga — negativ szamok és 0

ax = b megoldhatosaga — racionalis szamok

x> =2 megoldasa — vannak nem racionalis szamok is
sorozatok hatarértéekének fogalma — irracionalis szamok
racionalis + irracionalis szamok — valos szamok

az x> = —1 egyenlet megoldasaval lesz tovabbi bovités???
Cardano képlete a harmadfokl egyenlet megoldasara
(1545-b6l): X3 4+ px + g = 0 megoldasa: x = u — £, ahol

3u’
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s 9 1[9) (P
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Akkor kell negativ szambol négyzetgyokot vonni, ha
mindharom gyok valos.




A komplex szamok rovid torténete”

Egy kis torténelem



- Girolamo Cardano (1501-1576) orvos, filozofus, matematikus -
1538 korul értesul arrol, hogy Scipione del Ferro és Niccolo
Tartaglia egymastol fuggetlenil felfedezték az x> + px = g
alakl harmadfokd egyenlet megoldasat — 1545-ben megirja
,Ars magna sive de regulis algebraicis” cimU mdvét, benne a
megoldoképlettel — 1552-t61 kezdodden Europa egyik
leghiresebb orvosa - a 60-as évek elejéen elveszti két fiat
(gyilkossagért halal, rablasért szamuzetés) - 1570-ben
Bolognaban bebortonzik, szabadulasa utan Romaba koltozik

- Scipione del Ferro (1465-1526) felfedezi a harmadfoki egyenlet
megoldasanak modjat - titokban tartja (kivétel Nave, Fiore)


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cardan.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Ferro.html

Niccolo Fontana (1499-1557) glinynevén Tartaglia (dadogo) (1511
Brescia, francia dilas) - 1535: Fiore kihivja Tartagliat egy 15
napos versenyre (30 feladat, a vesztes a gydztest és 29 baratjat
megvendégeli) - felkészlléskor Tartaglia rajon a nehezebb
tipust harmadfokl egyenletek megoldasi modjara

Cardano (kilatasba helyezve Tartaglia tiizérségi talalmanyainak
partfogot keres, titoktartas igérete mellett megszerzi a titkot) —
amikor Navetol megtudja, hogy del Ferro is ismerte e
képleteket, felmentve érzi magat, és publikalja (a negyedfokl
esetre is tovabbfejlesztve az eredményt)

Tartaglia leirta ,megcsalatasanak” torténetét

Milanoban Ferrari (Cardano tanitvanya) vitara hivja Tartagliat,
aki a vitat elveszti, ennek kovetkeztében lehetdségeit
(nyilvanos eléadasok) elvesziti



A komplex szamok rovid torténete”

A megoldoképlet egy specialis esetre



Oldjuk meg az x> = bx + ¢ egyenletet!

A Tartaglia altal talalt képlet (ennél kés6bb precizebb
formaban fogjuk tanulni):

O 0 -0)

Oldjuk meg a x> = 7x + 6 egyenletet!
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A komplex szamok révid torténete”

Alkalmazasok



hidrodinamika, aramlasok  vizsgalata,
Zsukovszkij-féle  szarnyprofil  (Joukowski
| Zhukovskii / Zhukovsky Airfoil, Nikolay
Yegorovich Zhukovsky, Hukonan Eroposuy
YyKOBCKUIA)

.
Z—Z+ -
4

W

Egy ,Wolfram demonstration” animacio.



http://demonstrations.wolfram.com/TheJoukowskiMappingAirfoilsFromCircles/

elektromossagtan, jelfeldolgozas, villamosmeérnoki
tudomanyok

linearis rendszerek, linearis differencialegyenletek megoldasa

relativitaselmélet, kvantummechanika

fraktalok (Mandelbrot-halmazok: aholazg =¢,z, =22 ;+¢
sorozat korlatos; Julia-halmazok)

Imle]







Szamolas komplex szamokkal



Szamolas komplex szamokkal

Komplex szamok algebrai alakja



komplex szam algebrai alakja

Az=a+ bi,a,b € R alaku kifejezéseket komplex szamoknak
nevezzik, ahol i az a szam, melyre i? = —1 (imaginarius
egység: imaginarius = nem valodi).

A komplex szamok halmazat C jeloli.

Egy komplex szam tobb alakban is felirhato, ezt az alakot
algebrai alaknak nevezzuk.

Az a szam a z valos része, a b az imaginarius, jelolése:
a =Rez b =Imz(mas szokasos jelélés: a = R(z), b = S(2)).

konjugalt
Z=a—ib,aholz=a+1ib



Imz

Rez

71— 2
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Szamolas komplex szamokkal

Mlveletek algebrai alakkal



P Példa

1 2+3i
2431 — (3-1i), @+3)3 -1i), -
(2+431) -3 -10), 2+30)B -1). 7. 57

/=5 120

M (2+30)—(3—1)= —1+4i

(2431)(3—1) =2-3+3i(—i) + (31) - 342 (—i) =9 +7i
L

2431 243)B-i) 9+7 9 7

= 4+

3+i 3+9)@B-i) 10 10 10

V=54 12i=a+ bi ~ =5+ 12i = @ — b? + 2abi ~

a’ —b?> = —5,ab=6,azazb = 6/a~ a* +5a%> — 36 ~ @’ = 4
(vagy @’ = —9, ez hamis gyok) ~ a = 42, b = 43 ~ /=5 + 12i
két értéke 2 + 3i és —2 — 3i.

"



P Alapmiveletek algebrai alakkal
(a+bi)+ (c+di)=(a+c¢c)+ (b+d)i
(a+bi)— (c+di)=(a—c)+ (b—d
(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

a+bi (a+bi)(c—di) ac+bd+bc—adi
c+di (c+di)(c—di) 2+d2  c2+d?

Alapmiuveletek algebrai alakban: 0sszeadas, kivonas, szorzas

algebrai kifejezésként az i = —1 helyettesitést hasznalva;
osztas a nevezd konjugaltjaval valo bovitéssel.

T Tetel
C test

(azaz C zart az 6sszeadas és szorzas muveletére, mindkét
muvelet kommutativ és asszociativ, az 0sszeadas invertalhato,
a szorzas invertalhato a C\ {0} halmazon, a szorzas 12
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Szamolas komplex szamokkal

Trigonometriai alak



D Definicio
Az (a, b) vektor x-tengellyel bezart szoge legyen ¢, hossza r.
Ekkor a z=a + ib komplex szam felirhato r(cos ¢ + isin ¢)
alakban is, hisz a = rcos ¢, €s b = rsin ¢. Ezt az alakot
trigonometriai alaknak, az r nemnegativ valost a komplex
szam abszolUt értekének, -t iranyszogenek, arkuszanak vagy
argumentumanak nevezzik: r = |z|, ¢ = argz.

m A komplex szamok algebrai alakja egyértelmd, a trigonometriai
alak nem.

14



Im~z

z=a+bi
b=rsinp
1 r
i Rez
f f 1 pe——+—
a=rcosy

15



T Kapcsolat az algebrai és trigonometriai alak kozott
Ha z = a+ bi = r(cos ¢ +isin ¢), akkor

a = rcosy

b=rsingp

r=lzl = Va2 + b2 =27z, (zz = (a+ib)(a —ib) = a* + b?)
arctg(g) haa>0
arctg(2)+7 haa<0ésb>0

o= arg(2) = arctg(2) — haa<0<:asb<0
z haa=0ésb>0
—7 haa=0esb<0
hatarozatlan haa=0ésb=0

ahol ¢ € (—m,7].
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Szamolas komplex szamokkal

Mlveletek trigonometriai alakkal



P Példa

[2(cos + isin T)][cos & —|— isin 7]

2c0s% cos 6 — 2sin Z sin 6 & 4 2[cos% sin 6 + sin % cos ¢

2(:08(3 + )+ 2sin(% + )i = 2cos 2F + 2sin i = — 20,

Ellendrzés:

A+VE)(-E - )= - L - Pl V3. Pi= -2

Mi a geometriai jelentése az i-vel valo szorzasnak?

Mi a geometriai jelentése a cos ¢ + isin p szammal valo
szorzasnak?

77r]1 _



Imz

Rez
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A Szorzas, osztas trigonometriai alakban
Legyen z1 = ry(cos 1 + isin ), Zo = ry(cos @, + isin ). Ekkor
712y = nrp(cos(pr + ¢2) +isin(p1 + 7)),

Z I ..
=L = L (cos(p1 — ) +isin(pr — ¢2))
2 p)

B A szogek osszegere vonatkozo trigonometriai azonossagokkal:
Z1Zy = ri(cos 1 + isin 1) - r(cos py + isin y)
= rry(cos ¢ cos o — sin 1 sin ) +
i(sin ¢1 cos ¢y + cos 1 8in 7))
= nra (cos(pr1 + ¢2) + isin(pr + ¢2))

Az osztasra hasonloan.

20



T Abszolat érték tulajdonsagai

—

2zl =17
Naz| = |allz|
Na/z| = |7l /122

|21 + 2| < |z1] + |z2] (haromszog-egyenldtlenség)

B~ W N

21



Szamolas komplex szamokkal

Hatvanyozas, gyokvonas



P Példa
Szamitsuk ki

erteket!

M ]+ \f i trigonometriai alakja: cos 5 +isin .

[cos § + ]100 = cos 100” +isin 10?” = cos i&
_1 i

isin

T 1 isin 43” =

22



Példa
Szamitsuk ki

(\/§+i)9

érteket!

M V3 +ihossza \/v/3° + 12 = 2, trigonometriai alakja:

2(cos ¢ +isin §).
[2(cos T +1isin £)]° = 29(cos + isin 9gr) =
512(cos 2F + isin 3T) = —512i

23



D

b~

Haze Césne Nt akkor /z={we C:w" =2z}, azazaz
komplex szam komplex n-edik gyoken azon w szamok
halmazat értjiik, melyekre w" = z. (Ez kiilonbozik a valos
n-edik gyok fogalmatol!)

(Hatvanyozas, gyokvonas trigonometriai alakban) Legyen
z = r(cos p +isin ). Ekkor

77" = r(cos(—) +isin(—y)) = r (cos ¢ — isin p)
Z" = (r(cosp +isinp))" =r" (cosnp +isinny), nezZ

2R 2R
Cﬁz%’(cosw+isingp+n ﬂ), neNt, k=0,..,n—1,

ahol v/ a komplex, v/ a valos n-edik gyokvonas muvelete.

24



B Lw=R(cosa+isina),z=r(cose+isingp)
W" = Z ~» R"(cos(na) + isin(na)) = r(cos ¢ + Isin ) ~»
R= I Na= ¢+ 2Rt ~ a = 1(o+2kn)

- k= n esetén ugyanazt kapjuk, mint k = 0 esetén, kR = n + 1
esetén ugyanazt, mint k = 1 esetén,...

m Egy nem nulla komplex szam n-edik gyokei szabalyos n-szoget
alkotnak.

25
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Hatarozzuk meg az 0sszes olyan komplex szamot, melynek
hatodik hatvanya 1. (Szamitsuk ki az 1 hatodik gyokeit!)

Az 1 trigonometriai alakja 7= 1(cos 0 + isin 0). Olyan szamokat
kerestink, melyek 6-odik hatvanya 1, azaz olyanokat, melyekre
r®(cos 6y + isin 6p) = 1(cos 0 + isin 0). Innen r =1, és 6p = 0,
de mivel 0 ugyanaz a sz0g, mint 2, 4r..., ezért 6 = 2,

6 = 4,..6p0 = 107 is lehet! (6p = 127, 6¢ = 14m,... nem ad {j
eredményt!) Igy ¢ = 0,7/3,2r/3, 7, 47/3,57/3. A gyokok:

1(cos 0 +isin0) =1,
1(cos™/3+isin7/3) = ] + V3
1(cos 2/3 4 isin2n/3) = —1 4 ¥3i
1(cosm +isinm) = —1,

1(cos4m/3 4 isin47/3) =
1(cos 57/3 + isin 57/3) =

26
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Példa
Szamitsuk ki a —1+1i 0sszes kobgyokét!

141

\ (1+1)e?

—2+2i = V/8(cos 2 + isin 2F) harmadik gyokei

V2(cos(E + k- &) +isin(Z + k- Z)), ahol k=10,1,2,
azaz 141, (1+1i)e, (1+1)e? ahole = —1 + Li harmadik
egyseggyok.

Algebrai alakban az utolso két gyok:
()3 +20) = (=3 = D) + (-] + )i
(+)(-3 - )= (-3 + D)+ (-] - £

(1+1i)e

Nol— NI

27



Szamolas komplex szamokkal

Egységgyokok



D Aze € C n-edik egységgyok (n € NT), hae" =1.
m cos(fe%’r) + isin(k%ﬁ)
2-dik egyseggyokok: 1, —1.
3-dik egységgyokok: 1, —1 + 3j, —1 — 33,
4-dik egyseggyokok: 1, 1, =1, —I.
6-dik egységgyokok: 1, 1 + L3, —

A masodik egységgyokok egyudttal negyedik es hatodik, a
harmadik egységgyokok egyuttal hatodik egységgyokok is.

28



Az algebra alaptétele



Algebra alaptétele

Minden komplex-egyltthatos n-edfokl (n > 1) polinomnak
van komplex gyoke.

Algebra alaptétele - valtozat

Minden komplex-egyiitthatos n-edfokl (n > 1) polinomnak -
a gyokoket multiplicitassal szamolva - pontosan n gyoke van.
Azaz minden komplex-egyltthatos polinom linearis tényezok
szorzatara bonthato: az

aan+"’+a1X+007 aﬂ#oa GO,CH,...,GnG(C
egyenlethez léteznek olyan ¢y, ¢y, ..., ¢y € C szamok, hogy
anX" 4 -+ + a1X + Ao = an(X — C1)(X = C2) . .. (X — Cp),

és ez a felbontas a tényezdk sorrendjétol eltekintve
egyértelmd. 29



A Allitas
Minden a, b, c € C (a # 0) esetén az az> + bz + ¢ polinom

a(z — z1)(z — z;) alakra hozhato, ahol (a komplex gyokvonas
jelével)

—b+vb? —4ac
2a '

212 =

B Mint a kozépiskolaban:
a(z—21)(z—22)

:a<z__b+m> <Z__b—m>

20 20
., (=b++vD —b-+vD\ —b++vD —b—+D
=a(z -z oty + :
2a 2a 2a 2a
—2b  4ac
_ 2 — a2
_a(z z—za +4az) az+bz+c

30



P Oldjuk megaziz® —iz+1i+4 1= 0 egyenletet!
M A megoldokeplettel:
S —b+vb*—b4ac i+ /-1 4i(i+1)
hE = 2a B 2i
i+v3—4  i+(2-i)

2i B 2i

i2—i 1
_ ==

2 - 144

2i i

ahol v/3 — 4i kiszamitasahoz:
2 2
ac—b =3 5
(a+bi)? =3 —4i~ ~ 0 =—4%,
2ab = —4
b* —3b? — 4 =0 ~» b? = 1(vagy b> = —4 hamis gyok) ~ b =1,

a=-2,azaza+bi=+£(2 —1i).

31



Binomialis téetel




D Binomialis egyiitthato

1-2-3...k

_ _ !
<n>:n(n D (n-k+1) _ n! nkeNg k<.

Ri(n — R)!'

- R=1.2-...-(k=1)-k Ol =1

nin="1)...(n—kR+1)

képlet értelmezhetd valos n esetén is:

32



A A binomialis egyitthato alaptulajdonsagai

>:1

N

-
S
(@2
v\_/
Il
RS
S

w

~
/\/\/\

B 1,2: 4.3 3.../?
(o) ( ) B0 0300)-
R+1 k R+1\R R+1) \R
n+1 n—+1
k+1 I? kR+1

F Gondoljuk végig kombinatorikai jelentésiiket!
33



Pascal-haromszog:

34



T Binomialis tétel
Tetszoleges komplex a és b szamokra és n € Ny természetes
szamra

n
(@+b)"=a"+na""b+...+b"=3Y" (2> a"~"*b*.
k=0

m Mivel a bizonyitas csak az a és b kozti 0sszeadas és szorzas
mUveleti tulajdonsagait hasznalja, ezért a tétel barmely
egységelemes kommutativ R gy(ir(i elemeire igaz. (PL
R=17,Zm Q,R,C,.)

P (a+ b)* =a* + 4a’b + 6a?b? + 4ab® + b*.

K (1+x)"= <g>x0 + (:)ﬂ + 4.+ <Z>x” = zn: <Z>x’?.
F=0

35



B (kombinatorikai leszamlalassal)
Szamitsuk ki, hogy az (a+ b)(a+b)...(a+ b) szorzatban mi
a"—Rbk egylitthatoja.
Hanyféleképp valaszthato ki az n darab (a + b) tényez6bol k
darab b és n — k darab a?
Osszesen (7).

2B (teljes indukcio) n=0:1=1v
n—n+1=:(a+b)" = (h (Ha""bk)(a+b)
Beszorzas utan minden tagban a kitevok osszege n + 1.

a"t1—kbk kétszer szerepel:

N\ n_knk n nti—kpk—1p (N1 _nt1—kpk
(I?)a ba+<k_1>a b b_<l? a b

36



2”:(1+1)”:zn:<';>

k=0
n b n
===
0= =3 ()
k=0
M+ =1+3i+3°2+PF=1+3i—3—-i=-2+2i

=2 (0= 0) - ()= () -G

.y . nto...n
Masrészt (1+ )" = (V2)" (cos Tﬂ + isin Z)

A két eredmeény 6sszehasonlitasabol:

<g> . @ " @ i (2) b= (VD) cos O
<:> ) @) ’ @ i (2’) b= (V2 sin T

>i+...

37



Osszefoglalas




Osszefoglalas

« komplex szamok algebrai és trigonometrikus alakja

* nevezetes szogek esetén konverzio a két alak kozt

« algebrai alakban megadott komplex szamok 0sszeadasa,
kivonasa, szorzasa, osztasa

« trigonometrikus alakban megadott komplex szamok
Szorzasa, 0sztasa, hatvanyozasa

« konjugalt és abszolut érték tulajdonsagai

- gyokvonas trigonometrikus alakban

« komplex egységgyokok

+ az algebra alaptétele a komplex gyokok szamarol

 binomialis egyutthatok, és tulajdonsagaik,
Pascal-haromszog, binomialis-tétel

38
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