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A matematikarol



Ne bankaodj, ha gondjaid vannak a matematikaval, biztosithatlak, az
enyémek sokkal nagyobbak. (Albert Einstein)

A matematikaban az ember nem megérti a dolgokat, hanem
megszokja. (Neumann Janos)

Hogy minden szellemi tevékenység kozott a szamtani a legalsobb
rendl, annak az a bizonyitéka, hogy ez az egyediili, amelyet géppel is
el lehet végezni. (Arthur Schopenhauer)

Mindig hittem a szamokban, az egyenletekben és logikaban, amely az
okhoz vezet. De miutan egy életen at ezt kutattam, azt kérdezem: mi
a logika? Ki donti el az okot? Kutatasom atvitt a fizikain, a
metafizikain, kaprazaton és vissza. Es megtettem palyam
legfontosabb, életem legfontosabb felfedezését. Csak a szerelem
rejtélyes egyenleteiben lehet barmi logika vagy okozat. Csakis
miattad vagyok itt ma! Te vagy az ok, amiért vagyok. Te vagy a
magyarazat. Koszoném! (John Forbes Nash)

A matematikahoz nem vezet kiralyi Gt. (Euklidesz)



Matematikai kijelentések



A matematikai kijelentések olyan mondatok, amelyekben

« matematikai objektumok (pl. szam, halmaz, fliggvény,...) és

« logikai konnektivumok (pl. logikai miveletek: és, vagy, ha...
akkor; kvantorok: minden, van olyan) szerepelnek.

Formalizalasukhoz tagolo jeleket (zarojeleket) is hasznalunk.



Logikai mlveletek



Logikai mlveletek

Allitasok tagadasa



P Példa
Mi az alabbi allitasok tagadasa?

* Esik az eso. E

*  Nem esik az eso. -k

* Esik az es6 és sit a nap. EAS (E&S)
«  Nem esik az es6 vagy nem siit a nap. —EV =S

* Ma moziba megyunk vagy fagyizuk. MV F

*  Nem megyunk moziba és nem fagyizunk. = =M A =F
* Ha hétfon nem futunk, (akkor) futunk kedden. -H = K
*  Hétfén nem futunk de/és kedden sem. —H A =K
* Ha hétfon futunk, futunk kedden is. H= K
*  Hétfon futunk de kedden nem. H A =K



Logikai mlveletek

Es, vagy, ha... akkor, pontosan akkor, nem



D Definicio
Jeloljon P és Q ket allitast. Igazsagtablajukkal a kovetkezd
logikai miveleteket definialjuk (0 = hamis, 1 = igaz):
+ tagadas, negacio (-, ,nem”, NOT),
« és, konjunkcio, logikai szorzas (A, &, ,és/de”, AND),
+ (megengedd) vagy, diszjunkcio, L. 0sszeadas (v, ,vagy”, OR),
« kizaro vagy, 6sszeadas modulo 2 (®, ,vagy..., vagy”, XOR),
« implikacio (=, ,ha..., akkor..”),
« ekvivalencia («, ,pontosan akkor”, ,akkor és csak akkor”),

-P P Q PAQ PVQ P®Q P=Q P&Q
01 00 0 0 0 1 1
0o 01 0 1 1 1 0
10 0 1 1 0 0
T 1 0 1 1



D Definicio
Két logikai kifejezést azonosnak (azonosan egyenlének)
tekintiink, ha logikai értékik a bennik szerepld logikai
valtozok barmely értékére azonos. Az azonossag jele =.

Ha nem futunk hétfén, futunk kedden
= Heétfon vagy kedden futunk.

P Azimplikacio ekvivalens alakja

A=B=-AVB

A = B = - AV B
O 1 0 v 10 10
o 1T 1 v 10 1 1
T 0 0 v 01T 00
T 1T 1 v 0 1T 11



Nem igaz, hogy ha nem futunk hétfén, futunk kedden
= Se héetfon se kedden nem futunk.

Az implikacio tagadasa

~(A=B)=AA-B

-~ (A = B = A A - B
00 1 0 v 00 10
00 1 1 v 00 0 1
1710 0 v 11 10
01 1 1 v 100 1



Logikai mlveletek

Implikacio megforditasa



D Implikacio megforditasa
Az A = B implikacio megforditasan a B = A implikaciot
értjuk.

P Példa

Ha Béla orvoshoz megy, tiszta fehérnemut hiz.
Ha Béla tiszta fehérnemt hiz, orvoshoz megy.

P Ekvivalencia
(A=B)AN(B=A)=A<B.

A = B AN B = A =A< B
o 1 0 1T 0 1T 0 v 0 1 0
o 1 1 0 1T 0 O v 0 0 1
T 0 0 0 0 1T 1T v 1 0 O
1T 1 1T 11T 1T v 1



Logikai mlveletek

Sziikséges és elegendd/elégséges



- Ha n oszthato 4-gyel, akkor oszthato 2-vel is.
ha A, akkor B
= A icazsica elegendd (de nem szlikséges) feltétele B isazsicanak
= B-nek A elegend6 (de nem szlikséges) feltétele
- Csak akkor oszthato n 4-gyel, ha 2-vel is.
csak akkor A, ha B
= B az A-nak sziikséges (de esetleg nem elegendo) feltétele
= A-nak sziikséges (de esetleg nem elegendo) feltétele B
- Matematikaban a fenti két mondatszerkezet ekvivalens:
A elegendd feltétele B-nek, és B sziikséges feltétele A-nak.
Nem matek: csak akkor kapsz diplomat, ha fizeted a tandijat!
- Aszlkséges és elegendo feltétele B-nek, azaz A < B
= csak akkor B, ha A (mert A sziikséges, azaz B = A), és
ha A, akkor B (mert A elégséges, azaz A = B).
= akkor és csak akkor A, ha B
= pontosan akkor A, ha B = (A pontosan akkor, ha B)



Logikai mlveletek

Kontrapozicio



P Példa

Mutassuk meg, hogy ha m és n olyan pozitiv egészek, hogy
m + n > 49, akkor m > 25 vagy n > 25.

P Kontrapozicio
A= B=-B= -A

A = B = - B = = A
o1 0 v 10 1T 10
o1 1v 01 1T 10
1T 0 0 v 1 0 0 0 1
T 1T 1 v 01T 1T 01



Logikai mlveletek

de Morgan azonossagok



P de Morgan azonossagok

=-AAN-B

-(AV B)
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Kvantorok (minden..., van olyan...)



m A VxP(x) és a 3xP(x) jelolések jelentése: ,minden x-re (igaz,
hogy) P(x)" és ,van olyan x, hogy P(x)". AV ill. a 3 jel neve
univerzalis ill. egzisztencialis kvantor.

?

V. ,minden”, ,tetszoleges”, ,barmely”, ,akarmelyik”, ,barmikor”...

3. ,van”, ,van olyan”, ,létezik” ,talalhato olyan”, ,megesik”...

p Példa
Jelolje P(x), hogy x prim, S(x), hogy x paros és O(x, y), hogy x
osztoja y-nak. Formalizaljuk az alabbi allitasokat, és dontsik
el, hogy igazak-e!

- Letezik paros prim. AX[S(x) A P(x)] igaz
- Minden prim paratlan. Vx[P(x) = —=S(x)] hamis
- Haxésy osztoja VXVyVz[O(x,z) AO(y, z) = O(xy,z)] hamis

z-nek, akkor xy is.
12



p Példa
Mi az alabbi allitasok tagadasa?

* Mindenki szereti Jdliat. Vx € J[S(X)]
Van aki nem szereti. Ix € J[-S(X)]
* Valaki jart itt. Ix € E[I(x)]
Senki sem jart itt. Vx € E[-1(X)]
+ Minden ajton van kilincs. Va € A3k € K[R(a, R)]

Van olyan ajté, amin nincs kilincs.3a € AVk € K[=R(a, R)]

T Kvantoros allitasok tagadasa
VxWy3z... [A(x,y,z,...)] tagadasa IxIWz. .. [CA(X, Y, Z,...)].
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Halmaz- és logikai mlveletek



Halmaz- és logikai mlveletek

Halmazok



D Definicio
Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlonek, ha
elemeik ugyanazok. A halmazt, melynek nincs eleme, Ures
halmaznak nevezzuk. Jele: (). Az ,x dolog eleme az X
halmaznak” jelolése: x € X.

Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezzik (A C B),
ha az A minden eleme B-nek is eleme. A valodi része B-nek
(AcCB),haACB deA+#B.

Halmazokrol mindig csak mint egy adott (de esetleg nem
megnevezett) alaphalmaz részhalmazairol beszéliink.
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Jeloles
R: valosok,

N: természetes szamok,
7: egeszek,

Q: racionalisok,

N*: pozitiv egészek,

R*: pozitiv valos szamok.

A H halmaz azon x elemeinek halmazat, melyek a P

tulajdonsaggal rendelkeznek a kovetkezoképp adjuk meg:

{x€eH:P(x)} vagy {xeH|PX)}.

15



Halmaz- és logikai mlveletek

HalmazmUuveletek



Halmazmiuveletek

Legyen A és B egy H halmaz ket részhalmaza. Az A és B
halmaz AN B metszetén (kozos részén) azoknak az elemeknek
a halmazat értjik, amelyek mindkét halmazban benne

vannak:
ANB={xeH:xeAAxeB}.

AU B egyesitettjén (unidjan) azoknak az elemeknek a
halmazat ertjuk, amelyek a ket halmaz kozul legalabb az
egyikben benne vannak:

AUB={xeH:xeAVvxeB}.



D Halmazmiveletek (folytatas)

Az A és B halmaz A\ B (masképpen A — B) kiilonbségen az A
0sszes olyan elemének halmazat ertjuk, amelyek nincsenek
benne B-ben.

A\B={xeH:xeAAXx¢B}.

Az A halmaz H-ra vonatkozo komplementerén a H \ A halmazt
értjuk. Jele Ay. Ha az alaphalmaz nincs megnevezve, a
komplementert egyszer(en A jeloli.

Ay={xeH:x¢gA}.

Az A halmaz P(A) hatvanyhalmazan azt a halmazt értjuk,
melynek elemei A részhalmazai (beleértve az Ureshalmazt is).

P(A)={B:BCA}.



ANB ANB
AUB A\B
18



Halmaz- és logikai miveletek

Halmazmiuveleti azonossagok



A halmazmlveletek tulajdonsagai:
AUuBUC) =(AuB)UC
ANnBNC =AnNB)NC
AUB=BUA
ANB=BNA
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUA=A ANA=A idempotencia
AUANB)=A
AN(AUB)=A
U AND=0, AUH=H, ANH=A
AUB=AN
U

asszociativitas

kommutativitas

disztributivitas

elnyelési tulajdonsag

—

>

=
Il
D

>

A,
UB=A
NB=A

w| I

de Morgan azonossagok

>
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Halmaz- és logikai miveletek

Végtelen halmazok



D Halmazok szamossaga

Két halmaz azonos szamossagu, ha elemeik kozt letezik
kolcsonosen egyértelm( megfeleltetés.

Van egy szalloda végtelen sok egyagyas szobaval (a
szobaszamok a pozitiv egészek). Minden szoba foglalt

Erkezik egy Uj vendég.

Régi vendégek: 2 3 4 5 6 7 8 O.
Uj vendég: 1

Egy busz érkezik, végtelen sok (1, 2, 3.....) vendéggel
Régi vendégek: 2 4 6 8 10 12 ..

Uj vendégek: 1 3 5 7 911 ..
Végtelen sok (1, 2, ...) busz érkezik, mindegyik végtelen sok vendéggel
Régiek: 1 2 4 7 11 16 22 ..

1. busz: 3 5 8 12 17 23 ..

2. busz: 6 9 13 18 24 ..

3. busz: 10 14 19 25 ..

4. busz: 15 20 26 ..
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D Megszamlalhatoan végtelen halmaz
Egy halmazt megszamlalhatoan végtelennek neveziink, ha
egyenld szamossagl az N halmazzal.

T Azegészek és a racionalisok szamossaga
Az egesz szamok és a racionalis szamok halmaza is
megszamlalhatoan végtelen.

T Avalosok szamossaga

A valds szamok (és az irracionalis szamok) halmaza nem
megszamlalhato (szamossagukat kontinuumnak nevezziik).
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B

Indirekt bizonyitas. Tegyuk fel, hogy a valosak egy végtelen
sorozatba rendezhetdk, pl.

1 0,3610513769310776034. ..
2 3,1159236543282345014. ..
3 0,1585026723823654328. ..
4 2,6748231345822345014. ..
5 7,5748700000000000000. ..
6 -0,6548727650234576800. ..
7 -5,2687623176577653234. ..
8 0,9870244807633333777...
9 0,1113554322346000214. ..

Vegylink egy szamot, amelynek az n. tizedesjegye kulonbozik az
n. szam n. tizedesjegyétol, 0-tol és 9-t6l is minden n-re, pl.
0,523315111 .. Ez a szam nincs a sorozatban. ¢
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Osszefoglalas



Osszefoglalas a tudnivalokrol

1. logikai miveletek miveleti tablainak ismerete,

2. alapazonossagok igazolasa igazsagtablaval:
A= B=-AVB,~(A= B)=AA-B(implikacio tagadasa),
A=B)A(B=A)=A<B,
A = B = -B = —A (kontrapozicio),
—(AAB)=-AV B, =(AV B) =-AA -B (de Morgan).

3. logikai mlveleteket és/vagy kvantorokat tartalmazo
allitasok tagadasa,

4. halmazmUveletek definicioi, a miveleti tulajdonsagok
hasznalata,

5. a természetes szamok, a racionalis, az irracionalis és a
valos szamok szamossaga.
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