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. Szamitsuk ki az alabbi integralokat parcialis integralassal!

1
a) /arctg—dm b) /lnzxdm
x

c) / e** cos 3x dx d) / sin x cos bz dx e) / shasinz dz

. Trigonometrikus vagy hiperbolikus helyettesitéssel szamitsuk ki a kovetkezd integralokat!
5
a)/\/x2+4dx b) / V15 42z — 22 dx
1

. Milyen alaku elemi tortfiiggvényekre lehet felbontani az alabbi racionalis tortfiiggvényeket?
% +3 x+2 1

b -
2) (x 4+ 1)%(z — 3) ) z(z? 4 2z + 2)? ) (x2 —9)2
. Bontsuk fel a kovetkez§ racionédlis tortfiiggvényeket polinom és elemi tortfliggvények
Osszegére, aztdn szamitsuk ki az integraljukat!
23+ 322 —x+2 3 —2x+1 S5z +3
a) b) ————— c) ————dzx
xt + a2 (x+1)3 2?2 —4x+5

. Szamitsuk ki a kovetkezd integralokat!

3
a) /ex_2 ch(3z + 1) dx b) /ln T dx

r+1 0

c)/
xrarctgx rt— 12+ 3
V242 — f
d)/ x* 4+ 2z dx e) 1+x2d:z: )/x3—2x2—x+2
o) /ln(l—f—x) de

xr2

o0 2
23e™ " dx
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Megoldasok

1. A parcidlis integralasnal alahtuzas jeloli, hogy az 1j integralban melyik tényezének fog a
derivéltja szerepelni, mig a méasiknak a primitiv fiiggvénye.

a)

b)

1 1 1 1 1 1
arctg;da:: 1-arctg; da::xarctgg— x-1+%~ ) dx:xarctggﬁ-

11 ’
/xzildx:marctgz—i—5111(:624—1)—1—6’

1
/anxdxz/Lln2xda:::vln2x—/x~21nx-—da::xln2x—/2-lnazda::
T

1
manm—2mlnx+/2x-—dw:xlnzm—lenm+2m+C’
x

1 1
e** cos 3z dv = §e2x cos 3z — / §e2w(—3 sin 3z) dx =

%6296 cos 3x + % [ €**sin3z dx = %621’ cos 3z + %GQI sin 3z — f 1223 cos 32 dr. Ebbél

2 l

az ismeretlen I = / e“* cos 3z dx integrilra az I = 5 T cos 3+ 3e22

sin 3z — %I egyen-

letet kapjuk. Igy I = %629” cos 3x + 1—33629” sin3z + C. (Mds megoldds: Tudjuk, hogy
e cos(bx)-nek (és e sin(bx)-nek is) van Ae® cos(bx) + Be®® sin(bx) alakt primitiv
fliggvénye valamely A, B € R egyiitthatokkal. Ha ezt a fligvényt lederivaljuk és 6ssze-
hasonlitjuk az integrandussal, akkor két kétvaltozos lineéris egyenletet kapunk az A, B
ismeretlenekre, és ebbdl az A és B egyiitthatokat kiszdmithatjuk. Ebben az esetben
az (Ae?® cos 3z + Be?® sin 3z)" = €2® cos 3z egyenldségbdl

(2A + 3B)e** cos 3x + (=34 + QB) 2% gin 3x = €27 cos 3x adodik, tehat 2A + 3B = 1,

—3A+2B =0, amibsl A= Z és B=3))

A c¢)-hez hasonl6 modon parc1ahs 1ntegralassal is kiszamithatjuk vagy a sinacos 3 =
1

5(sin(a + B) + sin(a — j3)) trigonometrikus Osszefliggés segitségével atalakithatjuk

1 1 1
az integralt: /sin.rcos Sbrdr = /§sin(6x) + §sin(—4:c) dx = /ésin(Gx) -

1 1 1
= sin(4z) do = —— ~ cos(4 .
5 sin(4z) dx D cos(6x) + 3 cos(4x) + C

/sha:sin:r dx:chxsinx—/chwcosm dx:Chxsinx—shxcosx—/shxsinxdm,

tehat I = [shasinzdrre I = chaesinz — shzcosx — I, azaz [shzsinazdr =
%Chmsinx—%shxcosw—kC.

Vaz4+4 = 2\/(%)2—1—1, igy érdemes az § = shu, azaz v = 2shu, dr =
2chudu helyettesitést elvégezni: /\/:r:2+4dx = /2 1+sh?’u 2chudu =

/4Ch2udu:/2 (ch2u +1 du-sh2u+2u+C'—sh(2arsh£>+2arshg+6’:

28h<arsh )Ch(&I‘Sh >—|—2arsh2—|—C—a:\/1+ 1 —|—2arsh +C =

VIb+2x —22 = /15— (22 —2z) = /16— (x —1)? = — (=), 2 igy az

rx—1

= sinu, azaz * = 1 + 4sinu, dr = 4cosudu (u € [-F,F]) helyettesitést

alkalmazzuk:
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5 /2 /2
/ \/15+2x—x2dm:/ 4 1—sin2u4cosudu:/ 16 cos® u du =
1 0 0

/2

/ 8 + 8cos2udu = [8u + 4sin 2u]g/2 = 4rm. (Az integralas 0j hatarait az
0
r=1=u= arcsian_l =arcsin0 =0ész =5 = u = arcsian_l = arcsinl = §
Osszefiiggésekbdl kaptuk.)

2 +3 A n B N C
(x4+12(2-3) z+1 (z+1)2 z-3

x+ 2 A n Bx +C Dx+ FE
r(x2+2x4+2)2 . 22420+2 (224224 2)2

1 1 A B C D

@ —92 (@—32@+32 2-3 (@—32 243 (z+3)°
x3+3x2—a:+2_x3+3m2—:1:+2_A B Czx+D

xt + x? o p2(a2 1) r 22 x24+1
A3 +x)+ B(2?>+1)+ (Cz + D)z  (A+C)x®>+ (B+ D)2?> + Az + B A
= . Az -
x?(z?2 + 1) x?(z?2 + 1)
hatvanyok egyiitthato6it dsszehasonlitva azt kapjuk, hogy
A+C=1
B+D= 3
A=-1
B= 2.

Ebbdl a paraméterek értéke: A = —1, B =2, C = 2 és D = 1, az integrél pedig:
/ 1+2+2x+1d / 1+2+ 2x N 1 J
_ JR— S — €T = _— F— €Tr =
x 22 22+1 x 2 2+ 1 22+1

2
—In|z| — = +In(z* + 1) + arctgz + C.
x

23 -2z +1 3 1 2 1
J (x+1)3 v / a;+1+(:c—|—1)2+(x—|—1)3 v n(z+1) r+1

m + C. (A parcialis tortek egyiitthatoit megkaphatjuk az a) részben ismertetett
modon, vagy pedig a szamlalot tobbszorosen eloszthatjuk maradékosan (z + 1)-gyel,
akkor a maradékok rendre az (x +1)73, (z+1)72 és (x + 1)~ ! egyiitthatoit, az utolsd
hanyados pedig a polinomot adja.)

A nevezé R f6lott felbonthatatlan masodfoku polinom, tehat az integrandus eleve
elemi tortfiiggvény. A nevez$ derivaltja 2z — 4, és ennek alapjan az integrél

bx + 3 5
kiszamitasahoz tovabb bontjuk a szamlalot: 3;2_1;th+5 — St =
) 2z — 4 13 tohat
—_— e
2 22—4dx+5 (z-—2)2+41
5) 3 )
r—2 r—2 1 3z+1 1 —3x—1 1 4r—1 1 —2x—3
e’ “ch(Bz+1)dx = [ e (56 + 3¢ )dx = ¢ + 3¢ dr =

€4x71 _ i€2x3 +C

0| =
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b)

3
/ln 9:_1da;:/31n:1;—1n(:1:—|—1)da::3x1n:1;—3:13—(:1:+1)ln(x—|—1)+(:1:+1)+0,
T

ugyanis [1-Inzde =zlnz — [z >de =zlnz — 2+ C. Az integrandus felbontasa
csak z > 0-ra miikddik, bar az eredeti fliggvény = < —1-re is értelmezve van. Viszont
az eredmény egyszerien altaldnosithat6é arra a tartomanyra is: 3z In|z| — 3z — (x +
Dinjz+1]+ (z+1)+C. X

1
u = 22, du = 2x dz helyettesitéssel: /3636932 dx = /Euﬁ du = §u(—e’“) -

1 1 1
/5(—6_“) du = —§(u + e ™ + C = —5(.7:2 + 1)6_902 + C, és ebbdl az im-
b

- 1
proprius integral / Be " dr = lim |:_§(x2+1)e—$2:| _
0

b—o0 0

1 ) 2b 1 ) 1 1

im —- = - — lim —5 .
2 b—oo 4beb 2 b—oo 2eb 2

2?2 +2r = (z+1)2—1,igy az v+ 1 = chu (u > 0), dr = shudu helyettesitést érdemes
alkalmazni:

1 1
/\/a:2+2xda: /\/ *u—1shudu = /sh2udu = /ich(Qu) — §du =
1 1
15 sh(2u) — JU +C = 1 sh(2 arch(x + 1)) — 3 arch(zx + 1)+ C =
1 1
—(ac+1)\/x2+2m—§arch(:1:+1)+C’
x

———— - arctgz de = /1 + z? arctgx —

/ T 22 g g
1
V 1+ x2arct x—/—dac:\/1+a:2arct x —arshzx + C
g T 22 g

rt—x+3 5r? —x —1 3/2
/x3—2x2—a:—|—2 /:U—i_ +(x—1)(x—|—1)(x—2) v /x+ x—1+
5/6 17/3 1 3 5 17
a:4/—1 + x_/zd:c: 59624—2:)3—§1n|x—1|—}—61n|a:—|—1|+§1n|x—2|—|—0 (Mivel
a nevezd csupa kiilonbo6zd lineéaris tényez6bdl all, a parcidlis tortek egyiitthatoit a

1 b2 + 1
JRE— 1m —2 pr—
2 b— oo 2€b

2

1 2.
+x 1

letakarasos moédszerrel is kiszamithatjuk: ﬁ egyiitthatoja —(jfl)—(“;—12)|w:1 = _%7
x“—x—1 5 x“—x—1 17
m+1 egylitthatoja m|x__1 = g, €8 n egylitthatoja mLTZQ = ?_)

In(1 1 1 1 1
/M——;x)daﬁ:/—2'1n(1—|—a:)da::——ln(a:—|—1)—|—/—~ dx =
2 —— T

T r x+1
1

1 1
| 1 Z_
xn(:z:+ )+/:c z+1

1
dr=——In(z+1)+nz| —In(z+1)+C
x



