Mat. Alb 7. gyakorlat 2012/13, 1. félév

. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények inverzét! Ha a fiiggvény nem invertalhatd a teljes
értelmezési tartomanyén, akkor keressiink olyan maximaélis részintervallumot, amelyen mar
invertalhaté! Abrazoljuk a fiiggvényt és az inverzét!

x

a) f(x) = b) f(z) =2*—6x+38 c) flx)=+vx—5

r—1

. Szamitsuk ki:

107
a) arcsinsin =3 b) cosarctgh c) cosarcsinz

. Abrazoljuk a sin(arcsin ) és arcsin(sin z) fiiggvényeket.

. Fejezziik ki az Inz és e” fiiggvények segitségével:
a) 5% b) logs 10 c) 3w d) zv*

a) Tegylik fel, hogy g az f fliggvény inverze, és tudjuk, hogy f(3) = 1 és f/(3) = 5.
Melyik pontjdban tudjuk megadni ennek alapjan a g fliggvény derivaltjat? Mi ennek
a derivaltnak az értéke?

b) Legyen f(x) = 22° + 23 + 1. Bizonyitsuk be, hogy az f(x) fiiggvény invertalhato! Ha,
g az f inverze, hatarozzuk meg a ¢'(4) értékét!

. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények derivaltjait.

2x
14+2x2

a) arcsin b) Inarctgx c) arcsinsinx d) cosarcsinz

. Hatarozzuk meg az alabbi implicit médon megadott = — y(x) fliggvények derivaltjait.
a) %230 —t 3zy3 —x =3, y(x) =7
1 1 _ / _9 " _9
0 0 e, i
. Hatarozzuk meg az alabbi paraméteresen megadott x — y fiiggvények z szerinti elsG de-

rivaltjait, és frjuk fel az érint6 egyenletét a megadott pontokban.
a) v =23t2, y=2t3, to=3
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Megoldasok

a) f invertégchat() az egeész értelmezési tartomanyan, R\{ 1 }-en, és inverze 6nmaga, ugyan-

sy = i

ST =—"7.

x—1 y—1
b) f(z) = 22 — 6x + 8 = (x — 3)? — 1 parabola, amely (—oo,3]-on fogyo, [3,+00)-
en nové. Szoritsuk meg f-et [3,+o0)-re (azaz az inverz fiiggvény kiszamitasanal a
két lehetséges Gskép koziil a nagyobbikat valasszuk)! y = (z —3)? -1 & 2 -3 =
+Vy+1 e =34y~ 1, tehat a nagyobbik megoldas z = 3+ /y + 1. Igy az

inverz fliggvény g(y) = 3+ /y + 1, vagy x valtozoval folirva g(z) = 3++/z + 1, amely
f (megszoritottjanak) értékkészletén, [—1,400)-n van értelmezve.

¢) f szigorian monoton novs az értelmezési tartoméanyan, [5, +00)-en, tehat invertalhato
is. y = vx — 5 = x = 5+9?, tehat az inverz fiiggvény g(y) = 5+vy?, azaz g(z) = 5+a2
az f értékkészletére, azaz [0, +00)-re megszoritva.

a) arcsinsin 137 = @, ahol sina = sin 107”, és o € [-2,%]. Mivel siniy" = sinif =
4T\ ™ 10w __ ™
sin(m — ) =sin(—3), és —% € [ 5, 5, azt kapjuk, hogy arcsinsin 5" = —%.

b) a = arctg5 € (0, §), tehat egy derékszogl haromszog egyik szoge, amelynek befogoi

5 és 1 hosszuak (az a-val szemkozti 5). Ennek a haromszognek az atfogoja /26, igy
cosq = \/%76.

c) Azt tudjuk, hogy sin(arcsina:) = 1z, a koszinuszt pedig kifejezhetjiik a szinusszal:
altaldban cosa = £1/1 —sin® o, de a = arcsinz-re o € [— %, I,

erre cosa = \/1 — sin? , és ebbél cos(arcsinz) = \/1 — sin?(arcsinz) = v/1 — 22,

. Az arcsin fiiggvény [—1,1]- bol [—

igy cosa > 0, tehat

Z]-be kepez 1gy g(z) = sin(arcsin ac) értelmezési tar—

« .0,

275

azy==x fuggvennyel.

Az h(x) = arcsinsinz fiiggvény minden x-hez az z-szel azonos szinuszt, —3 és §
kozotti szamot rendeli. Ez azt jelenti, hogy ha 2k7 — 3 < o < 2km + 5 (valamely k egész
szamra), akkor h(z) = z—2m, ha pedig 2kr+75 < & < 2kn+ 3%, akkor h(z) = (2k+1)m—=.
Vagyis h grafikonja 1 és —1 meredekségﬁ szakaszokbél all, amelyek a 2km + 5 helyeken
felvett 5 értekd, és a 2km 4 3T 5 helyeken felvett —% értékd pontokat kotik ossze

a) 5T — 61n5“C — 6$1n5.
In 10
b) 1 10=——.
) logs 10 n3
C) 3lnx — (eln3>lnm — e(lnS)(lnx)-
d) LL‘\/E — eln(mﬁ) — e\/flnm'
a) g(1) =3, e ¢'(1) =1/f(9(1)) =1/f'(3) = 1/5.
b) Az x® és az 23 fiiggvény is szigortian monoton névd, igy f(z) is az (vagyis a < b-re 2a°+

a’+1 < 2b°+b3+1), tehat f invertalhato. A 22°+x23+1 = 4 egyenlet megoldasaként
megkapjuk g(4) értékét. Az x = 1 nyivan megoldés, és f invertalhatésaga miatt més

1 1
nem is lehet, tehat g(4) = 1. Ebbél ¢'(4) = = = —,
W WP T rm 1B
o2z 1 2(1 +22) — 2z - 2z 1 2(1 — z?)
a) (arcsin —— | = : N2 = ' 22
l1+z 1 _ _4a? (1+x?) 1+at—222 (1 + 2?)
(T+a?)? \V i)
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1+22 2(1—2?) 2 2
. ,ami ——, ha |z| < 1, s ————, ha |z| > 1, végil =z = +1
1—a2] (1+a2)2 T4 g2 1 kel g2 b lel > L v
esetén nincs értelmezve.
Inarctgx) = . :
( gx) arctgxr 1+ 22
(arcsinsinx) = —————-cosx = OST _ T ami 1, ha cosx > 0, és —1,

V1 —sin?z Veos2z  |cosz|’

ha cosz < 0.

(cosarcsinz) = —sin(arcsinz) - vagy a 2.c) eredményét

1 x
Vi—22 V11— 2a2
hasznéalva, /1 — x2 derivaltjaként is megkaphatjuk.

Az egyenlet mindkét oldalat derivalva x szerint: y? + 2xyy’ + 3y> + 9xy?y’ — 1 = 0,

amib6l i/ (2xy + 9zy?) = 1 — 32 — 393, igy ¢y = ﬂ
’ 2xy + 9xy?
1 /
__2_y__0 és x = 2-nél y = 2, igy — (2)—Otehaty():—1.Hamég
T y?
2 2 1
egyszer derivaljuk az egyenletet, — + —3(y')2 — —y" = 0. Ebbe behelyettesitve az
T Y

=2,y =2,y = —1 értékeket azt kapjuk, hogy 2+ 2 — 1y"(2) = 0, tehat y”(2) = 2.
(Megjegyzés: Itt az y-t expliciten is ki tudjuk fejezni, és tigy derivalni.)

Az egyenlet derivalasabol: 3y%y’ = 1—y/, igy v/ =

51 Ezt még egyszer derivalva:
/

" 6yy - 6y

B2 +12 By + 1)
d
dy _ G _ 6
de 4 6t
(27, 54) tehat az érint6 egyenlete y — 54 = 3(x — 27), azaz y = 3z — 27.
de — 3| ‘fﬁ = 380t “tehat a/(tg) = 6, y/(to) = 5V/2, igy az érint6 meredeksége
5*[ , a gorbe pontja ty-nal (2,5v/2+2), és az erlnto egyenlete y —5v/2—2 = 5*6[(33—2).
=44 2t, ‘Clli’ = 4t, a meredekség y/gog = 5, a gorbe pontja (5,2), és az érintd
egyenlete Yy = a: — §

= t, igy top = 3-nal az érint6 meredeksége 3, a gorbe pontja pedig




