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Mat. Alb 3. gyakorlat 2012/13, elsé félév

. Egy egységélii kocka alaplapja ABC D feddlapja pedig Ay B1C1 D1, ahol az egyes csticsok

az alap azonos betiivel jelzett cstcsa folott vannak. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezéseket
(ahol az eredmény vektor, azt a kocka valamely két cstucsat Osszekotd vektorként adjuk

meg).

a) AB +CCy b) AB + AC, + BD; + C1B
) AB - AB, d) | AB x AD, + AL | ¢) AC - D, A

. Igaz-e, hogy ha a x ¢ =b X c, és ¢c # 0, akkor a = b?

. Egyszertsitsiik a kévetkez6 szorzatokat:

a) (a+b)(a—Db) b) (a+b) x (a—b) c) (a+ b)a(b + c) vegyesszorzat

. Ha ey, es, e3 egységvektorok, és e; + e; + e3 = 0, akkor mennyi e;e; + eje3 + exes”?

. Bizonyitsuk be, hogy ((a x b) x a) x b = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha a parhuzamos

b-vel vagy a merdleges b-re. (Ugy tekintjiik, hogy a 0 vektor mindennel parhuzamos és
mindenre merdleges.)

. Legyen u=(1,2,1), v=(0,1,-1) és w = (1,0,0).

a) Szamitsuk ki a kovetkezs kifejezéseket:

uv uxv uvw (uv)w (uxv)xw
b) Keressiink u, v-hez olyan vektort, amely mindkettére meréleges.

. Szamitsuk ki az a = (1,1,0) vektor vetiiletét a b = (0,1, —1) vektorra! Allitsuk els az a

vektort egy b vektorra meréleges és egy b vektorral parhuzamos vektor ¢sszegeként!

a) Mekkora a (2,—1) és (—1, 3) vektorok szoge?
b) Milyen ¢ értékre lesz az (1,¢,1) és (¢, —1,1) vektorok szoge 60°7
c) Tegyiik fel, hogy |a| = |b|, és |a+ b| = |a — 2b|. Mekkora az a és b vektorok szoge?

. Mekkora az (1,0,—1), (2,2,3), (0,1,0) és (1,2,1) cstucsok altal meghatarozott tetraéder

térfogata?

Linearisan Osszefiiggtk-e, illetve a t milyen értékére linearisan Osszefiiggdk az alabbi vek-
torrendszerek?

a) {(1,1,0),(2,2,0),(0,1,2) }
b) {(1,0,0),(0,1,1),(1,1,1) }
c) {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1) }
d) {(2,2,1),(4,3t,2) }
e) {(1,2,1),(0,£,-1),(1,0,3) }
Irjuk 51, az (1,2,3) vektort a 10.c) feladat vektorainak linearis kombinacidjaként, ha

lehetséges!

Legyenek a, b és c linearisan fiiggetlenek. Linedrisan fliggetlenek-e az a+b, b+césc+a
vektorok?
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Megoldasok

1. a) AB+CC, = AB + BB, = AB,
b) ﬁJrACH—BDH-Cl ,@+BD1 +(AC;+C1B) = AD|+AB = AD,+D1C; =

A01
—

c) AB-AB; =1"- V2 - cos45° =
—
d) AB x AD; mer&leges az AB vektorra, igy 0sszegiik hossza a Pithagorasz-tétel szerint

\/ :\/(1~\/§-c08900)2+12:\/§
e) Az ACD, haromszog mmden oldala v/2 hosszt, tehat a haromszog szabalyos, és igy

mes AD; szoge 60°, az AC’ és Dy Z szoge pedig 120°. Tehat AC D, Z V22
cos 120° = —1.

)|

+AB

AD x AD1’

2. Nem igaz. Legyen példaul a és b két azonos hossztisagt, de nem parhuzamos vektor, és c
merGleges az a és b sikjara. Ekkor a x c =b X ¢, de a # b.

3. a) (a+b)(a—b)=a?—ab+ba—b?=a%—ab+ab-b?=]|al? - |b]°.
b) (a+b)x(a—b)=axa—axb+bxa—bxb=0—-axb—axb—-0=-2axb
c) (a+b)a(b+c) = aab + aac + bab + bac = 0+ 0+ 0 + bac = bac, mert egy sikban
levs vektorok vegyesszorzata 0.

4. 0= (e; +ex+e3)? =ef+e35+e35+2(ejex+ejes+ese3) =3+2(ejex +eje;+ezes), igy
ejext+ejesteze; = —%. Vagy geometriailag: a harom vektor egy egység oldali szabalyos
haromszoget alkot, amelynek az oldalai egy adott koriiljaras szerint Va,nnak iranyitva, tehat
barmely két egymést kdvetd vektor szoge 120°, skalarszorzata pedig — , igy a keresett

3

kifejezés —3.

5. Ha a és b parhuzamosak, akkor mar az els§ vektorialis szorzat 0, ha merdlegesek (és egyik
sem 0), akkor a X b az a és b sikjanak normalvektora, és (a X b) x a ebben a sikban a-ra
merdleges vektor, tehat b-vel parhuzamos, és igy ((a x b) x a) x b =0.

Forditva, tegyiik fel, hogy teljesiil az egyenlGség, és feltehetjiik, hogy a és b nem 0.
Ha a x b = 0, akkor a parhuzamos b-vel. Ha ez nem 0, de (a x b) x a igen, akkor a
parhuzamos a b-re meréleges nem nulla a x b vektorral, tehat a meréleges b-re. Végiil ha
ez a szorzat sem 0, akkor b parhuzamos az a-ra meréleges nem nulla (a x b) x a vektorral,
igy b meréleges a-ra.

6. a) uv=(1,2,1)(0,1,-1)=0+2—1=1,

i j k
uxv=|1 2 1|=i(-3)—j(-1)+k-1=(-3,1,1),
0 1 -1
uvw = (u x v)w = (=3,1,1)(1,0,0) = =3+ 0+ 0 = -3,
(uv)w =1-w = (1,0,0), és
ik
(uxv)xw=(-3,1,1)x(1,0,0)=| -3 1 1|=1i-0—j(~1)+k(-1)=(0,1,—1).
1 0 0

b) ux v =(-3,1,1) ilyen, tovabba ennek barmely skalarszorosa is.

ab
7. A vetiilet a’ = \b|2b 5(0,1,-1) = (0,

11
379 e
a kiegészits vektor: (1,1,0) = (0,1 — 3) + (1, %

_a/ = (17 170) - (07 %7 _%) = (17 %7 %)
)-

MI’—'
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2,-1)(—1,3
8. a) A két vektor szogének koszinusza ’ (2(7 ’_m)(’ (_’1,)3)’ = \/gf}ﬁ = _\/Li’ igy a vektorok

szoge 120°.

b) Ha ¢ a két vektor szoge, akkor cos¢ = (1,¢,1)(¢t,—1,1)/(|(1,¢,1)] - |(¢,—1,1)]) =
1/(t% +2). Akkor lesz ¢ = 60°, ha 1/(t? +2) = 1/2, azaz t = 0.

c) A feltételbol kovetkezik, hogy (a+b)? = (a—2b)?, azaz a®>+b?+2ab = a®>+4b?—4ab.
Ebbél 6ab = 3b?, és a két vektor szdgének koszinusza ab/(|a||b|) = ab/|b|? = 1.
Tehat a két vektor szoge 60°.

9. Az (1,0,—1) cstcsbdl kiindul6é élvektorok (1,2,4), (—1,1,1) és (0,2,2), az ezek altal

meghatarozott paralelepipedon elGjeles térfogata | —

O

—4, a tetraéder térfogata pedig a paralelepipedon térfogatanak hatodrésze:

2
5
10. a) Osszefiiggsk, mert a masodik vektor kétszerese az elsének (vagy: 2-vi—1-vo+0-vz =0
nem trivilis linearis kombinécid, ami a 0 vektort adja).

b) Osszefiiggdk, mert a harmadik vektor az elsé kettének az dsszege.

c) Fiiggetlenek: ha x(1,0,0)+y(1,1,0)+2(1,1,1) = (0,0,0), akkor (z+y+2,y+2,2) =
(0,0,0), ésigy 2 =0, y = 0 és = 0. (Vagy: R® harom nem egy sikban fekvé vektora,
mindig fiiggetlen.)

d) Két vektor csak akkor lehet Osszefiiggs, ha valamelyik a masiknak skalarszorosa,
s mivel egyik vektor sem 0, ez a skalar nem 0, és igy barmelyik vektor a méasik
skalarszorosa. Legyen (4,3t,2) = A(2,t,1). Az els6 komponens miatt A = 2, és igy
3t = 2t, azaz t = 0. Ebben az esetben pedig val6ban Osszefiiggdk: (4,0,2) = 2(2,0,1).

e) R3-ben harom vektor pontosan akkor linearisan 6sszefiiggs, ha egy sikban vannak,
azaz a vegyes szorzatuk 0. Ennek a harom vektornak a vegyes szorzata —t2 + 3t — 2,
ésezt=1¢ést=2esetén 0.

11. (1,2,3) = x(1,0,0)4+y(1,1,0)+2(1,1,1) = (x+y+2z,y+2,2),ebbsl z =3,y =2—2 = —1,
ése=1—y—2z=—1,azaz (1,2,3) = —(1,0,0) — (1,1,0) + 3(1,1,1).

12. Tegyiik fel, hogy valamely z,y, z skalarokra z(a+b)+y(b+c)+z2(c+a) =0. Az a, b, c
vektorok szerint rendezve az egyenletet azt kapjuk, hogy (x+z2)a+ (x+y)b+(y+2)c = 0.
Az a, b, c vektorok fiiggetlenségébdl kovetkezik, hogy * + z = . +y =y + 2z = 0, és
konnyen lathatd, hogy ennek csak x = y = 2 = 0 a megoldasa, igy a+ b, b+césc+ais
linearisan fiiggetlenek.



