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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Magasabb foku egyenletrendszerek

Legyen K test, fi,..., fu € K[Xy,..., X,] polinomok és tekintsiik a

fi(xy,...,xn) =0

fo(x1,...,%n) : 0 w1

fm(x1,. ., xn) ;0

egyenletrendszer megolddsainak M halmazat K"-ben. Ennek az 6sszefoglalénak
a célja az M alapvet6 geometriai tulajdonsagainak megadésa, valamint az ehhez
sziikséges algebrai eszkoztar kiépitése.

Fontos specidlis esetek:

(1) Minden f; polinom els6fokt. Ekkor n ismeretlenes, m egyenletbdl 4116 linearis
egyenletrendszeriink van. Ennek megolddshalmaza vagy tires, vagy

{vo+tor+ -+ Hoe | H, ... 1 € K}

alakd, ahol 0 < k < n és vy,..., v, linedris fliggetlen vektorok K"-ben. Ha
k = 0, akkor (1.1) megoldésa egyértelmii. A megoldds Gauss-Jordan elimina-
cioval torténik.

(2) n = m = 1, azaz egyetlen egy valtozos f(X) polinom gyokeit keressiik. Te-
gyuk fel, hogy f # 0. és legyen d = deg(f). Mivel f(c) = 0 akkor és csak
akkor, ha X — c osztja f-et, ezért az f(X) gyOkeinek keresése egyenértékii
az elséfoku tényezbinek meghatarozdsaval. Ez éltaldban nehéz feladat. Ami
konnyti: legfeljebb d els6fokt tényez6 van, azaz a gyokok szdma legteljebb d.

Definici6 szerint algebrailag zirt test felett minden (els6fokd, nem zérd) poli-
nom linedris tényezdkre bomlik. Azaz multiplicitdssal szdmolva a gyokok sza-
ma pontosan 4. Minden K testnek van (izomorfia erejéig egyértelmi) algebrai
lezértja; jelolés K. A komplex szdmok C teste algebrailag zart.
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1. FEJEZET. BEVEZETES

A véltozok szama n = 1, az egyenletek szdma m > 2. Ekkor m darab egy-
véltozods polinom legnagyobb kozos osztdjat keressiik. (Majd alkalmazzuk az
el6z6 pontban tett megfontoldsokat.) Ez visszavezethet6 két egyvaltozés po-
linom legnagyobb kozos osztdjdnak megkeresésére, amire az euklideszi algo-
ritmus egy hatékony eljarast biztosit. Az algoritmus kis médositdssal azokat
az u(X), v(X) polinomokat is meghatarozza, amelyekre

u(X) f(X) +v(X)g(X) = ged(f, g)-

n = 2 kétvaltozos eset. Legyen f(X,Y) K feletti kétvaltozos polinom. A K
felettiI' : f(X,Y) = 0 (affin) algebrai gorbe alatt a

I'={(x,y) € K| f(x,y) =0}

halmazt értjiik. Példdul az egyenesek (aX + bY + ¢ = 0), vagy a kor (X? +
Y? — 1 = 0) algebrai gorbék. Az

f(X,Y) =0
2(X,Y) =0

egyenletrendszer megoldasai megfelelnek a két algebrai gorbe metszéspont-
jainak. Ez konnyen megoldhat6 abban a specidlis esetben, ha a két gorbe ko-
ziil valamelyik Y = ¢(X) explicit alakban van megadva. Altalanosabban, ha
vannak olyan u1(t), up(t),v1(t), v2(t) polinomok, ahol uy, v, # 0 és formdlisan

teljestil
ui(t) v1(t)\ _
(i et ) =

akkor azt mondjuk, hogy

a I algebrai gorbe raciondlis paraméterezése. Példdul az egységkor raciondlisan
paraméterezhetd:
_ 21
{X - t22—|—1 ’
_ 2
Y o= P41
A metszéspontok keresése ebben az esetben is visszavezethet6 az egyvaltozos
esetre.

1.2. Integritastartomanyok, oszthatdsag

1.2.1. Definicié. A nullaosztémentes, egységelemes kommutativ gytirtiket in-
tegritastartomanynak (i.t.) nevezziik.

1.2.1. Példa. Integritastartomanyra a legismertebb példa az egész szamok Z hal-
maza. Mdsik fontos példa a D i.t. feletti n valtozés D[Xy, ..., X,] polinomgyrti.
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1.2.2. Definicié. Legyen a,b a D i.t. két eleme. Azt mondjuk, hogy a osztja b-
t, ha létezik ¢ € D elem, amelyre ac = b; jeloléssel a | b. Amennyiben a | b
és b | a egyid6ben fenndll, asszocialt elemekrsl beszéliink, és az a ~ b jelolést
hasznaljuk. Az 1 egységelemmel asszocialt elemeket D egységeinek nevezziik,
ezek halmazat altaldban D™ jeloli.

Konnyi meggondolni, hogy az a,b € D elemek akkor és csak akkor asszoci-
altak, ha a = bu és b = av teljestil valamely u, v € D* egységekre.

1.2.2. Példa. Z egységei +£1, mig D[Xy, ..., X,]* = D*.

1.2.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a D i.t. a eleme irreducibilis, ha minden b | a
elemre b ~ a vagy b ~ 1 teljesiil. Tovabb4, ha a nem 0 vagy egység, és a | bc-b6l
kovetkezik, hogy a | b vagy a | ¢, akkor primelemrél beszélink.

Konnyen meggondolhat6, hogy definici6é szerint minden primelem irreduci-
bilis. Ennek megforditdsa azonban nem minden i.t. esetén igaz. (Pl. a Z[v/—5]
gytirtiben3-3 = (2++/—5)(2 — v/—5) teljesiil, azaz 3 irreducibilis, de nem prim.)

1.2.4. Definicié. Azokat az integritdstartomanyokat nevezziik Gauss-gytirtiknek
vagy egyértelmii faktorizaciés tartomdnynak (UFD), amelyekben minden irre-
ducibilis elem prim.

1.2.5. Allitas (Gauss tétele). Ha D Gauss-gyftirti, akkor a D[X] polinomgyfir( is
Gauss-gyfirti. O

1.2.6. Kovetkezmény. Ha D Gauss-gyfir(i, akkor
D[Xi,...,Xu] = D[Xy,..., Xn-1][Xn]

is Gauss-gyfir(i. Specidlisan, minden test feletti n-valtoz6s polinomgyftir{i Gauss-
gytrf. O

1.2.7. Kovetkezmény. A D i.t. feletti D[Xj, . .., X,] polinomgyftirtiben egyértelmii
faktorizacio &ll fenn. Pontosabban, barmely f € T[Xj,..., X,] polinom sorrend
és asszocidltsag erejéig egyértelmiien meghatdrozott moédon felirhat6é véges sok
irreducibilis polinom f = g1 - - - g szorzataként.

Bizonyitds. A fokszamok tulajdonsdgai miatt nyilvanval6, hogy f felbomlik vé-
ges sok irreducibilis elem szorzatédra; a Gauss-tulajdonsag szerint ez primelemek
szorzatat jelenti. Ha felirunk két ilyen faktorizaciot, f = g1 -+ gm = hy - - - hy, ak-
kor a primtulajdonség szerint ¢; osztja valamelyik /;, ami azt jelenti, hogy asszo-
cidltak. Hasonléan folytatva az f* = g» - - - g, polinomra azt kapjuk, hogy m = k
és minden g; asszocialt valamely %;-hez. O

Legyen D i.t. és definidljuk a T halmazt az aldbbi médon. T elemeit % alakba
c

irjuk, ahola € Désb € D\ {0}. Az %, 7

€ T elemeket egyenl6knek tekintjiik, ha
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ad = bc teljesiil D-ben. Az % elemeket a-val is jel6lhetjiik, ilyen médon D C T all
fenn.
A négy alapmiiveletet az aldbbi médon értelmezziik T-n:

a c ad £ be a
bTdT bd

az osztas esetén c # 0-t feltételezve.

ac a c ad

c
bd bd b'd b

1.2.8. Allités. A fenti médon értelmezett T halmaz a négy alapmfivelettel testet
alkot. 0

1.2.9. Definicié. A fenti médon értelmezett T halmazt a D integritdstaromdany
hanyadostestének nevezziik.

1.2.3. Példa. Z hényadosteste a raciondlis szdmok Q teste. A D[Xjy, ..., X,] poli-
nomgy{rli hdnyadosteste a D(Xj, ..., X,) racionalis tortfiiggvények teste.

X1,...,X
Minden n-véltozoés racionalis tortfiiggvény fX o Xn) alakba irhato, ahol
g(Xl/- . .,Xn)

feltehetd, hogy f-nek és g-nek nincsenek nem konstans kozos tényezéi. A fent
ismertetett eljards szerint ezt a tortalaku felirdst els6sorban formalisan kell ér-
telmezni, azaz egyszerti jelsorozatnak kell tekinteni. A névben szerepld ,fiigg-
vény” sz6 zavart okozhat, hiszen a varakozasainktol eltéréen egy raciondlis tort-
fiiggvény nem hataroz meg egy D" — D leképezést. Ennek oka, hogy lehetséges
olyan (xy,...,x,) € D" behelyettesités, melyre f(x1,...,x,) # 06ésg(x1,..., %) =
0. Raciondlis tortfiiggvények leképezésként vald értelmezésére a tovdbbiakban
nem lesz sziikségiink.

1.2.1. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi feladatokat:
a) Szamologép hasznalata nélkiil szamoljuk ki az alabbiakat: ged (60, 32), ged(3,2),
ged(3,1), ged(3,0), ged(0,0), ged (199411 161721, 366 124 068 217).

b) Ossza el maradékosan az f = 2x° — 4x® + 2x% — x + 2 polinomot a g = x? +
x + 1 polinommal.

c) Legyen f = x® -1, ¢ = x* +2x% +2x?> —2x — 3. Adjamegaz I = (f,g)
ideal egy generatorelemét. Teljestil x° + x> + x2 — 7 € I? Mutassa meg, hogy
h = x* +2x?> — 3 € [ és irja fel h-t az f és g linedris kombin4cijaként.
d) Szdmolja ki az
fi=x"—2x* — x% + 24,
fo=x"4+x0—2x* — 23 +x+1,
fz=x% —2x° + x* — 223 4 2% — 2x
polinomok legnagyobb kozds osztojat.

e) Legyen K test. Mutassa meg, hogy a K[X, Y] gytirti (x, y) idedlja nem general-
hat6 egyetlen elemmel. (Tehat K[X, Y| nem féidedlgyfirii.)

f) Legyen K test, ¢ € K, f € K[Xy, ..., X,]. Mutassuk meg, hogy X,, — ¢ akkor és
csak akkor osztja f-et, ha f(Xj,..., X;;—1,c) anulla polinom.



2. fejezet

A rezultans fogalma

2.1. Egyvaltozés polinomok, rezultans

Ebben a fejezetben D tetsz6leges Gauss-gyfirtit jelol, T pedig D hdnyadostestét.
Nyilvan D C T és D[X] C T[X], s6t altalaban D[X] C T[X]. Ez aztjelenti, hogy D
feletti polinomok esetén elvben kiilonbséget kell tenniink D[X]-beli és T[X]-beli
oszthatésag kozott, hiszen el6forduhat, hogy T[X]-ben van, mig D|[X]-ben nincs
olyan h elem, amelyre f = gh teljesiil.

2.1.1.Példa. Legyen D = Z, T = Q, f(X) = X2, g(X) = 2X. Ekkor h(X) = 3X €
Q[X] esetén f = gh, egész egyiitthatds h pedig nem létezik.

Az alabbi allitds mutatja, hogy ez a jelenség elméleti szempontb6l komolyabb
zavart nem okoz.

2.1.1. Allitas. Legyen f(X) € D[X] olyan nem konstans polinom, amely D felett
irreducibilis. Ekkor f(X) irreducibilis T[X]-ben is. O

Altalaban a polinomok irreducibilis tényez6kre bontédsa fontos, de nehéz fel-
adat. Ennek egy jol kezelhet6 részfeladata két polinom nem konstans kozos té-
nyezdinek meghatarozasa. Test feletti egy valtoz6s polinomgyftir{iben ezt az euk-
lideszi osztés teszi lehetévé. A nehézség D[X] esetén adddik, amiben nem feltét-
lentil tudjuk elvégezni az euklideszi osztast.

A tovabbiakban D feletti polinomok nem konstans kozos tényezéivel kapcso-
latosan vizsgéalédunk.

2.1.2. Allitas. Az f,¢ € D[X] polinomoknak akkor és csak akkor van nem kons-
tans kozos tényezgjiik, ha léteznek u, v € D[X] polinomok tgy, hogy deg(u) <
deg(g), deg(v) < deg(f), és teljestil uf +vg = 0.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy d € D[X] nem konstans kozds tényez6, azaz fennall
¢ = u*dés f = v*d valamely u*,v* € D[X] polinomokra. Mivel deg(d) > 0, ezért
deg(u*) < deg(g), deg(v*) < deg(f). Teljestil tovdbba u*f — v*g = u*v*d —
v*u*d = 0.

A forditott irdnyhoz tegytiik fel, hogy uf + vg = 0 teljesiil az allitasban szerep-
16 feltételekkel. Az irreducibilis felbontés tulajdonsaga szerint léteznek hy, ..., h,

9



10 2. FEJEZET. A REZULTANS FOGALMA

paronként nem asszocidlt irreducibilis polinomok, melyekre f = uhi' - - hy', v =
vhi1 el és g = whﬁ1 -+ hin 4ll fenn valamely r;, s;, t; nem negativ egészekkel és
u,v,w € D* egységekkel. Az f | vg oszthatdsagbol kovetkezik, hogy minden i
esetén r; < s; + t;; deg(v) < deg(f) pedig azt eredményezi, hogy valamelyik j
indexre deg(h;) > 0éss; < r;. Ekkor azonban r;,t; > 0, azaz h; nem konstans
kozos tényezsje f-nek és g-nek. O

Legyen n = deg(f), m = deg(g) és irjuk fel az f, g, u, v € D[X] polinomokat

f(X) =apX" +a; X" 1+ +a,,
g(X) = bpX" + b1 X"+ 4 by,
u(X) = X" VX" 24 by,
o(X) =0 X" 0 X2 4 oy,

Az u(X)f(X) +v(X)g(X) polinom egyiitthatdi a kovetkezok.

konst.: Aply,+ byvn

X Ap—1Um+apUy 1+ by—10n+bmvy_1

X1 g, gt e apu1+  bioy+ by, 1+ -

X Ap—mUm+ <o Ayt bovpt b1oy 1+
xr1. A Uyl 1+ - - <o+ by
X" Ao+ a1ty 1+ - < tby 101
xnt+m—1. agu+ bovq

Ez azt jelenti, hogy az uf + vg = 0 tulajdonsiggal rendelkezd u(X), v(X) poli-
nomok létezése egyenértékii az alébbi (n + m)-véltozds, n + m egyenletbdl 4ll6
linedris egyenletrendszer nem trividlis megolddsdnak létezésével:

0= ay1Uptany 1+ bi—1VatbmVy_1
0=ay m1Un+ T apnthi+ biVut+ bV 1+
0= an—mUn+ o apalh+ boVut b1Vt
. 2.1)
0= aUpm+aUy 1+ - - ot bV
0= agll,+a1U,,,_1+- - - ..._|_bm71V1
0= agUy+ boV1 )
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A (2.1) egyenletrendszer egytitthat6ib6l készitett matrix

Ay_q1 an --- 0 bm—l bm Ce 0
apg ay -+ ay R (2.2)
0 apg - Ap_1 e bm_z
0 o --- ap 0 o --- bO

2.1.3. Definici6. A (2.2) matrix determinénsat az f(X), ¢(X) polinomok rezultin-
sanak nevezziik, és Ry ,-vel jeloljiik.

A rezultans értéke D-beli elem, hiszen az a;, b]- € D elemekb6l adédik az
Osszeadds és a szorzds miiveleteinek felhasznéldsaval. A rezultdns felirdsakor
praktikus okokbdl gyakran az aldbbi matrixalakot hasznaljuk.

ap a an 0 0
O ao a]_ P an P O
0 O apg ay --- 4y
Rpo=det|bo ~=+ bw 0 0 -0 (2.3)
0 by -+ by 0 --- 0
0O 0 0 0 by - by

2.1.4. Tétel (Rezultdnsok alaptétele). Az D feletti f(X), g(X) polinomoknak ak-
kor és csak akkor van D feletti nem konstans kozos tényezgjiik, ha az R, rezul-
tansuk 0.

Bizonyitds. Tekintsiik a egyenletrendszert T felett, ekkor a T feletti nem tri-
vidlis megoldds létezése ekvivalens Ry, = 0-val. Mivel T a D hanyadosgyfirti-
je, ezért az egyenletrendszer T feletti nem trividlis mogolddsanak megléte maga
utdn vonja D feletti nem trividlis megoldds meglétét. (Elegendd felszorozni a ne-
vez8k legkisebb kozos tobbszorosével.)

Masrészrol a D feletti nem trividlis megoldasa egyenértékii olyan D fe-
letti u(X), v(X) polinomok létezésével, amelyekre teljesiil uf +vg = 0, deg(u) <
deg(g), deg(v) < deg(f). Mint lattuk, ilyen D feletti polinomok akkor és csak
akkor léteznek, ha f-nek és g-nek van D feletti kozos tényezdje. O

2.1.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a rezultdsok alaptétele és a tobbi rezul-
tdnsra vonatkoz6 eredmény igaz marad, ha csak az ag, by elemek egyikérdl ko-
veteljiikk meg, hogy nullatdl kilonbozzék. Mas széval ha n = deg(f), akkor
m > deg(g) esetén is teljesiilnek az elmondottak.
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2.1.2. Példa. Legyen D = Z, f(X) = X° — X, g(X) = X? + 2X — 3. Ekkor

1 0 1 0 0

0 1 2 1 0
Rig=det[-1 0 -3 2 1 [=0.

0 -1 0 -3 2

0 0 0 0 -3

Val6ban, X — 1 kozos tényezbje f-nek és g-nek.

2.2. Elimindciéelméleti alkalmazas

2.2.1. Lemma. Legyen A n X n-es matrix D-beli elemekkel és b € D". Legyen
det(A) # 0 ésjelolje x az Ax = b lineédris egyenletrendszer egyértelmii megol-
dasét. Ekkor x koordinétai x; = &;/ det(A) alaktdak, ahol ¥ az A és b elemeinek
egész egyiitthatds polinomjaiként 4ll elS. Specidlisan, minden i-re X; € D.

Bizonyitds. Jelolje A* az A métrix adjungaltjat, erre teljesiil A*A = det(A)l. A
X = A*Db elem koordinédtdi A és b elemeinek egész egyiitthatés polinomjaiként
allnak el6. Teljestil tovabba

¥=A'b = A"Ax = det(A)x,
azaz Ax = b megolddsa ¥/ det(A). O

2.2.2. Tétel. Adott f,g¢ € D[X] polinomokhoz léteznek A, B € D[X] polinomok,
melyekre
Af +B g = R f.g

Az A, B egylitthatdi f és g egytitthatéinak egész egytitthatds polinomjai. Specia-
lisan, A, B € D[X].

Bizonyitds. Ha Ry, = 0, akkor az allitas nyilvan igaz az A = B = 0 vélasztas
mellett. Tegytik fel a tovdbbiakra nézve, hogy Rf, # 0. Az el6z6 fejezet jeldléseit
megtartva tekintsiik a (2.1) egyenletrendszer aldbbi médositasat:

0= ay 1 Uptany 1+ bi—1Vu+tbmVy_1
0=ay m1Un+ T apnth+  biVut+ bV q+---
0= ap—mUn+ o apalh+ boVut bVt
. (2.4)
0= aUm+a Uy 1+ - - ot bV
0= aoly+ar Uy, 1+ - - R R R ]
0= agU; + boV1 )
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Ennek egytitthat6ibol képzett matrix determindnsa Ry, # 0. Lemma 2.2.1] sze-
rint (2.4) egyértelm(i megolddsa it;/ R, 0;/ Ry ¢ alaku, ahol i;, 0; az ay, . . ., by, . ..
értékek egész egytitthat6s polinomjai. A bel6liik alkotott

A= X" '+ +id,, B=5:X""1+---473,

polinomokra

A B
_f +—9¢=1,
Rf/g Rf,g

azaz Af + Bg = Ry ¢ teljesiil. O

Végezetiil bemutatjuk a rezultdns egy fontos alkalmazasat algebrai gorbék pa-
raméterezésével kapcsolatosan.

2.2.3. Definici6. Legyen I' : f(X,Y) = 0 algebrai gorbe és u(t) = Z;—E:;,v(t) =
Z;—Eg € K(t) racionalis tortfiiggvények. Azt mondjuk, hogy az (u(t),v(t)) par

paraméterezi I'-t, ha az f(u(t), v(t)) raciondlis tortfliggvény azonosan 0.
Megjegyezziik, hogy nem minden algebrai gorbét tudunk raciondlis tortfiigg-

vényekkel paraméterezni. Tovabb4, ha létezik is ilyen, az algebrai gorbe paramé-
terezése tavolrol sem egyértelmfi.

2.2.1.Példa. 1. Az X2+ Y? = 1 egységkort az
-1 2t
par paraméterezi. Megjegyezziik, hogy a (1,0) pont nem all el6 (u(t), v(t))

alakban, azaz a paraméterezés nem feltétleniil sziirjektiv.

2. Az Y? = X3 + X2 kobos gorbét az (u(t),v(t)) = (> — 1,t(t> — 1)) péar pa-
raméterezi. Ebben az esetben a t = 1 és t = —1 paraméterekhez ugyanaz a
(0,0) gorbepont tartozik. Tehat, a paraméterezés nem feltétleniil injektiv.

Tekintsiik most az u(t), v(t) € K(X) racionalis tortfiiggvényeket és vizsgaljuk
meg, hogy ezek milyen algebrai gorbét paramétereznek. Ehhez az

K==
(t)

Uz(t)

=

Y =o(t) =

egyenletrendszerbdl kell elimindlni ¢-t. Definidljuk a
(X, Y, t) = Xup(t) —uq(t), h(X,Y,t) = Yoo (t) — v1(t)
haromvaltozés komplex egyiitthatés polinomokat. Legyen

f(X,Y) = Re (X, Y)
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ezek t szerinti rezultansa; nyilvan f(X,Y) € K[X, Y]. Mivel

g(u(t),o(t)) = h(u(t), o(t)) =0,

ezért a tétel miatt f(u(t),v(t)) = 0. TehatI': f(X,Y) = 0 a keresett algebrai
gorbe.

2.3. Kétvaltozés polinomok alaptulajdonsagai

A mi esetiinkben a rezultdnsok a kétvaltozos polinomok vizsgalatakor nyernek
kiilonos jelentéséget. Legyen K tetszbleges algebrailag zart test. Tekintsiika D =
K[Y] integritastartoményt, ekkor D[X] = K[X, Y]. Mas sz6valaz f(X,Y),g(X,Y) €
K[X, Y] kétvéltozos polinomok felirhatok

FXY) =ag(V)X" + a1 (V)X 1+ ... +a,(Y),
(X, Y) =by(Y)X" + b1 (V) X" L .. 4 bu(Y)

alakban, ahol n = degy(f), m = degx(g), és a;(Y),b;(Y) egyvéltozc’)s K-beli
egylitthatés polinomok. Igaz tovdbba, hogy deg(a;) < i, deg(b;) < j. Ebben az
esetben f és g rezultdnsa K feletti polinom:

a(Y) - ap(Y) -+ 0
Rfg(Y) = det bo?Y) ZE((?) “”E)Y) e K[Y]. (2.5)
0 (Y) e by

A rezultansok alaptétele ekkor két jelentéssel bir.

2.3.1. Allitas. Az f(X,Y), g¢(X,Y) polinomoknak pontosan akkor van X-ben nem
konstans k6z0s tényez6jiik, ha az X szerinti R¢ ,(Y) rezultdns polinom azonosan
nulla. [

2.3.2. Allitas. Az y € K rogzitett elem pontosan akkor gyoke az R £,¢(Y) rezulténs
polinomnak, ha az f(X,y),8(X,y) € K[X] polinomoknak van kozos gyokiik,
azaz ha létezik x € K szdm, amelyre egyidejtileg teljestil f(x,y) = 0és g(x,y) =
0. O]

Kétviltozos polinomok rezultansanak egy fontos tulajdonsagat mondja ki az
alabbi allitas.
2.3.3. Allitas. Legyen az f(X,Y),g(X,Y) € K[X, Y] polinomok totalis foka 7 il-
letve m. Irjuk f-et és g-t
FXY) =ay(V)X" +a; (VX" L. Fa,(Y),
(X, Y) =bg(Y)X" + by (V) X" 4 .. 4 bu(Y)

alakba és tegyiik fel, hogy a9 = ag(Y) vagy by = by(Y') konstans polinomok koziil
valamelyik nem nulla. Ekkor az R¢,(Y) rezulténs foka legfeljebb nm.
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Bizonyitds. A megjegyzés alapjan alkalmazhatjuk a rezultdnsok alaptételét.
Jeldlje c;; a (2.5) matrix i-dik sordnak j-dik elemét, ekkor

aj,l-(Y) hal<i<m,i<j<n+i
cij = bj,Hm(Y) ham+1<i<m+ni-m<j<n—m+i,

0 kulonben.
Ekkor
j—i hal<i<m,i<j<n+i,
deg(cij)g j—i+m ham+1<i<m+ni-m<j<n—m+i,
—00 kiilonben.

Tekintsiik az R¢,(Y) determinans kiszdmitdsakor ad6do 6sszeg tetsz6leges tag-
jat, €z £C17(1) * * * Cupmm(nim) @lakt az {1,...,n + m} halmaz valamilyen 7t per-
mutdcidjdra. Ha valamelyik c;, ;) tényez0 nulla, akkor ez a tag nem jatszik sze-
repet Ry, (Y) értékében. Tegytik fel, hogy minden tényezd kiilonbozik nullatol.
Ekkor

deg(icln(l) T Cn+m,7r(n+m)) - Z deg(cin(i))

m n+m
< Zl(n(z) SRR 1(71(1') —i+m)
1= 1=m-+
= nm + ni::(r[(z) — i)
er_rm n+m
=nm+ Y m(i)— ) i
i=1 i=1

Azaz a determindns kiszamitdsakor minden nem nulla tag foka legfeljebb nm,
vagyis deg(Ry(Y)) < nm. O

2.4. Feladatok

2.4.1. Feladat. Legyen f(X) = X® +aX + b. Mutassuk meg, hogy Ry o = 4a° +
27b*.

2.4.2. Feladat. Legyen

f=X*Y —3XY? + X* - 3XY,
g=XY+X>—4Y? -3y +1.

a) Szdmolja ki Ry ¢(Y)-t.

b) Szémolja ki R¢ ,(X)-et. Mit mond az eredmény f-rél és g-r61?
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2.4.3. Feladat. Legyen f(Y) = agY" + Y"1+ .- 4+ a,, és g(Y) = Y — b. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor R¢, = £f(b).

2.4.4. Feladat. A rezultans segitségével keressiik meg az aldbbi paraméterezésben
megadott gorbék f(X,Y) polinomjat:

(a) x(t) =t y(t) =t + 2,
(b) x(t) =2+, y(t) =4,

2 3
© ) = v = o

[Utmutatds: Tekintstikaz f(X,Y,t) = X — x(t),g(X,Y,t) = Y — y(t) polinomokat
és a rezultans segitségével kiiszoboljiik ki a t ismeretlent. ]

2.5. Rezultansok alkalmazasa irreducibilis gorbékre

2.5.1. Tétel. Legyenek I' : f(X,Y) = 0, A : ¢(X,Y) = 0 algebrai gorbék egy
algebrailag zart K test feletti sikon. Tegytik fel, hogy f irreducibilis és I' C A.
Ekkor f | g.

Bizonyitds. Trjuk f-et f = ag(Y)X" + - -- + a, alakba, ahol ag(Y) # 0. El6szor
tegyiik fel, hogy n = 0, azaz f nem fiigg Y-t6l. Ekkor f = Y — c az irreducibilitas
miatt. Megfelel6 h(X,Y) polinomra g(X,Y) = (Y —co)h(X,Y) +g(X,c),ésT C A
miatt ¢(X,c) =0,azazY —c | g

Tegytik most fel, hogy n > 1 és f 1 ¢. Ez utébbibdl adédik, hogy f-nek és g-
nek nincsenek X-ben nem konstans kozos tényez6i, tehdt Ry o(Y) # 0. Vegyiink
egy y € K elemet, amelyre ag(y) # 0 és Rro(y) # 0. Az f(X,y) egyvaltozés
polinom nem konstans, igy 1étezik x € K, amelyre f(x,y) = 0, azaz (x,y) € I C
Aés g(x,y) = 0. Ekkor x kozos gyoke f(X, y)-nak és g(X, y)-nak, ami ellentmond

Rf(y) # O-nak. O

Ugyanezt a tételt megfogalmazhatjuk tobbvéltozés polinomokra is. A bizo-
nyitast az olvaséra bizzuk.

2.5.2. Tétel. Legyen K algebrailag zart test, f(Xy,..., Xn) € K[Xy,...,X;] irre-
ducibilis polinom és tegyiik fel, hogy a g(Xj, ..., X,) € K[Xj, ..., X,] polinom
minden (x1,...,x,) € K" specializci¢jéra f(xq,...,x,) = 0 maga utdn vonja
g(x1,...,x,) = 0 teljesiilését. Ekkor f | g.

2.6. A rezultdns szorzatra bontdsa (szorgalmi)
Szokasunkhoz hiven tekintsiik az

FX) =apX" +a X" 4+ ay,
g(X) = bpX" + b X" - 4 by,
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polinomokat, azonban most a ay, ..., a,, by, . .., by szimbolumok K feletti vélto-
zOkat jelolnek, azaz

f(X),g(X) e K[X,aq,...,anbo,..., bn.

Ekkor a két polinom R f.g rezultdnsa az ag, ..., ay, by, ..., by valtozéknak egész
egytitthatos polinomja. Kénnyfi latni tovabb4, hogy Ry, homogén m-edfoku az
ao, . .., an, és homogén n-edfoka a by, . . ., by, véltozékban.

2.6.1. Allitas. Az R fg € Klag,...,an, by, ..., by] polinom irreducibilis.

Bizonyitds. Alkalmazzunk n + m szerinti teljes indukciét. Ha n = m = 1, akkor
Ry ¢ = apby — a1bp irreducibilis. Tegytik fel, hogy m > 1 és legyen

Rf,gzsl-SZ-...-Sk

felbontas irreducibilis tényez6kre. Legyen g1(X) = g(X)|pm0 = b1 X" 1+ -+ +
b,,. Az indukcios feltétel szerint R £ irreducibilis. Egyrészt

Ry glo—0 = a0Ryg,

irreducibilis felbontds. Mésrészt

Ry ¢log=0 = S1lpy=0* S2lpy=0 " - - - * Sklpo=0-

A kett6 Osszevetésébdl kovetkezik, hogy

a+bo(---), vagy
S, = 0((10—|—b0(--'), vagy

aRfq + bo(--+), vagy

“aORf,gl -+ bo( .- ),

ahol « € K*. Mivel azonban homogén polinom tényezdi is homogének, ezért
Si =wa+Dbo(---) és S; = wag + by(- - - ) nem lehetséges. Azonban ap-nak vala-
melyik S;[;,—o tényez&ben eld kell fordulnia, igy azt kapjuk, hogy valamely i-re
Si = aagRy g +bo(---). EbbSl azonban addédik k = i = 1, azaz Ry, irreducibi-
lis. [

2.6.2. Allitas. Jeloljenek Uy, ..., U, Vi,. .., Vi K feletti véltozokat és definidljuk
a
f(X)=(X-Uyp)--- (X —=Uy),
g(X)=(X—=V1)- (X = Vi)

K[X, Uy, ..., Uy, V1,..., Vi]-beli polinomokat. Ekkor

n,m

Rfe = H (Ui — VJ‘)-
i,j=0
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Bizonyitds. Az f-ben X" '-nak az a; egyiitthat6ja az Uy, . . ., U, valtozok i-edfoka
elemi szimmetrikus polinomja. Hasonléan g-ben az X"~/ egyiitthatéjaa Vi, ..., Vi,
valtozok j-edfoku elemi szimmetrikus polinomja. A allitas bizonyitdsdban
latottak szerint megmutathatjuk, hogy R, homogén nm-foka homogén poli-
nomja Uy, ..., Vy-nek.

Megmutatjuk, hogy [T;"(U; — V;) is osztja Ry g-t. Nyilvén elegend6 belat-

i,j=0
ni a rogzitett 1 < i < nés1l < j < m indexekre. Az Uj,..., V), valtozok
tetszbleges uy, ..., v, € K specializalasanal u; = v; esetén a rezultans értéke 0

lesz. Mivel U; — Vj irreducibilis, igy alkalmazhatjuk a tételt, és kapjuk, hogy
U; — V; | Ryq. Ebb&], és a fokszamok egyezésébdl ad6dik, hogy valamely a € K

konstansra
n,m

Rpe=u ‘]"[O(ui — V).
L,]=

Specializdljuk az Uy, . .., U, valtozokat csupa 0-val. Ekkor f(X) = X" és

1 -~ 0 0 --- 0
0 --- 1 0 --- 0
Rpg=det| by 1 by - 0O =Dbp = ((=1)"Vy - V)",
0 1 b b
Maésrészrol
n,m
[TO-v)=(-D"vVa)",
i,j=0
tehata = 1. ]
Megjegyezziik, hogy ha

FX) = apX" +a; X" -+ ay,
g(X) = bpX" + b X" - 4 by,

polinomok tetsz6leges D integritastartomanybol vett egytitthatokkal, akkor is te-
kinthetjiik az uy,...,uy,v1,..., v, gyokeiket a D hdnyadostestének algebrai le-
zértjadban. Barmennyire is absztrakt konstrukciok ekkor a gyokok, a szimmetri-
kus polinomjaik visszaadjdk az ay, . .., by, € D elemeket, azaza [](u; — vj) szorzat
a rezultdns D-beli értéke. Specidlisan, ha az ay, ..., b, egytitthatok K feletti val-
tozok, akkor D = Klay, . .., by].

A fejezetben eddig vizsgélt polinomok f6egyiitthatdja 1 volt. A tovdbbiakat
egyszerfisitendé gondoljuk meg az altaldnos féegyiitthat6 esetét.

2.6.1. Feladat. Legyen f(X) = ap(X —uq) -+ (X —uy), ¢(X) =bp(X—v1) - - - (X —
U ). Ekkor

n,m
Rf,g = agbg H (l/li — YJ])
i,j=0
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A kovetkezd két allitdshoz legyenek

F(X)=apX" + a1 X" 1+ 4 ay,,
8(X) = boX" + by X" - + b,
h(X) =coX + X1+ ¢

polinomok véltozé egyiitthatokkal.
2.6.3. Allitas. ng,h = Rf,hRg,h-

Bizonyitds. Legyen D = K]ay, ..., ck] és L a D hanyadostestének algebrai lezart-
ja. Legyenek uq,...,uy, v1,...,0m és wy,..., wx az f,g,h gyokei L-ban. Az fg
f6egytitthat6ja agby, foka n + m és gyokei uy, ..., vy,. Az allitds kovetkezik a
feladat allitasabol. O

2.6.4. Allitas. Rf,g | Rf,g—|—fh'

Bizonyitds. Tekintsiik Ry o-t €s Ry o1 sp-t mint komplex egytitthatos polinomokat.
Azay,...,a,,by,..., by valtozok badrmely olyan C-beli specifikdcidja, melyre R fg=
0, olyan komplex egyiitthatds f, ¢ polinomoknak felel meg, melyeknek van kozos
gyokiik. Ekkor azonban tetszéleges h € C[X] polinom esetén az f, g + fh poli-
nomoknak is van kozos gyokiik, azaz Ry, g+ fn = 0. Ry ¢ irreducibilitdsédbol (2.6.1] -
allitas) és a tételbSl kovetkezik Ry o | Rf o fie
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3. fejezet
Affin sokasagok

Bevezeto

Legyen K test, f1,..., fm € K[X3, ..., X,] polinomok és tekintsiik a

fl(xl,...,xn) =0
fo(x1,...,xn) =0

fm(xl,...,xn) =0

egyenletrendszer megoldasainak M halmazat K"-ben. Ennek az dsszefoglalonak
a célja az M alapvetd geometriai tulajdonsagainak megadésa, valamint az ehhez
sziikséges algebrai eszkoztar kiépitése.

3.1. Idealok

Ebben a fejezetben A egységelemes kommutativ gyfirfit jelol.

3.1.1. Definicié. Az I C A részhalmazt idedlnak nevezziik, ha additiv részcsoport
és minden a € A elemre al C I (,,szivohatas”); jelolés [<A. Aza+1 = {a+x |
x € I} részhalmazok I mellékosztilyai; a mellékosztalyok halmazat A/ jeloli. Az
A/I halmaz az

(a+D)+(b+1)=(a+b)+],
(a4+1)—(b+1)=(a—0b)+1,
(a+D)(b+1)=ab+1

Ay

miiveletekre nézve alkotja A faktorgyiiriijét. Az A — A/I, a — a+ I leképezést
az I idedl szerint természetes homomorfizmusnak nevezziik.

Az A trividlis idedljai {0} és A. Idedlok metszete idedl. Két I, ] < A ideél tssze-
gét és szorzatat

I+]={x+y|xelLye]},
IJ={xqy1+ --+xuyn|xi€ Ly €]}

21
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definidlja, ezek szintén A idedljai. Legyen B gytiri. A ¢ : A — B gyfirtthomo-
morfizmus

ker(p) ={a € Al ¢(a) =0}

magja idedl A-ban. Az egységelemes kommutativ gyfir{ikre vonatkoz6 izomorfia
tételek az alabbi tulajdonsdgokat rogzitik.

(IT-1) Im(¢@) = A/ ker(g).
(IT-2) Ha B részgytirti A-ban és I <A, akkor BNI<Bés (B+1)/I1 = B/(BNI).

(IT-3) Legyen I < A. A/Irészgyfirtii és idedljai megfelelnek az A gyfir(i I-t tartal-
mazo részgytriiinek és idedljainak. Ha | © I idedl A-ban, akkor J/I<A/1
és (A/D)/(J/I) = A/].

3.1.2. Definicié. Egy S C A részhalmaz esetén az S dltal generilt idedl az S-et tar-
talmazo legsziikebb I idedl; jelelolés I = (S). Az egyetlen elem 4ltal generalt
idealokat foidedloknak nevezziik. Ha A minden idedlja f6idedl, akkor A féidedlgyii-
ril.

Teljestil
<S> :{01X1+"'+anxn ’ai EA,XZ'ES}. (3.1)

Ha S = {xy,...,x;} véges halmaz, akkor
(S) = (x1,...,x¢) ={a1x1+ - +agxy | a; € A, x; € S};
az ilyen ideélokat végesen generilt idedlnak mondjuk.
3.1.1. Feladat. a) A trivialis idedlok f6idealok.
b) Az A gyfiri akkor és csak akkor test, ha csak trivialis idealjai vannak.

c) TetszGleges n € Z esetén (n) = nZ < Z f6ideal; Z/nZ a modulo n maradék-
osztalyok gyfirfije.

d) A K[X,Y] polinomgyfirtiben az I = (X,Y) idedl a nulla konstanstagu polino-
mokbol all. I végesen generélt, de nem féidedl.

e) A K[Xy, Xy, ...] végtelen viltozoés polinomgytirtiben az [ = (X3, Xy, ...) idedl
a nulla konstanstagti polinomokbdl &ll; I nem végesen generélt.

f) Z és K[X] f6idealgyftirtk.

3.2. Affin sokasagok

Ebben a fejezetben K tetszbleges testet jelol. A nyomtatott X,Y,Z, T, Xy, X, ...
nagy bettik valtozokat, az x, y, t, x1, xp, . . . kis bet{ik rogzitett K-beli elemeket fog-
nak jeldlni.
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3.2.1. Definicié. (i) Legyen S C K[Xy,..., Xy]. A
V(S) = {(x1,...,%0) EK"|VfES: f(x1,...,xn) =0}

halmazt az S zérohalmazinak nevezzik.

(i) HaS = {f1,..., fm} véges halmaz, akkor a ¥'(S) = ¥ (f1,..., fm) zéréhal-
mazt K feletti affin sokasdgnak nevezziik.

(iii) Ha f € K[X3, ..., Xy], akkor ¥ (f)-et n = 2 esetén algebrai sikgorbének, n > 3
esetén pedig algebrai feliiletnek is nevezziik.

(iv) Legyen U C K" tetszbleges részhalmaz. Az
F(U)={feK[Xy,...,Xu] | V(x1,...,x00) €U f(x1,...,x,) =0}
halmazt az U eltiinési idedljinak nevezziik.
AV és . hozzarendelések alabbi tulajdonsdgai nyilvanvaléak:
1) Az elttinési idedl csakugyan ideal K[X3, ..., X,]|-ben.
2) V(1) =0és (D) = (1).
3) ¥ (7 (U)) CUés Z(¥(S)) C(S).
4) S C Sp = 7(51) 2 ¥ (S2).

5 U C U = #(U;) O #(Uy). Ha Uy, U, affin sokasagok, akkor a forditott
irdny is teljestil.

Csak a legutolso allitast indokoljuk. Legyen Uy = ¥ (f1,..., fm). Ha #(U;) D
4 (Uy), akkor minden i-re f; € .#(U;), azaz minden f; elttinik Uj-en. Tehét U; C
V(f1,e, fm) = Up.

3.2.2. Allitas. Legyenek Uy, ..., U, végtelen halmazok K-ban és tegyiik fel, hogy
az f € K[Xy,..., Xy polinom elttinik az U; x - - - x U, halmazon. Ekkor f = 0
azonosan nulla. Specidlisan, .# (U; x --- x U,) = (0).

Bizonyitds. Ha n = 1, akkor a feltétel szerint f-nek végtelen sok gyoke van, igy
f = 0. Alkalmazzunk indukciét n és tegytik fel, hogy n — 1-re igaz az 4llitds. Ha
f nem fiigg X,-t6l, akkor az indukci6s feltétel szerint f = 0. Tegyiik fel, hogy f
nem konstans X,-ben és legyen d = degy (f) > 0. frjuk f-et X, polinomjaként:

fF=ao(Xy, ..., Xy 1) X4+ +ay(Xq,..., Xy_1), ag#0.

Az indukcios feltétel miatt léteznek u; € Uy,...,u,1 € U,_1 elemek, amire
ap(uq,...,uy—1) # 0. Ez azt jelenti, hogy az f(uy,..., 1,1, X,) nem konstans
(d > 0 foka) egyvéltozés polinom X, valtozéban. Mivel U, végtelen, igy van
olyan u, € U, elem, amire f(uy,...,u,) # 0. Ezzel belattuk, hogy az U x - - - x
U, halmazon eltind polinom sziikségszertien konstans nulla. O
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3.2.3. Kovetkezmény. Ha K végtelen test, f € K[Xy,..., X,| ésminden (xq,...,x,) €
K" esetén f(x1,...,x,) = 0, akkor f = 0.

3.2.4. Allitas. Legyenek V = ¥ (f1,...,f;) és W = ¥ (g1, ...,4t) affin sokasagok.
Ekkor

VﬂW:/V(fl,...,fs,gl,...,gt),
VUW:“I/(ﬁgj li=1,...,s,j=1,...,1).

Ebbd6l adédéan V N W és V U W maguk is affin sokasagok.

Bizonyitds. Nyilvan x € V N W akkor és csak akkor, ha minden i, j-re fi(x) = 0
és gj(x) = 0. Az is vildgos, hogy x € V U W esetén minden i, j-re f;(x)g;(x) = 0.
Tegytik fel, hogy x ¢ V U W. Ekkor valamilyen i-re f;(x) # 0 és valamilyen j-re
gi(x) # 0, azaz fi(x)gj(x) # 0. O

3.2.1. Feladat. a) Legyenek f1,...,fs,81,..., 8 € K[X3,..., Xu]- Ha{f1,..., fs) =
(91,--.,8t), akkor ¥ (f1,..., fs) = ¥V (g1,---,8¢t)-

b) (X+Y,X-Y)=(X,Y).

o) (X+XY,Y + XY, X?Y?) = (X,Y).

d) (2X%2+3Y%2—-11,X2-Y?-3) = (X?—4,Y2-1).
e) (¥ (X", Y") = (X,Y).

3.3. Hilbert-féle bazis tétel

Ebben a fejezetben a Hilbert-féle bazis tételt bizonyitjuk be. Hilbert idejében a
,bazis” sz6 generdtor elemet jelentett. A bemutatott bizonyitds S. Lang: Algeb-
ra konyvének IV.4 fejezetébdl van. A tétel lényeges kovetkezménye lesz, hogy
egy test feletti n-véaltozos polinomgyfir(i idedljai végesen generaltak. Megjegyez-
ziik, hogy a bizonyitds nem konstruktiv, tehat ebben a formaban nem ad algorit-
must az idedl generdtorelemeinek meghatarozasara. Ilyen algoritmust késébb, a
Groebner-bazisok elméletének bemutatasakor fogunk megismerni.

3.3.1. Definicié. Az R egységelemes kommutativ gyfir{it Noether-félének nevez-
ziik, ha minden idedlja végesen generdlt.

3.3.1. Példa. Nyilvdn minden f6idealgyfiri Noether-féle, igy Noether-gyfirtik a
testek, illetve a test feletti egy valtozds polinomgyfirtik.

3.3.2. Tétel (Hilbert-féle bazis tétel). Ha R Noether-féle, akkor az egyvaltozos
R[X] polinomgyfirt is Noether-féle.

Bizonyitds. Legyen I < R[X], belatjuk, hogy I végesen generalt. Jelolje J; az 0-t és
azon a € R elemeket tartalmaz6 halmazt, amely elemek eléallnak I-beli k-adfoku

aXF+ o X4y
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polinomok féegytitthatdjaként.

1. 1épés: Ji idedl. Ha a,b € Ji, akkor a = b € Ji, mivel ezek a megfeleld polino-
mok Osszegének vagy kiilonbségének féegyiitthatéi. Haa € Ji ésb € R, akkor ba
a megfeleld polinom b-szeresének féegyiitthatdja. Tehat csakugyan i < R. Példa-
nak okdrt gondoljuk meg, hogy Jo = RN I.

2.1épés: Jo C J; C J» C --- egymadsba dgyazott idedlok. Az a € Ji elem poli-
nomjat X-el szorozva olyan k + 1 foku polinomot kapunk, aminek féegytitthatdja
a,azaz a € [xy1.

3. 1épés: | < R. Tekintsiik a

] - U/io:o]k
halmazt. Az a;,a; € | elemek valamely ki, k, > 0 indexekre a; € Ji, ésay € Ji,.
Ekkoraj; £as € Ji,4x, € J. Aza € J,b € Relemekrea € [y ésab € Ji C ] teljestil.
Tehat csakugyan | < R.
4. 1épés: | = |, valamilyen r indexre. Az R Noether-tulajdonsaga miatt | =
(ai,...,a,) végesen generdlt. Minden i = 1,...,n indexhez létezik k; > 0 ugy,
hogy a; € Ji,. Har = ki +--- + ky, akkor a; € |, minden i-re, azaz | = |, =

Jro1 = Jri2 =+
Legyenek

ap, - -.,40n, a Joidedl generatorelemei,
at,...,a1,, a Ji idedl generatorelemei,

arl,...,qrm, a Jridedl generatorelemei.

Mindeni =0,...,résj =1,...,n;indexrelegyen f;; olyan I-beli polinom, amely-
nek foka i és féegyiitthat6ja a;;. Jelolje I az f;; polinomok éltal generalt idealt
R[X]-ben. Nyilvan I < I.

5.1épés: Adott 0 # f € I polinomhoz konstrudlunk ¢ € I polinomot, amire
deg(f) = deg(g) és f, g fGegylitthatdi megegyeznek. Legyen d = deg(f), 0 #
& € R az f féegyiitthat6ja, azaz f = aX? + - - . Tegyiik el6szor fel, hogy d < .
Mivel & € J;, 1éteznek ¢y, ..., cy, € R elemek, melyekre

X =141 + C2agp + - -+ + Cnylgn,-

Legyen
§ = cifan +cafap+ -+ cnyfan, € R[X].

Ekkor valéban g € I, deg(g) = d és ¢ féegyiitthatdja a. Ha d > r, akkor & € J, és
megfelel ¢; € R egytitthatokkal

X = C1Ay1 + C2r2 + -+ Crylgn,,

ésa
g = (ler,l + szrlz + te + Cnrfrnr)Xdir

polinom megfelel6 elem [-ben.
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6. 1épés: Megmutatjuk, hogy I = I, azaz I végesen generalt. Tegyiik fel, hogy

I # I éslegyen f € I\ [ minimalis fokszdm1 polinom. Az 5. lépésben ismertetett
moédon konstruéljunk egy ¢ € I polinomot, melyre deg(f) = deg(g) és f, g f6-
egyiitthat6i egyenlSk. Erre f — g € I\ [ ésdeg(f — ¢) < deg(f), ami ellentmond
f valasztasdnak. Ezzel a bizonyitést befejeztiik. O

A véaltozok szadmara vonatkozo6 indukcidval kovetkezik az alabbi allitas.

3.3.3. Kovetkezmény. Legyen K test. A K[Xj, ..., X,] polinomgytirti minden ide-
alja végesen generalt.

Egy tovabbi lényeges kovetkezmény az aldbbi:
3.3.4. Allitds. Legyen K test. A kovetkez6 fogalmak megegyeznek:
(i) A 7(S) C K" zér6halmaz, ahol S C K[Xj, ..., Xu].
(i) A 7(I) C K" zér6halmaz, ahol [ <K[X3, ..., Xu].
(iii)) A Y (f1,...,fm) € K" affin sokasag, ahol f1, ..., fu € K[Xy,..., Xu].

Bizonyitds. Egyrészt ¥ (S) = ¥/ (I), ahol I = (S) a generélt idedl. Masrészt a
Hilbert-tétel miatt I = (f1,..., fm) Végesen generalt. O

Mint a bevezetSben emlitettiik, a polinomgyfirtikre vonatkozé kérdések algo-
ritmikus megvalaszoldsdval tovdbbra is adésak vagyunk. A legfontosabb ilyen
kérdés az idealbeli tartalmazas eldontése.

(*) Adott f1,..., fm, g € K[Xy, ..., X,] polinomok. Igaz-e, hogy g € (f1,..., fu)?

Ennek segitségével idedlok egyenl8ségét, illetve részhalmazként val6 tartalma-
z4sat meg tudjuk valaszolni.

3.4. Linearis és affin transzformaciék

Ebben a fejezetben K" a K feletti n-dimenziés oszlopvektorok halmazat, K"*"
pedig a K feletti m x n-es métrixok halmazat jeloli.

3.4.1. Definicié. A K" tér affin leképezése alatt egy « : x — Ax + b leképezést
értiink, ahol A € K" " ésb € K'". Ha b = 0, akkor « linedris. Ha A = 1,
akkor « eltolds. Ha A invertalhato, akkor a-t affin, illetve linedris transzformdcionak
nevezzik.

3.4.2. Allitas. Az affin transzformaciok csoportot alkotnak. Ebben a csoportban a
linedris transzformaciok részcsoportot, az eltolasok pedig egy Abel-féle normal-
osztot alkotnak.
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Bizonyitds. Az a : x — Ax + b affin transzforméci6 inverze ' — A~'x’ — A~ 1b.
Az xq1 : x — Aix +b1 és ar : x — Arx + by affin transzformdcidk szorzata
x — A1Axx + A1by + b;. Megmutatjuk még, hogy az eltolasok normalosztot
alkotnak. Legyen «a : x — Ax + b affin transzformdci6é és 7 : x — x + u eltolés.
Ekkor

ate L ix— A(ATW — A7)+ u)+b=x+ Au

eltolds az Au vektorral. O]

3.4.3. Definicié. A K" tér  affin transzforméci6 éltal a K[X] = K[Xq, ..., X,] po-
linomgytirtin indukdlt a* leképezés az f(X) polinomhoz az f(x~!(X)) polinomot
rendeli.

Ha « : x — Ax + b affin transzformdci6, akkor érdemes a*-ra gy gondolni,
hogy ¢ = a*f akkor és csak akkor, ha g(AX +b) = f(X). Mas széval, f(X)-et
megkapjuk ¢(Y)-bolaz Y = AX + b behelyettesitéssel.

3.4.4. Allitds. Legyen « affin transzformaci6. Ekkor a* : K[X] — K[X] olyan
gytrtihomomorfizmus, ami meg&rzi a polinomok totdalis fokat. Teljestil tovabba

(3B)* = B és (a1)" = ().

Bizonyitds. Konnyi meggondolni, hogy a* gytirthomomorfizmus, és azt is, hogy
els6foku kifejezés behelyettesitése nem noveli a totdlis fokot. Tehdt deg(f) <
deg(a*f) és mivel a és a* invertdlhatoak, igy deg(f) = deg(a*f).

(«=1)* = (a*)~! hasonléan adédik. O

Affin transzformdcidkat hasznalhatunk arra, hogy polinomiélis egyenleteket
és egyenletrendszereket egyszer(ibb alakra hozzunk. Példaul eltoldssal elérhet-
jik, hogy egy adott f polinom konstans tagja nulla legyen. Ez pontosan azt je-
lenti, hogy az orig6 benne van lesz a 7 (f) algebrai feliiletben. Altaldnosabban
teljestil az alabbi allitas:

3.4.5. Allitas. Legyen a affin transzformdci6 és fi, ..., fu € K[X] polinomok. Ek-
kor

WV (Fi) o) ) = V(@ fry o0 f).

Specidlisan, affin transzformdcidk algebrai sokasagokat algebrai sokasdgokban
képeznek.



28 3. FEJEZET. AFFIN SOKASAGOK

Bizonyitds. Csakugyan,

xca(V(fi,. ... fu)) & at(x) € (f s fm)
<i>f1( ) == fule M (x)) =0
& (@ fi)(x) == (a"fu)(x) =0
@xE”f/(zx*fl,...,oc fim)-

Megjegyezziik, hogy mivel a* gytiriautomorfizmus, igy polinomidedlokat poli-
nomidedlokba képez, azaz az éllitds a( ¥ (I)) = ¥ («*I) alakban is irhato. O

Konnyti meggondolni, hogy az affin transzformacidk tranzitivan hatnak a sik
egyenesein, azaz barmely egyenes elvihet6 barmely egyenesbe affin transzforma-
ciéval. Azt sem nehéz latni, hogy K = R esetén barmely irreducibilis masodfoku
polinom Y — X? vagy X? + Y2 + 1 alakra hozhat6. Ezeket az irreducubilis m4-
sodfokt gorbék (R feletti) affin kanonikus alakjanak hivjuk.

3.4.1. Feladat. a) Hatarozzuk meg azt az affin transzformaciét, ami az 5X — 3Y +
1 egyenest az Y = 0 egyenesbe viszi.

b) Hatérozzuk meg azt az eltolast, mely a K : X?> + Y2 +4X +Y — 1 = 0 méasod-
rend{i gorbébdl elimindlja az X-es és Y-os tagok egytitthatoit.

c) Hatdrozzuk meg azt az eltolast, mely a K : X*> — X +4Y — 1 = 0 masodrend{i
gorbébdl elimindlja az X-es tag egyiitthatéjat és a konstanst.

d) Hatarozzuk meg annak az origé koriili forgatasnak az a szogét, mely a K :
X? — XY 4 3Y% + 4X — 2Y = 0 masodrendi gorbébdl eliminalja az XY-os tag
egyitthatojat.

e) Hatdrozzunk meg egy olyan affin transzforméaciot, amely az aldbbi masodren-
dti gorbéket affin kanonikus alakba viszi.

(1) K: X?—2XY —8Y?+18Y =0,
(2) K: X?4+4XY +4Y? -2X —-8Y +5=0,
(3) K:9X?+36Y%2 —12X —24Y +4=0.

f) Hatdrozzuk meg a K : 3X? + 10XY + 3Y% + 10X + 14Y + 8 = 0 elfajul6 m4-
sodrendti gorbe affin kanonikus alakjat.

3.4.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy char(K) # 2,3 és apy # 0. Mutassuk meg, hogy
az
X3 + apX? + a1 XY + apY? + a10X + ag Y +ago = 0

egyenlet(i harmadfoku gorbe affin transzformaciéval
Y?=X>+aX+b

alakdra hozhaté. [Utmutatds: 1) —agz-el leosztva elérhet6 ap, = —1. 2) Eliminal-
juk az XY és Y tagokat. 3) Eliminéljuk az X tagot.]
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3.5. Hilbert-féle normalizadlasi lemma

A Hilbert-féle normalizdlasi lemma egy végesen generalt kommutativ algebrdk-
nak egy viszonylag elvont tulajdonsagat mondja ki, amire nekiink ebben az alta-
lanossagban nem lesz sziikségiink. Viszont a bizonyitas egy meglehet&sen elemi
észrevételen alapszik, amit a kovetkezd tétel mond ki.

3.5.1. Tétel (Hilbert-féle normalizalasi lemma). Legyen K végtelen test, 0 # f &
K[Xj,...,Xu] polinom és d = deg(f). Ekkor létezik a K" tér olyan a linedris
transzformdci6ja, melyre a* f-ben az X4 moném egyiitthat6ja nem nulla.

A bizonyités el6tt definidljuk a homogén polinom fogalmat.

3.5.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f(Xq, ..., X,) polinom d-fokii homogén po-
linom, ha minden monémjanak totélis foka d.

3.5.3. Lemma. Az f(Xjy,...,X,) polinom akkor és csak akkor d-fokti homogén,
ha a T hatarozatlanra teljestil az

F(TXy,...,TX,) = Tf(Xy,...,Xy)
polinomialis egyenl&ség.

Bizonyitds. Elegend6 meggondolni, hogy egy mondm esetén az egyenléség akkor
és csak akkor teljesiil, ha a moném totdlis foka d. O

Legyen f n valtozoés, d totalis fokd polinom:

_ i i"
f _— Z ail..-inxl A Xn .
i1,eesin >0
i1+-+ip<d

Definidljuk f r-fokti homogén komponensét, mint az r totalis fokii monémok
Osszege:

_ E : i i"
fr = ail...inXl "'Xn'
i1,..,0n >0
i1+-Fip=r

Ekkor f egyértelm@i médon a homogén komponenseinek
f=h+h+ -+t

Osszegeként irhatd. Megjegyezziik még, hogy linearis transzformdciok d-foka ho-
mogén polinomokat ugyanilyenbe visznek, és meg6rzik a polinomok homogén
komponenseit.

Sziikségiink van még az eltolasok polinomokon vett hatdsdnak kozelebbi le-
irasara.

3.5.4. Lemma. A d-foka f(Ty,...,T,) polinomra teljesiil
f(Ty+by,..., Ty +by) = f(Tq,..., T,) +O(d—1),
ahol O(d — 1) legfeljebb (d — 1)-fokt monémokbol &ll.
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Bizonyitds. Mivel f monémok linedris kombindcidja, elegendé megmutatni egyet-
len T} - - - T monémra:

(Ty + bl)il o Ty + bn)i” = Til . T;in +0(d—1),
ami nyilvan teljestil. O

A[B.5.1| Tétel bizonyitdsa. Mivel f nem nulla, az f; d-foki homogén komponens
értelmezett. Legyen X; egy valtozo, ami el6fordul f;-ben. A véltozék permuta-
cidjaval (ami linedris transzformacio) elérhetd, hogy f;-ben el6forduljon X,,. Ez
aztjelenti, hogy f4(Xj,..., Xu—1,1) # 0. Mivel K végtelen, a[3.2.3 Kovetkezmény
szerint léteznek Aq,...,A,1 € K értékek, amikre ¢ = f;(Ay,...,A,-1,1) # 0.
Tekintsiik most az « : x — x’ affin transzforméaciét, ahol

/
X1 = X1 — A1xy,

xh = xo — Apxy,

/
n-1=Xn—1— An_1Xn,

X

X

Xn
Xp.

I

Az a~! transzformécio

/ !/
X1 =x7+ Axy,,

/ !/
X2 = X5 + Axxy,

Xp—1 = x;,l_l + )\n—lx;y
Xy = X),.
A Lemmdt hasznédlva T; = A X, b = X, (i =1,...,n—1),é T, = XJ,
b, = 0 értékekkel, adodik:
FXT+MX,. ., X+ A1 X, X)) = fF(MX), .. A1 X, X)) + Oxé(d —-1)
= fd()\lxil/l/ o /Al’lflxl,/l/ XI,/l) + OX;, (d - 1)
= fa(M, o A1, 1)(X) + Ox (d — 1)
= (X)) + Oy, (d — 1).

Ezt azt jelenti, hogy az (a*f)(X1,..., Xy) = cX% + Ox; (d — 1), ami ¢ # 0 miatt
pont a bizonyitand¢ &llités. O

3.6. Hilbert-féle zérushely tétel (Nullstellensatz)

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk a Hilbert-féle zérushely tétel gyenge, majd er6s
valtozatat. A bizonyitds a lehet6 legelemibb, E. Arrondo: Another Elementary
Proof of the Nullstellensatz c. cikkét koveti (American Mathematical Monthly
113, 2006/2).
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3.6.1. Tétel (Gyenge Nullstellensatz). Legyen K algebrailag zart és I <K[Xj, ..., X]
valodi ideal. Ekkor létezik (ay,...,a,) € K" ugy, hogy minden f € I esetén

flay,...,an) =0.

Bizonyitds. n szerinti indukciét alkalmazunk. n = 1 esetén I = (g) f6ideél, ahol g
nem konstans. K algebrai zartsdga miatt g-nek van a; € K gyoke, ezért barmely
f € Tesetén f = ghés f(ay) = 0, azaz az allités teljestil.

Legyen n > 1. Feltehetjiik, hogy létezik d > 0 fokt g € I polinom, amiben az
X4 moném egytitthatéja nem nulla. Valéban, legyen & € I tetszéleges d > 0 foku
polinom és legyen « a Tétel szerinti linearis transzformacié. Ekkor a*h €
a*(I). Tovabba, ha a*(I)-re megmutatjuk, hogy a (¥ (I)) = ¥ (a*(I)) # @, akkor
nyilvan ¥ (I) # @, pont a bizonyitandé allitas. frjuk az emlitett ¢ polinomot

g=goXd+ @ X+ 4 gy

alakban, ahol g; € K[X3, ..., X;,_1]. A feltétel szerint deg(g;) < iés go € K\ {0}.
Legyen I’ = INK[Xj, ..., X,_1] azon polinomok halmaza, amik nem fiigge-
nek az X, valtozotol. Mivel I’ <K[Xy,..., X, 1] és 1 & I', az indukci6s hipotézis
szerint léteznek ay,...,a,_1 € K értékek, melyekre f(ay,...,a,-1) = 0 minden
f € I esetén. (Megjegyezziik, hogy I' = 0 lehetséges.)
Tekintsiik az egyvaltozés polinomok

J = {f(al,...,an_1,Xn) ’fE I}

halmazat, ez ideal K[X,|-ben. Ha | # (1), akkor a bizonyités elején elmondottak
szerint valamely a, € K elemre teljestil (ay,...,a,) € ¥ (I), és készen vagyunk.
Tegyiik tehat fel, hogy 1 € |, azaz valamely f € I polinomra f(ay,...,a,-1, Xn) =
1. Trjuk fel f-et X, polinomjaként:

f=fXy+AXPT -+ f
ahol f; € K[Xy, ..., Xy-1]. Az f(ay,...,a,-1, Xy) = 1 egyenl6ségbdl

fo(ﬂl,. . .,an_l) == fm_l(al,...,an_l) =0 (32)

fm(al,...,an_l) =1 (33)

kovetkezik. Vizsgdljuk a g és f polinomok X, valtoz6 szerinti

g & -+ & 0 0 -0
0 g - -1 & 0 - 0
0 0 -+ o 81 - &i-1 8d

R, r = det
&f € fo fi v fuet fm O -0
0 fo - fwo fu1 fu -+ O

0 0 o' fo f - fm;1 fm
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rezultansat. Egyrészt R, ¢ € K [X1,..., Xy—1]. Méasrészt megfelel
A, B €K[Xy,...,Xn]

polinomokra
Rg,f = Ag + Bf,

azaz R, ¢ € I. Ezekb&l ad6dik Ry ¢ € I', tehdt R, ¢(ay,...,a,-1) = 0. Ezzel szem-
ben, ha az R, r determinans M matrixat nézziik, akkor és egyenl6ségek
miatt az X; = a; helyettesitéssel M fels6 trianguldris métrix lesz, melynek f6at-
16jaban m darab go # 0 és d darab 1-es all. EbbSl Ry ¢(ay,...,a,-1) = gy # 0
kovetkezik, ami ellentmondas. ]

A gyenge zérushely tételbdl a Rabinowitsch-féle triikkel tudjuk egyszertien
levezetni az erds zérushely tételt. Ennek kimonddsahoz el6bb be kell vezetniink
a gyokidedl fogalmat.

3.6.2. Definicié. Legyen R egységelemes kommutativ gyfirti és [ < R idedl. Az |
gyokidedlja a

VI=1{aecR|a" € Ivalamely m természetes szamra}
részhalmaz.
3.6.3. Allitas. Ha R egységelemes kommutativ gytirti és [ < R, akkor v/I < R.

Bizonyitds. Nyilvan a™ € I és x € R esetén (ax)™ = a™x™ € I, azaz a szivohatds
teljestil V/I-re. Ha pedig a™, bk € I, akkor minden 0 < i < m + k értékre a' € I
vagy b"t =i ¢ I, igy a binomialis tétel miatt (a & b)"+k € I. Mas széval /I
additiv részcsoport R-ben. O

3.6.4. Tétel (Er6s Nullstellensatz). Ha K algebrailag zart és I <K[Xj, ..., Xy|, ak-
kor .7 (¥ (I)) = V1.

Bizonyitds. Nyilvan /I C .# (¥ (I)), tgyhogy csak a visszafele irdnyt kell meg-
mutatni. A Hilbert-féle bazis tétel szerint I végesen generdlt. Tegyiik fel, hogy
I = (g1,...,8m) és f € F(¥(I)). Legyen T uj valtozo6 és vizsgéljuk a | =
(¢1,.-.,8m, Tf —1)idedlt a K[Xy, ..., Xy, T| gytirtiben. Azt éllitjuk, hogy ¥ (J) =
@. Valéban, tegytik fel, hogy (x1,...,x,,t) € K"+l grtékekre

1(x1,c0,xn) = =gm(x1,...,xn) =tf(x1,...,x,) =1 =0.

Az els6 m egyenl6ségbdl x € ¥/ (I) kovetkezik, mig az utols6bodl f(x) # 0, ami
ellentmond az f € .7 (¥ (1)) feltételnek.

A gyenge zérushely tétel szerint ¥ (]) = @ miatt 1 € ], azaz taldlunk olyan
ho,hy,..., hm € K[Xq, ..., Xn, T| polinomokat, amikre

1= g1h1 + - +gmhm + (Tf — 1)h0. (3.4)
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Legyen N a legnagyobb hatvany, amivel T el6fordul valamelyik h;-ben. Ekkor
fNh; tekinthet6 X1, ..., X, és fT polinomjanak:

F(X, o, X)Vhi(Xy, ..., X, T) = Hi(Xq, ..., X, fT).

Atszorozva (3.4)-t fN -el:

N = igi(Xl, L X)) Hi(Xq, o, X, fT) 4+ (fT —1)Ho(Xq, . .., X, fT).
i=1

A T =1/ f helyettesitéssel adédik ebbdl, hogy
m
fN = Zgi(Xll- . -/Xn)Hi(Xll- . -/anl) € I,
i=1

azaz f € /1 a tétel allitdsanak megfelelGen. O

3.6.1. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi U ponthalmazok . (U) elttinési idealjat
K[X,Y]-ban:

a) U={(0,0)}

b) U={(5-3)}

o U={(-10),(20)}

d) U= {(~1,-1),(~1,1),(1,-1),(1,1)}

e) U={(n0)|neZ}

3.6.2. Feladat. Legyen U = {(—1,0),(1,0), (1,1)}és] = (X2 +Y?> —1,Y(Y — 1)).
a) Mutassuk meg, hogy U = 7(]).

b) Mutassuk meg, hogy (XY)? € ], de XY ¢ J.

c) Hatdrozzuk megaz . (U) = # (¥ (J)) = /] eltlinési ideélt.
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4. fejezet

Irreducibilis harmadrendii gorbék

Bevezeto

Ebben a részben K tetszbleges algebrailag zart testet jelol. Ha nem irjuk mas-
hogyan expliciten, akkor a feladatokban feltessziik, hogy K karakterisztikdja 0.
A jeldlésiinkben f, g, h, - - - tetszbleges két véltozos f(X,Y), g(X,Y), h(X,Y),---
polinomot, mig F, G, H, ...ezek F(X,Y,Z),G(X,Y,Z),H(X,Y,Z), ... homogeni-
zaltjat jeloli.

Algebrai gorbe alatt val6jaban mindig projektiv gorbét fogunk érteni. Ez azt
jelenti, hogy a I' : f(X,Y) = 0 affin gorbéhez is hozzavessziik a végtelen ta-
voli egyenesre es6 pontjait és nem tesziink kiilonbséget az f(X,Y) = 0 és az
F(X,Y,Z) = 0 gorbék kozott.

4.1. Gorbék metszete

4.1.1. A metszési multiplicitas

4.1.1. Tétel (, kis Bézout-tétel”). Legyenek I', A kdzds komponens nélkiili , illet-
ve m-edfoku algebrai gorbék. Ekkor |[T' N A| < nm.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy Py, ..., Py,+1 € I'N A kiilonb6z6 pontok. Vegyiik fel
ugy a homogén koordindtarendszert, hogy egyik gorbe sem megy ataz E(1,0,0)
ponton, minden 1 < i < j < nm+1esetén P; ¢ o és E ¢ P;P;. Ez azt jelenti,
hogy P; = Pi(x;,y;,1) ésazyy, ..., Ynm+1 értékek mind kilonbozdek. Masrészrol
az y; gyoke az Rs ((Y) rezultans polinomnak. Mivel deg(Ryq(Y)) < nm, ebbdl
Rfq(Y) = 0 kovetkezik, azaz van f-nek és g-nek Y-ban nem konstans h(X,Y)
kozos tényezsje. Specidlisan, I'-nak és A-nak h = 0 kozos komponense. O

4.1.2. Definicié. Legyenek I', A kozos komponens nélkiili algebrai gorbék a komp-
lex projektiv sikon. Azt mondjuk, hogy I' és A megengedett helyzetben van a pro-
jektiv koordindtarendszerre nézve, ha

(a) egyik sem megy at az E(1,0,0) ponton és

(b) semelyik két metszéspontjuk nem kollinearis E-vel.

35
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4.1.1. Megjegyzés. (a) A kis Bézout-tétel miatt projektiv linedris transzformacio-
val barmely két k6zos komponens nélkiili gorbe megengedett helyzetbe hoz-
haté. Itt 1ényeges, hogy a kozos projektiv pontjaik szdma véges.

(b) Kozonséges koordindtarendszerben az E az x-tengely végtelen tavoli pontja.

(c) E ¢ 'UA aztjelenti, hogy a két gorbe F, G polinomjai tartalmazzdk az X", X"
mondémokat.

(d) Ebbél kovetkezik, hogy deg F = degy F és deg G = degy G.
(e) Ezértaz X szerinti Rr (Y, Z) rezultans nm-edfokt homogén polinom.

Legyenek I' : F = 0, A : G = 0 algebrai gorbék megengedett helyzetben.
Ekkor a rezultdnsuk nm linedris tényez6 szorzatara bomlik:

k
Rec(Y,Z) =] [(wiY —v,Z)%, 1445 = nm,
=1

ahol a (v;, w;) ,,gyokok” nem egymas skaldrszorosai. Mivel Rr ¢ (v;, w;) = 0, ezért
F(X,v;,w;) és G(X, v;, w;) polinomoknak van u; kozos gyokiik, ami a P;(u;, v;, w;)
metszéspontnak felel meg. Ha u} masik k6zos gyok lenne, akkor a P;(u;, v;, w;) és
P!(u!,v;, w;) metszéspontok kollinearisak lennének E-vel, ami nem lehet. gy te-
hét kolcsondsen egyértelmtien megfeleltethetjiik Ry (Y, Z) ,gyokeit” a két gorbe
metszéspontjaival.

4.1.3. Definicié (Metszési multiplicitds megengedett helyzetben). Legyenek a I,
A gorbék megengedett helyzetben a fenti jelolésekkel. A két gorbe P;-beli metszési
multiplicitdsa defininici6 szerint

z(F NA; Pl) = 5;.

4.1.4. Tétel (A metszési multiplicitas projektiv invariancidja). Legyenek I', A ko-
z0s komponens nélkiili algebrai gorbék, P € I' N A és ¢ projektiv lineéris transz-
formacié. Legyen I” = ¢(T'), A" = ¢(A) és P’ = ¢(P). Tegyiik fel, hogy I és A,
illetve I és A’ megengedett helyzetben vannak. Ekkor i(T N A; P) = i(T"NA’; P’).

Bizonyitds. Nehéz, eltekintiink t6le. O

4.1.5. Definici6é (Metszési multiplicitas altalanos fogalma). Legyenek I', A k6zos
komponens nélkiili gorbék és ¢ projektiv linedris transzformacio, melyre ¢(I') és
¢(A) megengedett helyzetben lesznek. Ekkor a P pont esetén

(T NA;P) =i(p(T), ¢(A); ¢(P)).

4.1.2. Megjegyzés. (a) A projektiv invariancia miatt i(T' N A; P) nem figg ¢ vé-
lasztasatol.

(b) i(T N A; P) = 0 akkor és csak akkor, ha P ¢ T N A.
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4.1.1. Feladat. Legyen T : f(X,Y) = 0 algebrai gorbe, £ : Y = mX + b egyenes
és P = P(0,0). Mutassuk meg, hogy i(I' N ¢; P) pontosan a 0 gyok multiplicitdsa
az f(X,mX + b) polinomban. Mds széval, i(I' N ¢; P) = k akkor és csak akkor, ha
f(X,mX +b) = X*(c+ - --) valamilyen ¢ # 0 konstanssal. [Utmutatas: Hasznél-
juk a rezulténs Ry x_. = *+f(c) tualjdonségat.]

4.1.6. Allitas. Legyen I gorbe, £ egyenes és P pont. Ha i(T N ¢; P) = 1, akkor PT

sima pontja és ¢ kiilonbozik a I' P-beli érintsjétol.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy P = P(0,0). Mivel i(TN¢;P) >0, P € T NY, azaz

:Y=mXéT:0=f(XY)=a10X +anY +---. Af1.1|feladat szerint
F(X,mX) = (a10 + magi) X + X>(- - )

nem oszthaté X?-el, vagyis a1 + map; # 0. Ez pontosan azt jelenti, hogy ¢ kiilon-
bozik a I' origébeli a19X + ap1Y = 0 érint6jétol. [

4.1.2. Bézout tétele

4.1.7. Tétel (Bézout tétele). Legyenek I', A kozos komponens nélkiili 7, illetve

m-edfoka algebrai gorbék a komplex projektiv sikon. Ekkor metszési multiplici-

tassal szamolva a két gorbének pontosan nm kdzds pontja van.

Bizonyitds. Trivialis. [

4.1.2. Feladat. (a) Gondoljuk meg, hogy miért fontos az alaptest algebrai zartsa-
ga és miért a projektiv sikon vizsgdljuk a gorbék metszetét.

(b) Gondoljuk meg, hogy a Bézout-tétel

Y i(TNA;P) =degl - deg A
P

alakban is kimondhat6, ahol a szummazas a sik 6sszes pontjara torténik.

4.1.8. Allitas. Egy n-edfokd irreducibilis gorbének legfeljebb n(n — 1) szinguldris
pontja van.

Bizonyitds. Legyen I' : f(X,Y) = 0 irreducibilis n-edfokt gorbe. Ekkor A =
% (X,Y) = 0legfeljebb n — 1 fokdu és a szinguldris pontok I' N A-n vannak. Mivel
I' irreducibilis, igy nincs kdzos komponens. O

A szingularis pontokra vonatkozo6 korlat altalaban jelentésen csokkenthetd.
Szdmunkra a harmadfokt gorbék esete 1ényeges.

4.1.9. Allitas. Egy harmadfokd irreducibilis gorbének legfeljebb egy szingularis
pontja van.

Bizonyitds. Legyen I' harmadfoku gorbe aminek van két P, Q szinguléris pontja.
Legyen ¢ = PQ. A[.1.64llitasbol kovetkezik i(T N4 P) > 2ési(TNE;Q) > 2. Ez
azt jelenti, hogy I'nak és /-nek multiplicitdssal szdmolva legaldbb 4 k6z0s pontja
van. A Bézout-tétel szerint ekkor van kozos komponensiik, ami ellentmond I
irreducibilitdsanak. O
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Vizséljuk meg az irreducibilis harmadrendii gorbe lehetséges szingularis pont-
jat. Felhetejiik, hogy ez az origd. A gorbe affin egyenlete ekkor

fXY) = A(XY)+ f5(X,Y),

ahol f; a d-edfoktt homogén komponens. Ha f, = 0, akkor f hdrom homogén
linedris tényezd szorzatdra bomlik, ami ellentmond az irreducibilitdsnak. Az
f2(X,Y) mésodfokd homogén rész két homogén linedris tényez6 szorzatdra bom-
lik:

fz(X, Y) = (M1X — Z)1Y) (112X — ZJzY).

Ha a két tényez6 egymads skaldrszorosa, azaz f, = (uX — vY)? teljes négyzet,
akkor a szingularitast “csdr” tipusiinak mondjuk. Ha f, tényez6i linedrisan fiig-
getlenek, akkor kozinséges szingularitdsrdl beszéliink. Az u; X — y;Y = 0 (nem fel-
tétleniil kiilonboz6) egyeneseket (i = 1,2) a szingularis ponthoz htizott érintdknek
nevezziik. Meggondolhatjuk, hogy a szingularis pontban az érintének nevezett
egyenes metszési multiplicitdsa legalabb 3.

4.2. Harmadrendii gorbék

4.2.1. Inflexiés pontok

4.2.1. Definicié. A I’ gorbe P sima pontjat inflexiés pontnak nevezzik, ha a P-beli
t érint6re i(T N t; P) > 3.

4.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha f(X) € K[X] ésT : Y = f(X), akkor az
(x, f(x)) pont akkor és csak akkor inflexiés, ha f”(x) = 0.

4.2.2. Feladat. Hatérozza meg az Y = X3, Y? = X3 és Y? = X° + X? gorbék
szinguldris és inflexios pontjait a projektiv sikon.

4.2.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy char(K) # 2,3. Legyen T irreducibilis harmad-
rendii gorbe, melynek az y-tengely végtelen tavoli pontjaban szinguldris pontja
van, és itt a végtelen tavoli egyenes érinti. Mutassuk meg, hogy I' egyenlete

Y = u(X), vagy Y = ;(i(l (deg(u) = 3)

attdl fiiggden, hogy a szingularis pont ,,cs6ér” tipusu vagy kozonséges.

Bizonyitds. Valasszuk meg tigy a homogén koordinatarendszert, hogy az y-tengely
U(0,1,0) végtelen tavoli pontja a gorbe szingularis pontja, és az lo : Z = 0 vég-
telen tavoli egyenes érint6. Tekintsiik a harmedrendi gorbe altalanos homogén
egyenletét:

F(X,Y,Z) = a3oX° + an X2Y + a1pXY? + agz Y3+
10 X>Z + a1 XYZ 4+ apY?Z + a10XZ% + a1 YZ? 4+ a00Z% = 0
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Ekkor F(X,Y,0) linedris tényez6k szorzatdra bomlik. A kordbban latott i(T N
loo; U) > 3 tulajdonsag miatt F(X,Y,0) = (uX —vY)3 teljes kob. Mivel F(0,1,0) =
0,1igy F(X,Y,0) = azX> és ap; = ajp = 0. Feltehetd azp = 1, azaz

F(X,Y,Z) = X3+ anX?Z + a1 XYZ + a10XZ% + a Y Z? + agyZ® = 0.
A Z = 1 helyettesitéssel és atrendezve az affin egyenletre adodik
Y(a11X + ao1) = u1(X),

ahol u1(X) harmadfoku polinom X-ben. Ha a1; = a¢; = 0, akkor I hdrom egye-
nes unidja, ami ellentmond I irreducibilitdsdnak. Ha a;; = 0, akkor I' egyenlet
Y = u(X), haaj; # 0, akkor Y = u(X)/(X — «) alakra hozhaté, ahol u(X) az
u1(X) skaldrszorosa. Kozvetlen szamolassal adddik a két esetben a szingularités
tipusa. [

4.2.3. Feladat. Legyen I' szinguldris ponttal rendelkez6 irreducibilis harmadren-
dti gorbe. Mutassuk meg, hogy I''nak 3 vagy 1 inflexi6s pontja van, attdl fiigg6en,
hogy a szinguldris pontja ,,csér” tipust vagy kozonséges. [Utmutatas: Tekintsiik
T-tY = u(X) vagy Y = X? + uy X + up + u3/ X alakban.]

4.2.2. A 9-pont-tétel

4.2.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy az altaldnos n-edfokt 3-valtozés homogén
polinom egyiitthatéinak szama ("3"). [Utmutatés: Szamoljuk meg azon (i, j) pa-

rokat, melyekre i,j > 0 egészek ési+j < n. ]

4.2.3. Allités. Legyen n pozitiv egész, N = w —1és Py,..., Py projektiv
pontok. Ekkor létezik egy I' n-edfokt gorbe, ami d&tmegy a Py, . .., Py pontokon.

Bizonyitds. A feladat szerint a keresett F(X,Y, Z) n-edfokti homogén poli-
nomnak N + 1 egyiitthatdja van. Ha x,y,z € K, akkor az F(x,y,z) = 0 feltétel
egy homogén linedris egyenletet jelent F egyiitthat6éira. Az adott N pont egy N
egyenletbdl 4116, N + 1 ismeretlenes homogén linedris egyenletrendszert hatdroz
meg. Ennek barmely nemtrividlis megoldasa egy olyan F polinomot ad meg,
melynek I' : F = 0 gorbéje tartalmazza a P, ..., Py pontokat. O

Legyenek I' : F = 0, A : G = 0 algebrai gorbék. A I' és A altal kifeszitett
gorbesor elemei az aF + BG = 0 egyenletli gorbék, ahol a, B € K konstansok,

(a, ) # (0,0).

4.2.5. Feladat. AT és A altal kifeszitett gorbesor barmely eleme tartalmazza I és
A k6z0s pontjait.

4.2.4. Tétel (9—pont-tétel). Legyen rg,r1,72,50,51,52 hat kiilonbdz6 egyenes. De-
finidljuk a P;; = r; N's; pontokat, i,j € {0,1,2}. Tegytik fel, hogy a kilenc P;
pont mind kiilonb6z6. Ekkor barmely olyan harmadrendii gorbe, amely atmegy
a kilenc pont koziil nyolcon, atmegy a kilencediken is.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy I' harmadrendi és atmegy nyolc ponton a kilenc-
bdl. Az egyenesek dtszamozdasaval elérhetjiik, hogy a hidnyzoé kilencedik pont
a Py. Elészor tegyiik fel, hogy ro komponense I''nak. Ekkor I' = 79 U C, ahol
C egy (esetleg reducibilis) masodrendti gorbe. Mivel Py, Py1, P1» € C, a Bézout-
tétel miatt r1 komponense C-nek: C = r; U/ egy £ egyenesre. A feltétel szerint
Py, P> € {, tehat ¢ = ry. Ez aztjelenti, hogy I' = ro Urq Ury, vagyis P22 € T.

Tegytiik most fel, hogy rp nem komponense I'-nak és rogzitsiink egy Q € o\ T
pontot. Ilyenkor nyilvdn Q ¢ so Us; Usy. Legyenek F, Sp, S1, 52 a I'-t illetve az
S0, 51, 52 egyeneseket meghatdroz6 polinomok. Az elmondottak szerint

F(Q)/ SO(Q)/Sl(Q>/SZ(Q) 7£ 0,

igy valamely « € K nem nulla konstansra

F(Q) —a50(Q)51(Q)S2(Q) = 0.

Legyen A az F — 505152 = O elem a I és az sy Us; Usy gorbék altal kifeszitett
gorbesorban. Egyrészt A harmadfokt és atmegy azon a nyolc ponton, amin I'.
Masrészt |A N rg| > 4, tehat A-nak komponense ry. A kordbban vizsgéalt esetben
madr lattuk, hogy ebbdl kovetkezik A = ry U rq Uy, azaz Py; € A. Ebb&l adédik

0 = F(Px) — aSo(P22)S1(P2)S2(Pan) = F(P),
vagyis Py € 1. L]

4.2.3. Osszeadas a harmadrendii gorbén

4.2.5. Definici6 (Osszeadas a harmadrend{i gorbén). Legyen T irreducibilis har-
madrendi gorbe és jelolje I'* a sima pontok halmazat. Rogzitsiik az O € I'* pon-
tot. Adott A, B € I'* pontok A + B 6sszegét az aldbbi dbra szerint értelmezziik.
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Ittaz R € I pontot az AB szel6 , harmadik metszéspontjanak” nevezziik. Ar-
r6l van ugyanis sz6, hogy a Bézout-tétel szerint multiplicitdssal szdmolva min-
den egyenes harom pontban metszi I'-t. Ha A,B € I, akkor az AB szel6n két
metszéspont adott, és a metszési multiplicitast is figyelembe véve kell lennie egy
harmadik metszéspontnak. Elképzelhets, hogy A = R, amennyiben az AB szel6
érinti I'-t A-ban. Ha pedig A = B, akkor az AB szel6 alatt a I' A-beli érint6jét
értjiik.

4.2.6. Feladat. Gondoljuk meg, hogy az imént mftivelet jol definialt, invertalhato,
és teljestilnek O+ A = Aés A+ B = B+ A.

Az A + B mfivelet asszociativitdsa kozel sem trividlis, az alfejezet hatralévd
részében ezzel foglalkozunk.

Vegyiik fel I''n az O, A, B, C pontokat és szerkessziik meg a P, Q,R és A + B,
B+ C, (A + B) + C pontokat az dbran lathaté médon. Az

(A+B)+C=A+ (B+C)

azonossag azzal ekvivalens, hogy az A, B 4 C, Q pontok kollinedrisak, vagy mas
szoval, hogy az O(B + C)R egyenes és az AQ egyenes a I''n metszik egymast.
Megmutatjuk, hogy ez kovetkezik a 9—pont-tételb6l abban az esetben, ha az dbran
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szerepl6 Osszes gorbepont kiilonb6z6. Az &ltalanos esetet nem bizonyitjuk, de
megjegyezziik, hogy a K = C esetben folytonossagi megfontoldsokkal viszonylag
egyszertien belathato.

Legyen
ro = ABP, r1 =C(A+ B)Q, rp = O(B+ C)R,
so = CBR, s1=0(A+ B)P, sp = AQ

hat egyenes, ezek r; N s; metszéspontjai O, A,B,C,P,Q,R, A + B, (A+B)+C,
valamint 7, N sp. Tudjuk, hogy I tartalmazza az els6 nyolc pontot, igy a 9—pont-
tétel miatt tartalmazza r, N sp-t is. Ezzel belattuk (kicsit hidnyosan) a kovetkezd
tételt:

4.2.6. Tétel (Lamé tétele). Legyen K tetszbleges test, I irreducibilis harmadrendii
algebrai gorbe a K feletti projektiv sikon. Jelolje I'* a sima pontok halmazat és
legyen O € T'*. A korabban definialt mtvelettel (I'*, 4+, O) Abel-csoport. O

Majd latni fogjuk, hogy a harmadrendti gorbék inflexi6és pontjai kiemelt sze-
repet jatszanak a gorbék geometridjanak megértésében.

4.2.7. Feladat. (a) LegyenT : Y = X3ésO = (0,0). Mutassa meg, hogy (I'*, +,O)
(K, +).

(b) LegyenT : Y? = X3 + X2 ésO = (0: 1 : 0). Mutassa meg, hogy (I'*, +,0) =
(K*,-).

4.2.8. Feladat. Jeloljon I' irreducibilis harmadrendi gorbét.

(a) Tegyiik fel, hogy O € I inflexiés pont. Mutassa meg, hogy A, B, C € I'* akkor
és csak akkor kollinearisak, ha A+ B+ C = O.

(b) Tegyiik fel, hogy O € T inflexiés pont. Mutassa meg, hogy A € I" akkor és
csak akkor inflexiés pont, ha 3A = O.

(c) Mutassa meg, hogy ha az ¢ egyenes atmegy I' két inflexiés pontjan, akkor
atmegy egy harmadikon is.

4.2.4. A Hesse-féle gorbe

4.2.9. Feladat. Legyen A = (a;j) 3 x 3-as matrix, F(X1, X2, X3), G(X1, X2, X3) po-
linomok, melyekre G(X1, Xp, X3) = F(an X1+ ,an X1 +--- a3 X1 +---). Ek-
kor minden m > 0 egészre és ji, ..., jm € {1,2,3} indexre teljesiil

"G i . . o"F
o = kji " B e
0Xjy - 0Xj, o IX, -+ - 90X,

[Utmutatds: Teljes indukcié m-re. Az m = 0 eset trividlis. Az m = 1 eset az
érdekes.]

I12
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Megjegyezziik, hogy a fenti feltétel F-re és G a korébbi jelolésiinkkel G(X) =
F(AX), vagy a*G = F.

4.2.7. Lemma. Legyen A = (a;;) 3 x 3-as matrix, F(X1, X2, X3), G(X1, X2, X3) po-
linomok, melyekre G(X1, Xp, X3) = F(an X1+ ,anX1+--- a3 X1 +---). Ek-
kor

2°G 9%G 9%G 9*F 0°F 0°F
aX% 0X10X, 0X10Xj3 aX% 0X10X, 0X10Xj3
92G %G 9°G AT 0°F 9°F 92F A
0X10X> BX% 0X,0X3 - 0X10X, aX% 0X,0X3 ’/
0’G 0°G G 0’F 02F 92F
0X10X3 0X,0X3 aX% 0X10X3 0X50X3 aX%
ahol a bal oldalba X-et, a jobb oldalba pedig AX-et kell behelyettesiteni. (AT
pedig az A matrix transzponaltjat jeloli.) O

4.2.8. Definici6 (Hesse-féle polinom). A

*F  F 92F
ox2  9XoY 9XiZ
0°F

_ _ 9*F 9*F
HF = HF(X, Y, Z) = det XY @ Yo7
9°F 9*F 9%F

0XoZ JYJZ 972

polinomot az F(X, Y, Z) homogén polinom Hesse-féle polinomjanak nevezziik.

4.2.9. Allitas. (i) Ha F homogén n-edfokd, akkor Hr homogén 3(n — 2)-edfoku
polinom.

(i) Ha A = (a;7), G(X1,X2,X3) = FlanXa + -+ ,an Xy + -+ a5 X1 + ),
akkor

HG(Xl, X>, X3) = det(A)sz(allX1 4+ an X+ a3 X+ )

Bizonyitds. Az egyetlen nehézség Hr # 0; csak a deg F = 3 esetre latjuk majd
be. O

4.2.10. Definicié (A Hesse-féle gorbe). A I' : F = 0 algebrai gorbe Hesse-féle
gorbéje Hr = 0.

4.2.11. Allitds. A Hesse-gorbe projektiv invarians, azaz I' projektiv képének a
Hesse-gorbéje a Hr = 0 Hesse-gorbe projektiv képe.

Bizonyitds. Legyen ¢4 : x — Ax projektiv linedris transzformacié ésI' : G = 0.
Ekkor ¢4(T) egyenlete F = ¢*% G = 0, ahol F(X) = (¢%G)(X) = G(A™1X).
(92 Hc)(X) = Ho(A™'X)
= det(A)?- HF(X)
= det(A)?- Hy: c(X).
Ez a szamolas mutatja, hogy a @3 Hg €s a Hy ¢ polinomok csak egy konstans

szorzoban kiilonbdznek. Mig ¢ H; = 0 a I' Hesse-gorbéjének a képe, addig
Hy+c = 0aT képének a Hesse-gorbéje. O
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A Hesse-polinom matrixa els6 két oszlopanak X, Y-szorosat a harmadik osz-
lop Z-szereséhez adva:

9’F 9%’F oF
o
_ F F F
9°F 9°F (n—1) oF
9X0Z 9JYdZ oZ

Hasonlban, az utébbi matrix elsd két sordnak X, Y-szorosat a harmadik sor Z-
szereséhez adva:

9°F 0°F oF

: A S
Z°Hp =det | S5 vz (n=1)5
% 0 D% - 1F

Most attérve az f(X,Y) = F(X,Y,1) inhomogén polinomra és atrendezve a de-
terminans sorait és oszlopait kapjuk a Hesse-polinom inhomogén alakjat:

n(n—1)f (n—aw% (n—an%
Hp = Hy(X,Y) =det | (n—1)3% 2 2f
(”_1)3_{; a){Y %

4.2.12. Allitds. Amennyiben T az f = 0 affin alakban van megadva, tigy a Hesse-
gorbe egyenlete Hy = 0.

Bizonyitds. Csakugyan, Hs(X,Y) = Hp(X,Y,1). O

4.2.13. Tétel (Inflexiés pontok és a Hesse-gorbe kapcsolata). AT : F = 0 gorbe
P sima pontja akkor és csak akkor inflexiés pont, ha rajta van a Hr = 0 Hesse-
gorbén.

Bizonyitds. A projektiv invariancia miatt P(0,0) felteheté Y = 0 érintével. Ek-
kor f(X,Y) = Y +aX?+ bXY +cY? + --- és P inflexiés < a = 0. Mdsrészt

10,00 —det [ o 25" = _om_1)2 0
7(0,0) =de (<n°1)2b“ b )——(n— )%a.

A Hesse-gorbét Otto Hesse (1811-1874) német matematikusrél nevezték el.
(Nem 0Osszetévesztend6 Helmut Hasse (1898-1979) német matematikussal, aki
szintén fontos eredményeket ért el az algebrai gorbék elméletében.)

4.2.5. Harmadrend{ii gérbe normalalakja

4.2.14. Tétel. Irreducibilis harmadrendi gorbének van inflexiés pontja.

Bizonyitds. Mar lattuk azt az esetet, ha van szingularis pont. Ha nincs, akkor
tetsz6leges metszéspont a Hesse-gorbével inflexios. O

4.2.10. Feladat. Legyen I' irreducibilis harmadrend{i gorbe.
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(a) Mutassuk meg, hogy ha az y-tengely végtelen tavoli pontja I inflexiés pontja
és a végtelen tavoli egyenes érint&je, akkor T egyenlete Y2 + aXY + BY =
u(X) alaku, ahol deg(u) = 3.

(b) Mutassuk meg, hogy a projektiv koordinatarendszer megfelelé megvélaszta-
saval T egyenlete Y2 = u(X) alakra hozhat6, ahol deg(u) = 3.

(c) Mutassuk meg, hogy az Y? = u(X) gorbének akkor és csak akkor van szin-
guldris pontja, ha u-nak van tobbszoros gyoke.

4.2.15. Tétel. A projektiv koordindtarendszer megfelel6 megvélasztasdval a I' ir-
reducibilis harmadrendi gorbe egyenlete az alabbi alakok egyikére hozhato:

(i) Y2 = X3 és I'-nak ,fordulépont” tipust szingularitdsa van.
(ii) Y? = X3 + X2 és T-nak kozonséges szingularitasa van.

(iii) Y2 = X(X —1)(X —c), ahol ¢ € K\ {0,1}. Ekkor I'-nak nincs szinguldris
pontja.

Bizonyitds. LegyenT : Y? = u(X) = y(X — a1)(X — a2) (X — a3) és alkalmazzuk
az

_ _1
{ X'= 062—“11X B "‘2“—1“1’ { X = (2 — )X +ay,
A — — ./ 3y/
R T Y= vole =)y

affin transzforméaciét. Ekkor Y2 = (ap — aq)3(Y’)? és
u(X) = u((ao —a) X +a1) = y(ar — 21> X' (X' —1)(X' =),
amibél adodik (Y')? = X'(X' —1)(X' —¢). O

4.2.16. Tétel (Weierstrass-féle normédlalak). Legyen K algebrailag zart test, char K #
2,3. Ekkor a projektiv koordindtarendszer megfelel6 megvalasztdsdval barmely
sima harmadrendi gorbe egyenlete

Y2=X3+aX+b

alakra hozhat6, ahol 443 + 27b*> # 0. Ezt az egyenletet a gorbe Weierstrass-féle
normdlalakjdnak nevezziik.

Bizonyitds. Az Y* = uoX® + 1 X* + upX + uz alakbol X' = X — gL, Y/ =Y
transzforméciéval az X? tagot elimindljuk, majd X" = uy'X’, Y = uy'Y’ he-
lyettesitéssel a kivant Y2 = X3 + aX + b alakra hozzuk. Az u(X) = X3 +aX +b
és u'(X) = 3X? + a polinomok rezultdnsa 4a> + 27b?, azaz 4a® + 27b> = 0 akkor
és csak akkor, ha u(X)-nek van tobbszoros gyoke. Tehét a 4a3 + 27b% # 0 feltétel
garantélja, hogy a gorbének ne legyen szingularis pontja. O

4.2.17. Tétel. Algebrailag zart test felett a sima harmadrendii gorbének pontosan
9 inflexiés pontja van.
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Bizonyitds. Legyen I' sima harmadrendti gorbe és A a Hesse-gorbéje. A Bézout-
tétel szerint I' N A nem tires. Elegendd megmutatni, hogy barmely P inflexids
pontban a metszési multiplicitds i(I' N A; P) = 1. Feltehets, hogy P = (0,1,0) és
[ :Y? = X?+ X + b Weierstrass-féle normal alakban van megadva. Kézvetlen
szdmoldssal adodik, hogy a Hesse-gorbe egyenlete

A: Hy = 8(3XY? +3aX*+9bX —a*) = 0,
és a metszési multiplicitas (0, 1,0)-ban egyszeres. O

4.2.11. Feladat. Legyen ¢ harmadik egységgyok, azaz € + ¢ + 1 = 0. Mutassuk
meg, hogy tetszSleges a® # 27 eseténa I : X3 + Y3 + Z3 —aXYZ = 0 gorbe
inflexiés pontjai

POO - (0111_1)/ POl - (1/01_1)/ pOZ - (11_1;0);

Py =(0,1,—e), P = (1,0, —€2), Pp = (1,—¢,0),

on = (0/ 1’ _sz)/ P21 - (1101 _8)/ PZZ - (1, _82,0).



5. fejezet
Feladatok

5.1. Feladatok az 1. zh-ra

5.1.1. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi feladatokat:

a) Szamologép hasznalata nélkiil szamoljuk ki az alabbiakat: ged (60, 32), ged(3,2),
ged(3,1), ged(3,0), ged(0,0), ged (199411 161 721,366 124 068 217).

b) Ossza el maradékosan az f = 2x°> — 4x> + 2x? — x + 2 polinomot a ¢ = x* +
x + 1 polinommal.

c) Legyen f = x® —1, ¢ = x* +2x3 +2x?> —2x — 3. Adjameg az I = (f,g)
idedl egy generéatorelemét. Teljesiil x°> + x> + x> — 7 € [? Mutassa meg, hogy
h = x* +2x? — 3 € [ és irja fel h-t az f és g linedris kombin4cidjaként.

d) Szamolja ki az
fi=x"—2x* — x% + 24,
fo = x4+ a0 =2t —2x3 x4+ 1,
fa=x%—2x° +x* — 223 4 2% — 2«
polinomok legnagyobb kozos osztéjat.

e) Legyen K test. Mutassa meg, hogy a K[X, Y] gytirt (X,Y) idedlja nem gene-
ralhat6 egyetlen elemmel. (Tehét K[X, Y| nem féidedlgytiri.)

f) Legyen K test, c € K, f € K[Xy, ..., X;]. Mutassuk meg, hogy X,, — ¢ akkor és
csak akkor osztja f-et, ha f(Xj, ..., X;,—1,c) a nulla polinom.

5.1.2. Feladat. Legyen f(X) = X® + aX + b. Mutassuk meg, hogy Ry ¢ = 4a® +
27b°.

5.1.3. Feladat. Legyen
f=X*Y - 3XY? + X* - 3XY,
g=XY+X>—4Y? -3Y +1.

47
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a) Szamolja ki Ry ¢(Y)-t.
b) Szémolja ki R¢ ,(X)-et. Mit mond az eredmény f-rél és g-r61?

5.1.4. Feladat. Legyen f(Y) = agY" + Y"1+ .- 4+ a,, és g(Y) = Y — b. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor Ry, = £f(b).

5.1.5. Feladat. A rezultdns segitségével keressiik meg az alabbi paraméterezésben
megadott gorbék f(X,Y) polinomjat:

(a) x(t) =t y(t) = t+ 2,
(b) x(t) =2+, y(t) = t4,

2 3
(© x(t)=1p v =

[Utmutatds: Tekintsiik az f(X,Y,t) = X — x(t), ¢(X,Y,t) = Y — y(t) polinomokat
és a rezultans segitségével kiiszoboljiik ki a ¢ ismeretlent.]

5.1.6. Feladat. a) A trividlis ideédlok féidealok.
b) Az A gyfiri akkor és csak akkor test, ha csak trivialis idealjai vannak.

c) Tetszbleges n € Z esetén (n) = nZ < Z f6idedl; Z/nZ a modulo n maradék-
osztalyok gyfirije.

d) A K[X,Y] polinomgyfirtiben az I = (X, Y) idedl a nulla konstanstagu polino-
mokbol all. I végesen generélt, de nem féidedl.

e) A K[Xy, Xy, ...] végtelen véltozés polinomgyfirtiben az I = (Xy, Xy, .. .) ideal
a nulla konstanstagt polinomokbdl 4ll; I nem végesen generalt.

f) Z és K[X] f6idealgyftirtk.
5.1.7. Feladat. Legyen K nulla karakterisztikaju test.

a) Legyenek f1,...,fs,81,...,8t € K[Xy,..., Xu]. Ha (f1,..., fs) = (1,---,8t),
akkor ¥ (f1,...,fs) = ¥V (g1,---,Qt)-

b) (X+Y,X-Y)=(XY).

o) (X+ XY, Y+ XY, X% Y% = (X,Y).

d) 2X2+3Y%2—-11,X?>—Y?-3) = (X?>—4,Y2-1).
e) L (V(X",Y™) =(X,Y).

5.1.8. Feladat. Legyen K nulla karakterisztikaja test.

a) Hatdrozzuk meg azt az affin transzformdciot, ami az 5X — 3Y + 1 egyenest az
Y = 0 egyenesbe viszi.

b) Hatérozzuk meg azt az eltolast, mely a K : X?> 4+ Y% +4X +Y — 1 = 0 méasod-
rendii gorbébdl elimindlja az X-es és Y-os tagok egyiitthatoit.
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c) Hatdrozzuk meg azt az eltolast, mely a K : X*> — X +4Y — 1 = 0 mdsodrend{i
gorbébdl elimindlja az X-es tag egyiitthatéjat és a konstanst.

d) Hatarozzuk meg annak az origé koriili forgatdsnak az a szogét, mely a K :
X? — XY +3Y? + 4X — 2Y = 0 masodrend{i gorbébdl elimindlja az XY-os tag
egylitthatojat.

e) Hatdrozzunk meg egy olyan affin transzformaciét, amely az alabbi mdsodren-
dti gorbéket affin kanonikus alakba viszi.

(1) K: X2 —2XY —8Y?2 +18Y =0,
(2) K: X?4+4XY +4Y? -2X -8Y +5=0,
(3) K:9X2+36Y2 - 12X —24Y +4 = 0.

f) Hatdrozzuk meg a K : 3X? + 10XY + 3Y% + 10X + 14Y + 8 = 0 elfajul6 ma-
sodrendfi gorbe affin kanonikus alakjat.

5.1.9. Feladat. Tegyiik fel, hogy char(K) # 2,3 és agy # 0. Mutassuk meg, hogy
az

x3 + L120X2 +an XY + ﬂozYz 4+ a10X +apY +agp =0
egyenlet(i harmadfoku gorbe affin transzforméciéval
Y2 =X>+aX+b

alaktra hozhat6. [Utmutatds: 1) —agz-el leosztva elérhet6 agp = —1. 2) Eliminal-
juk az XY és Y tagokat. 3) Eliminéljuk az X? tagot.]

5.1.10. Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi U ponthalmazok .# (U) elttinési ideél-
jat K[X, Y]-ban:

a) U={(0,0)}
b) U={(5-3)}

o) U={(-10),(2,0)}
d U={(-1,-1),(-11),(1,-1),(1,1)}
e) U={(n0)|nez)}

5.1.11. Feladat. Legyen U = {(—1,0),(1,0),(0,1)} és | = (X>+ Y2 —1,Y(Y —
1)).

a) Mutassuk meg, hogy U = 7/(]).
b) Mutassuk meg, hogy (XY)? € ], de XY ¢ J.

c) Hatdrozzuk megaz .#(U) = .7 (¥ (])) = /] elttinési ideélt.
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5.2. Feladatok a 2. zh-ra

5.2.1. Feladat. Adjuk meg azt a negyedfoku f(X) polinomot, amelynek a gyokei
pontosan az X2 + Y2 = 1 és az Y2 — 2XY — X? = 0 gorbék metszéspontjainak az
abszcisszai.

5.2.2. Feladat. Adjuk mega25X? — X3 — X3 = 0 gorbéneka P;(1,7,1) és P»(1,—1,7)
pontokat 6sszekotd egyenessel vett metszéspontjait.

5.2.3. Feladat. Adjuk meg az alabbi gorbepdrok metszéspontjait.

(@) X(Y2—XZ)-Y3=06sY*+Y3Z — X?Y? =0.

(b) X3 —Y3—2XYZ =06s2X3 —4X?Y —3XY? - Y3 —-2X?Z =0.

() X*4+Y*4+Y?7Z2=06s X*+Y*—2Y3Z —2X?YZ — XY?Z +Y?*7Z? = 0.
5.2.4. Feladat. Adjuk meg az aldbbi gorbék szinguldris pontjait.

(@) XZ2 -Y3+XY?=0.

(b) (X+Y+2Z)>—-27XYZ = 0.

(c) X2Y? +36XZ3+24YZ3 +108Z* = 0.

5.2.5. Feladat. Adjuk meg az aldbbi gorbék szingularis pontjait a komplex pro-
jektiv sikon:

(@) X3+ Y3 = 3XY (Descartes-féle levél),

(b) (X>+Y?)(X —1)?> = X? (Nikomédész-féle konhoisz),
(©) (X?+Y?)% =4X2Y? (Négylevelii I6here).

Rajzoljuk le ezeket a gorbéket a valos projektiv sikon.

5.2.6. Feladat. Adjuk meg az alabbi gorbék szinguldris pontjait és a szingularis
pontokban az érintket:

(@) Y3 —Y?+ X3 - X2 +3XY?43X%Y +2XY =0,
(b) X*4+Y*+—-X?Y?2 =0,
() X34+Y3—-3X2-3Y2+3XY+1=0,
(d) Y2+ (X?—5)(4X* —20X2 +25) = 0.
5.2.7. Feladat. Vizsgéljuk meg az
X2Y® — X°Y? —2XY°Z + X°Z% + Y° 7% — X3YZ3 4+ 2aX?Y?Z3 — XY37% = 0

(a € C) gorbe szingularitasait az (1,0,0), (0,1,0) és (0,0,1) pontokban.
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5.2.8. Feladat. A k mely értékeire lesz az X3 + Y3 + Z3 + k(X +Y +Z)3 = 0
gorbének egy vagy anndl tobb szingularis pontja? Hatdrozzuk meg a szingularis
pontokat a k ezen értékeire.

5.2.9. Feladat. Legyen I' : f(X,Y) = 0 algebrai gorbe, ¢ : Y = mX + b egyenes
és P = P(0,0). Mutassuk meg, hogy i(I' N ¢; P) pontosan a 0 gyok multiplicitdsa
az f(X,mX + b) polinomban. Mds széval, i(I' N ¢; P) = k akkor és csak akkor, ha
f(X,mX +b) = X*(c+ - --) valamilyen ¢ # 0 konstanssal. [Utmutatas: Hasznél-
juk a rezulténs Rs x_. = +f(c) tulajdonségat.]

5.2.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy az altaldnos n-edfoku 3-véltozés homogén
polinom egyiitthatéinak szama (”erl) [Utmutatds: Szamoljuk meg azon (i, j) pa-

rokat, melyekre i,j > 0 egészek ési+j < n. ]

5.2.11. Feladat. Hatdrozza meg az Y = X3, Y? = X3 és Y2 = X3 + X? gorbék
szinguldris és inflexi6s pontjait a projektiv sikon.

5.2.12. Feladat. (a) Legyen I' : ¥ = X3 és O = (0,0). Mutassa meg, hogy
(T, +,0) = (K, +).

(b) LegyenT : Y? = X3 + X2 65O = (0: 1 : 0). Mutassa meg, hogy (I'*, +,0) =
(K*,-).

5.2.13. Feladat. Jeloljon I irreducibilis harmadrendii gorbét.

(a) Tegytik fel, hogy O € I inflexi6s pont. Mutassa meg, hogy A, B, C € I'* akkor
és csak akkor kollinearisak, ha A + B+ C = O.

(b) Tegyiik fel, hogy O € T inflexiés pont. Mutassa meg, hogy A € T akkor és
csak akkor inflexi6s pont, ha 3A = O.

(c) Mutassa meg, hogy ha az ¢ egyenes atmegy I' két inflexiés pontjan, akkor
atmegy egy harmadikon is.
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5.3. Abrak
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