
Csoportelmélet Feladatsor 2024. tavasz

Figyelem, minden feladat 1 pontot ér, bár a nehézség változó!

1. (március 1-ig) Határozzuk meg az ikozaéder G egybevágóságcsoportjának
elemszámát!

2. (március 1-ig) Hány eleme van annak a csoportnak, amely az előjeles 2n-
el2mű halmazt permutálja? Azaz Ω = {±x1,±x2, . . . ,±xn} és G = {π ∈ Sym(Ω) |
xiπ = εxj ⇔ −xiπ = −εxj∀i, j, ε}.

3. Írjuk le csoportelméletileg az ikozaéder egybevágóságcsoportjának struktú-
ráját!

4. Határozzuk meg a 2. feladatbeli csoport struktúráját!

5. (február 22-ig) Legyen G véges csoport, P ∈ Sylp(G). Mutassuk meg, hogy
a következő tulajdonságok ekvivalensek:

(i) P / G;

(ii) P iaz egyetlen p-Sylow részcsoportja G-nek;

(iii) minden G-beli p-részcsoport része P -nek;

(iv) P karakterisztikus G-ben, azaz P invariáns G minden automorfizmusára.

6. (február 22-ig) Határozzuk meg az S3 − S3 ketős mellékosztályokat S4-ben!
Általánośıtsuk és határozzuk meg az Sn−1−Sn−1 kettős mellékosztályokat Sn-ben!

7. (március 8-ig) Mutassuk meg, hogy ha a nemkommutat́ıv egyszerűG csoport
elemszáma legfeljebb 100, akkor |G| = 60. (Csak olyan tételt használjunk, amit
bebizonýıtottunk!)

8. (március 8-ig) Igazoljuk, hogy izomorfia erejéig A5 az egyetlen 60-adrendű
egyszerű csoport.

9. (március 8-ig) Igazoljuk, hogy minden tranzit́ıv Abelcsoport reguláris.

10. Legyen ϕ : GL(2, F ) → Aut(P 1(F )) a következő leképezés a(z F test

feletti) projekt́ıv egyenes automorfizmuscsoportjába: ϕ(

(
a b
c d

)
) = x 7→ ax+b

cx+d
.

Igazoljuk, hogy ϕ homomorfizmus. Határozzuk meg Ker(ϕ)-t és bizonýıtsuk be,
hogy Im(ϕ) 3-tranzit́ıv P 1(F )-en.

11. (március 15-ig) Van-e SL(2, 5)-ben A5-tel izomorf részcsoport?
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12. (március 15-ig) Mutassuk meg, hogy SL(2, 3) 2-Sylowja Q-val (kvaternió-
csoporttal) izomorf normálosztó.

13. (március 15-ig) Legyen V egy Fq-vektortér. Butassuk meg, hogy létezik
M ≤ GL(V ) ciklikus részcsoport, amely reguláris V \ {0}-n. (Ez és a konjugáltjai
a Singer részcsoportok, a generátoraijk a Singer ciklusok.)

14. (március 22-ig) Legyen G ≤ Sn feloldható primit́ıv permutációcsoport.
Bizonýıtsuk be, hogy n = pk pŕımhatvány és G izomorf AGL(k,Fp) egy részcso-
portjával.

15. (március 26-ig) LegyenG (véges) csoport. Igazoljuk a következő álĺıtásokat,
ebben a sorrendben:

(i) Ha a, b, c ∈ G, akkor

[[a, b−1], c]b[[b, c−1], a]c[[c, a−1], b]a = 1.

(ii) Ha A,B,C ≤ G és [A,B] ≤ CG(C), [A,C] ≤ CG(B) akkor [B,C] ≤ CG(A).

(iii) Ha Gi jelöli az alsó centrális lánc i-dik tagját (G1 = G, Gi = [Gi−1, G]),
akkor [Gi, Gj] ≤ Gi+j.

(iv) Ha G nilpotens, feloldhatósági hossza d = min{n | G(n) = 1} és nilpotencia
osztálya c = min{n | Gn = 1}, akkor c ≥ 2d−1.
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