Csoportelmélet Feladatsor 2024. tavasz

Figyelem, minden feladat 1 pontot ér, bar a nehézség valtozd!

1. (mdarcius 1-ig) Hatarozzuk meg az ikozaéder G egybevagisigesoportjanak
elemszamat!

2. (mdarcius 1-ig) Hany eleme van annak a csoportnak, amely az el6jeles 2n-
el2mi halmazt permutélja? Azaz Q = {xx;, £x9,...,£x,} és G = {m € Sym(Q) |
T = ex; & —x;m = —ex,;Vi, j, e}

3. frjuk le csoportelméletileg az ikozaéder egybevagosdgesoportjanak strukti-
rajat!
4. Hatarozzuk meg a 2. feladatbeli csoport strukturajat!

5. (februdr 22-ig) Legyen G véges csoport, P € Syl (G). Mutassuk meg, hogy
a kovetkezo tulajdonsagok ekvivalensek:

(i) P<G;

)
(ii) P iaz egyetlen p-Sylow részcsoportja G-nek;
(iii) minden G-beli p-részcsoport része P-nek;

)

(iv) P karakterisztikus G-ben, azaz P invaridns G minden automorfizmuséra.

6. (februdr 22-ig) Hatdrozzuk meg az S3 — S5 ket&s mellékosztalyokat Sy-ben!
Altalanositsuk és hatarozzuk meg az S, 1 — 5,1 kettés mellékosztalyokat S,,-ben!

7. (marcius 8-ig) Mutassuk meg, hogy ha a nemkommutativ egyszert G csoport
elemszdma legfeljebb 100, akkor |G| = 60. (Csak olyan tételt hasznaljunk, amit
bebizonyitottunk!)

8. (mdrcius 8-ig) Igazoljuk, hogy izomorfia erejéig As az egyetlen 60-adrendi
egyszerl csoport.

9. (mdrcius 8-ig) Igazoljuk, hogy minden tranzitiv Abelcsoport reguldris.

10. Legyen ¢ : GL(2,F) — Aut(P'(F)) a kovetkezd leképezés a(z F test
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Igazoljuk, hogy ¢ homomorfizmus. Hatérozzuk meg Ker(yp)-t és bizonyitsuk be,
hogy Im(p) 3-tranzitiv P*(F)-en.

feletti) projektiv egyenes automorfizmuscsoportjaba: ¢( “

11. (mdrcius 15-ig) Van-e SL(2,5)-ben As-tel izomorf részcsoport?
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12. (mdrcius 15-ig) Mutassuk meg, hogy SL(2, 3) 2-Sylowja @-val (kvaternio-
csoporttal) izomorf norméloszto.

13. (mdrcius 15-ig) Legyen V egy F,-vektortér. Butassuk meg, hogy létezik
M < GL(V) ciklikus részcsoport, amely reguldris V' \ {0}-n. (Ez és a konjugaltjai
a Singer részcsoportok, a generatoraijk a Singer ciklusok.)

14. (mdrcius 22-ig) Legyen G < S, feloldhaté primitiv permutédcidcsoport.
Bizonyitsuk be, hogy n = p* primhatvény és G izomorf AGL(k,F,) egy részcso-
portjaval.

15. (mdrcius 26-ig) Legyen G (véges) csoport. Igazoljuk a kovetkezo allitasokat,
ebben a sorrendben:

(i) Ha a,b,c € G, akkor

la, b_1]> C]b[[bv 0_1]7 al[[c, a_l]’ b* = 1.

(i) Ha A, B,C < G és [A,B] < Cg(C), [A,C] < Cg(B) akkor [B,C] < Cg(A).

(iii) Ha G jeloli az alsé centrdlis lanc i-dik tagjét (G' = G, G' = [G"™,G]),
akkor [G', GV] < GV,

(iv) Ha G nilpotens, feloldhatésdgi hossza d = min{n | G™ = 1} és nilpotencia
osztalya ¢ = min{n | G" = 1}, akkor ¢ > 2471,



